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543. PRILOZI TEORIJI ANALITICKIH NEJEDNAKOSTI

Ljubomir R. Stankovié

1. UVOD

Ovaj rad predstavlja skradenu verziju doktorske disertacije
odbranjene na Elektronskom fakultetu w NiSu. Iz rukopisa koji je
prihvacen i odbranjen kao doktorska teza, izostavljena su dva
poglavlja za koje smo smatrali da su od manjeg znadaja. Takode
su izvr§ena izvesna skradivanja i u ostalim poglavljima.

Definicije i oznake koje nisu eksplicitno navedene u radu,
mogu se naéi u monografiji D. S. MitriNovi¢ (In cooperation
with P. M. Vasi€): Analytic inequalities. Berlin-Heidelberg-New
York, 1970. '

*®
* *

I ovom prilikom Zelim da se zahvalim profesorima dr D.
S. MitriNovICu i dr P. M. VasiCu koji su me podstakli da
poénem da se bavim nau¢nim radom u matematici a posebno u
teoriji nejednakosti i koji su mi, u toku izrade teze, pruzali drago-
cenu pomoé kako diskusijom o pojedinim problemima tako i omo-
gucavanjem kori§¢enja dokumentacije pripremljene za monografiju
Analititke nejednakosti.

Isto tako zahvaljujem se profesorima dr R. Z. PORPEVICuU i
dr R. R. JANICu koji su me podrZavali u izradi ove teze 1 starali se
da mi stvore Sto bolje uslove za rad.

Pored toga zahvalan sam Elektronskom fakuitetu u Nifu Sto
mi je omoguéio da provedem jednu godinu na Katedri za mate-
matiku Elektrotehni¢kog fakulteta u Beogradu, za koje vreme sam
i dobio rezultate koji su posluzili kao osnov ove teze.



2. PROBLEM OPPENHEIMA

A. OppeNHEIM je dokazao sledea dva rezultata [1], [2] (videti takode
D. S. MitrinovIC [1] str. 339):

Teorema I. Ako su a; i c¢; (i=1, 2, 3) pozitivni brojevi koji zadovoljavaju uslove
min(a,, a,, a;) <¢;=max(a,, a,, a,) (j=1,2,3),
¢ te,tezata,ta,

tada vaZi nejednakost .
€,C,6,20,a,a,

sa jednako3éu ako i samo ako su a; i ¢; u nekom uredenju jednaki.

Teorema II. Ako su a, i ¢, (i=1, 2, 3) pozitivni brojevi keji zadovoljavaju uslove
min(a,, a,, a,) <¢;=max(a,, a,, @) (j=12,3),
c,c,6,<5a,a,a,

tada vazi nejednakost
e, tessa+a,ta,
sa jednakoSéu ako i samo ako su a; i c; u nekom uredenju jednaki.

Ove teoreme, u stvari, su odgovor za n=3 na sledeéi problem. Neka su
data dva skupa pozitivnih brojeva a,,..., a, 1 ¢;,..., ¢,. Ako je aritmeti¢ka
sredina brojeva ¢, ..., ¢, manja ili jednaka aritmeti¢koj sredini brojeva a,, ..., q,,
kakav je odnos medu geometrijskim sredinama?

U ¢&lanku u kome posmatra gornji problem, A. OPPENHEIM kaZe: ,,Bilo bi
interesantno da se prodire ovi rezultati na skupove pozitivnih brojeva za n> 3.
No, odigledno je da direktno proSirenje nije moguéno®. Jedno profirenje za
bilo koje n dali su kasnije E. K. GopuNovA i V. I. LeviN [1] (videti Teoremu
1 i 2). Drugo proSirenje za proizvoljno n dao je P. M. Vasi¢ [1]. Naime, on
je dokazao sledece teoreme:

Teorema . Ako brojevi a; i ¢; (i=1,..., n) zadovoljavaju uslove

k k
0<a,<---=<a, 0<c<---=c¢, 2 &= ¢ tk=1,...,n
i=1 i=1

tada je
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odnosno, vazi

k k
ITa=Il¢ k=1,...,n).
i=1 i=1
Teorema IV. Ako brojevi a; i ¢; (i=1,..., n) zadovoljavaju uslove

k k
0<a,<-.--=<a, O0<c,=---=¢, [la=]le (k=1,...,n),

tada je

odnosno, vazi

Glavni rezultat OPPENHEIMa je:

Teorema 1. Neka su (a), (b) dva niza pozitivnih brojeva koji zadovoljavaju uslov:
(h) Elementi niza (b) lefe izmedu najveceg i najmanjeg elementa niza (a).

Ako je Ogagé i A,(b)=A,(a), tada je

(1) GiByz(F0) G:la)
Odavde sleduje :
2) G, (b) 2 G,(a).

Jednakost u (1) ili (2) vaZi ako i samo ako je (a) neko preuredenje od (b).

Dokaz nejednakosti (2) je dao OPPENHEIM u [1], a (1) je jedan od glavnih
rezultata u [2]. Jasno, da nejednakost (1) za neko dato « (Ogagé) povlaci, po

pretpostavci, istu nejednakost za manje o. Ustvari, za o= dobija se najstro-

Zija nejednakost; u [2] OPPENHEIM pokazuje da ako je a;% nejednakost ne

vaZi u opstem slucaju.

Otuda, u Teoremi 1, mi éemo pretpostaviti da su (@) i (b) monotoni i
rastu¢i. Tada je pretpostavka (h) ekvivalentna sa a,<b, i b,=<a,.

Problem postavljen od OpPENHEIMa u [1] bio je da se nade generalizacija
za (h). To su dali E. K. GopuNovA i V. I. LEvIN u [1]. GobUNOVA i LEVIN
daju proSirenje Teoreme 1.

Teorema 2, Neka je n>2 i neka su (a), (b) dva niza pozitivnih brojeva koji

zadovoljavaju
0<a,=---=a,, 0<b <.--<b,

(H) a,<b (Isisn—-m, 1=sm<n),

a;zb (n—-m+1<i=n).
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(Ako je m=1 poslednji uslov je nepotreban, ako je m=n pretposlednji uslov je
nepotreban).
Ako je (p) drugi niz pozitivnih brojeva, i ako je

Oéagl—P"T"-”— i A,(b,p)=4,(a, p),

n

tada je

An (b, P)\*
3 G, (b, p)= _) G, (a, p).
3) b P2 (“ D) Gy (e p)
Iz (3) neposredno sleduje

G, (b, p)=G,(a, p).

Ako je n=3, m=2 pretpostavka (H) je ekvivalentna sa (h). Ako pretpo-
stavimo da je p,=p,=p, Teorema 2 se svodi na Teoremu 1.

Prirodno proSirenje problema OPPENHEIMa je zamena aritmetiCke i geo-
metrijske sredine sa op§tim sredinama. OPPENHEIM ne daje odgovor na to pitanje
mada neki od tih rezultata daju parcijalne odgovore za opitije probleme. Taénije,
postaviéemo problem: ako je poznato da su s-te sredine od (a) i (b)) u nekom
uredenju kada demo zakljuditi da isto uredenje vaZi za njihove t-te sredine
(videti P. S. BULLEN, P. M. Vasi¢ i Lj. R. Stankovi¢ [1])? Teorema 2 daje
odgovor za sludaj s=1, t=0; OPPENHEIM je u [1] i [2] dao reSenje za sluca,
s=0, t=1.

Teorema 3. Neka su (a) i (b) dve trojke pozitivnih brojeva koji zadovoljavaju (h).
() Ako je r>0 i M5 (b)=MY(a), tada je
G, (b) =z G, (a).
(ii) Ako je rz0 i G;(a)=G,(b), tada je
MY (a) = MY ().
(iii) Ako je A,(b)=A,(a), tada je
H,(a)= (G—("—)f H, ().

Gy ()
3
v) 4ko je H, (b)g(G’—(b)) H,(a), tada je

G;(a)
A;(a) = A, (D).
Jednakost vazi aka i samo ako je (a) neko preuredenje od (b).

Delovi (iit) i (iv) su oslabljeni odgovor na postavljeni problem.
Delovi (i) i (ii) su proSirenje slucaja r=1.

Teorema 4. Neka je F:R_ —R rastuéa i konkavna funkcija i neka su (a) i (b)
dva niza od n pozitivnik brojeva koji zadovoljavaju (H). Neka je (p) drugi niz
od n pozitivnih brojeva. Ako je

“ A4,(b, p)=4,(a, p)
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tada je

n

()] Z:]F(bi) 7= igl F(a)p;;

ako je F strogo rastuéa, imamo
(6) MY (b, py =M (a, p).

Adko je F' pozitivna bar u jednoj tacki tada jednakost u (5) va¥i ako i

samo ako je a;=b, (1<i<n).

Dokaz. Neka je c,=hrb, +(1—)\)a (1<z< n); tada sa (c) moZemo zame-
niti (@) ili () u (H); u stvari (c) je rastuéi niz. Kako je F konkavna F’ egzis-
tira sem na prebrojivom skupu i opadajuca je funkcija; poito je F rastuéa F’
je nenegativna. DefiniS§imo funkciju f pomoc¢u

S = 'zlpi (c).
Tada je potrebno dokazati da je f(1)= f(0); kako F’ egzistira sem na
prebrojivom skupu dovoljno je pokazati da je f'(2)=0, kad god postoji.

Ako je 1=isn—m tada je b,za; pa je, na osnovu gornje primedbe,
F'(c)=F'(c,_,,.1)> odavde dobijamo

n—m

lei (b;—a)F'(c)= igl Pi(b;—a)F'(Cppyir)-
Sli¢no, ako je n—m+1<i<n, b,<a;, tada je
. 2 +1Pi (b;—a)F'(c) = = z p, (b;~a)F' (Cy_pps1)-

Iz ovoga se slede¢e nejednakosti lako proveravaju

F'()= g pi(bi—a)F'(c)= g pib;—a)F'(cy i) 20,

§to kompletira dokaz nejednakosti (5).

Nejednakost (6) i sluaj kada nastupa jednakost su o&igledni. Koristeéi
gornji dokaz moZemo dobiti sli€ne rezultate uzimajuéi razliite pretpostavke za
F; ukratko to su sledeéi rezultati:

(4) Ako je F konveksna i rastuéa i nejednakost (4) je obrnuta tada nejedna-
kosti (5) i (6) su obrnute.

(B) Ako je F konveksna i opadaju¢a nejednakost (5) je obrnuta ali (6) vaZi.
Posmatrajmo slucaj F(x)=x"
(i) ako je O0<r<1 tvrdenja teoreme 4 vaZe;

(ii) ako je rz=1 tvrdenja iz (4) vaZe;
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(iii) ako je r<<0 tvrdenja iz (B) vaZe.

Ako je F(x)=logx, tada pretpostavka teoreme 4 vazi.

Ako je F(x)=e**, tada pretpostavka iz (4) vaZi ako je A>0, ali ako je
A<<0 tada (B) vaZi.

To je dovoljno da kompletno reS§imo problem postavijen na podetku.

Posledica 5. Neka (a), (b) budu dva niza od n pozitivnih brojeva koji zadovo-
ljavaju (H) i (p) drugi takav niz.
Ako je — o <§<< 4+ 0, tada:

(i) ako je Mff](b,p);MEf](a,p) i ako je t<s, tada je
™ M3 (b,p) = M (a, p;
(i) ako je M¥(a,p)=ME\(b,p) i ako je t>s, tada je
(8) M (a, p)= M(b, p).
Jednakost u (7) ili (8) vaZi ako i samo ako je a;=b,(1 <i<n).

Posledica 5 ima vrlo interesantnu implikaciju.

Posledica 6. Pretpostavimo da su (a), (b) dva niza pozitivnih brojeva, od kojih
nijedan nije preuredenje drugog; pretpostavimo, zatim, da je (p) drugi takav niz
brojeva.

Ako je
) MV a, p) <My =\b,p), MY (a,p)>M (b, p)
tada ako (a), (b) zadovoljavaju (h) postoji jedno s(— o0 <s<< + o0) takvo da je:
(i) ako je t<s tada je M ,[,t](a, p)<MH](b, J2R
(i) ako je t>s tada je M N (a, >M Y, D),
(iii) ako je t=1 tada je MY a, D)= Mm(b,p).

Dokaz je ofigledan.
Postavimo sledeée interesantno pitanje: pretpostavimo da u (9) uzmemo
u,v(— o0 Su<v< + o), i da je .

MY (a,p)< M (b, p) i MY\ (a, p)>MY (b, p),

da 1li postoji jedno s(u<<s<v) sa sliénim osobinama kao u posledici 6?

Deo posledice 5 (i) sledi iz rezultata GODUNOVE i LeviNa [1], mada oni
ne daju to eksplicitno. U stvari, vaZi StI'OZl_]l rezultat — jedna analogija od (3)
kao $to smo napomenuli OPPENHEIM [2] je dokazao da takva analogua ne vaZi
u opitem slu¢aju. Osnovna teorema GODUNOVE i LEvINa u [1] je:
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Teorema 7. Pretpostavimo da su (a), (b), (p) tri niza pozitivnih brojeva, gde (d)
i (b) zadovoljavaju (H). Neka funkcija F:R,—R ispunjava slededée uslove:

(i) F je konkavna,
(i) F je rastuéa,
(iii) xF'(x) je rastuca.
Ako je
(10) A,(b,p)zA,(a,p)

P, _ ..
tada za O<a<1—-2=2 o
n

(11) A, (F@,p)—aF(A,@,p)<A,(Fb),p)— aF(A,b, p)
(F(a) oznacava n-torku (F(ay), ... , F(a,)).

Koristedi dokaz dat u [1] dobijamo sledece rezultate:

(4') Ako je F konveksna i xF'(x) rastuéa i ako je nejednakost (10) obrnuta
tada je i nejednakost (11) obrnuta.

(B') Ako je F konveksna i opadajuca i ako je xF’(x) opadajuca tada je ne-
jednakost (11) obrnuta.

Posledica 8. Neka su (a), (b) dva niza od n pozitivnih brojeva koji zadovoljavajie
(H) i neka je (p) drugi takav niz brojeva.

, . P,_
Ako je — oo <<§< 4 00 i 0§oc§1—-1"—;—"' tada:

n

(i) dko je
(12) M3Y(b, p)=ME(a, p)

i ako je t<s, vaZi
(13) (MY, p)) — (M 5, p))" = (MEa, p)) — 2 (M5 (@, p)))" (120),

ME @, p)

Zn PN G, (a b) (t=0),
Msl(a,p)) G,(a, b) (t=0)

(14) G,,(b,p)g<

(ii) ako pretpostavimo da u (12) vaZi obrnuta nejednakost i ako je t>s tada
u (13) ili (14) imamo obrnute nejednakosti. Jednakost u (13) ili (14) va%i ako
i samo ako je a,=b, (1<i=n).

Dokaz. Ako u Teoremi 7 uzmemo za F(x) redom x', logx ili e* tvrdenje
neposredno sledi.

OrPENHEIM [2} je pokazao da ako u (ii) stavimo s=0, =1 analogna ne-
jednakost od (14) ne vaZi u opStem slufaju (tj. G, zamenjujuéi sa A4, i MY
sa G,); tacnije, u tom slucaju nejednakost ée biti obrnuta od (13).

Teorema 4 bice generalisana zamenjujuci uslove (H) sa uslovima (F):
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Teorema 9. Neka su (a), (b), (p) nizovi od n pozitivnih brojeva za koje vafi

alg...éan, b1§...§bn,
k k
(F) zai ié'zbipi (lgkgn—m’lémén)’

i=1 i=1

2ap;=2bp (n—m+1sks=n).
1=k i<k
(dko je m=1 drugi uslov je nepotreban; ako je m=n prvi uslov je nepotreban).

(i) Ako je funkcija F:R—R konkavna i ako je

(15) 2bp= 2 ap,
tada (5) vaZi.

(ii)  Adko je funkcija F:R—R konkavna i rastuéa i (4) vaZi, t;.

tada (5) vati; jednakost va¥i pod istim uslovima kao u Teoremi 4.

Dokaz. Defini§imo (¢) i f kao u Teoremi 4. Tada, koristeéi istu primedbu
kao u tom dokazu, dovoljno je pokazati da je f'=0. Uvedimo sledefe oznake:

k k
By = Zbipi’ A= zaipi (I=kz<n,
i=1 i=1

Bi=B,—B,, Ai=A,—A, (1<sk<n);
tada je

f M= 2.p(b;~a)F ()= i (B,— 4) (F'(c) = F'(¢;,.)))
i=1 i=1

n—1
+ 2 +I(Ai—B,-) (F'(c) = F'(cix )+ (B, = A) F' (o)
I=n—m

Sa pretpostavkama (F) i pretpostavkama za F dobijamo nejednakost f'(A)=0.
Sluéaj jednakosti je o€igledan.
PrIMEDBA. Ako su te¥ine (p) nenegativne tada (H) povlaci (F). Sta viSe tatno je: (H) i (4)
povlade (F). Oc¢igledno a;<b;(1=<i<n—m) povla¢i Ax<B;(i<k=<n—m), ako je k>n—m tada
Jje Ay=A,—A, <B,—B,= By, iz (H) i (4). Obrnuto je netatno kao Sto se vidi na primeru
n=3, p,=p,=p,=1, a,=a,=a,=5, b;=b,=3, b;=6.

U Teoremi 9 (ii) ako je F strogo rastuéa (6) vazi. Kada sa Teoremom 4

koristimo gornji dokaz moZemo dokazati sliéne rezultate dobijene sa razliCitim
pretpostavkama. Neki od tih su slededéi:
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(¢) Ako su (a) i (b) opadajuéi; (F) je isto; F konveksna; (15) vaZi, tada i
(5) vaizi.

(®) Ako su (@) i (b) opadaju¢i; (F) isto; F je konveksna i rastuda i (4) vaZi;
tada je isti zakljuCak kao u (o).

(Y) Ako su (@) i (b) rastuéi, (F) je obrnuto, (4) je obrnuto, F je konvekcna
i opadajuéa, tada (5) vazi.

(8) Ako su (a) i (b) rastuéi; (F) je obrnuto; (4) je obrnuto; F konkavna i
opadajuca, tada nejednakost (5) je obrnuta.

Teorema 9(«) je malo proSirenje rezultata L. FucHs [1]; FucHsov rezultat
je za sluéaj m=1. Moguénost zamene pretpostavke (H) sa (F) u posledici 5,
i odatle u posledici 6, nije jednostavna. Posledica 5 je dokazana uzimajuéi pogo-
dan specijalan slu¢aj u Teoremi 4 za nizove (a) i (b°); to je moguée samo ako
(a) i (b) zadovoljavaju (H); za slufaj s<<O potrebna je neznatna specijalna mo-
difikacija. Slu€aj sa pretpostavkama (F) je predmet sledeée posledice.

Posledica 10. (i) Ako pretpostavka (F), za m=1, va%i za (@) i (b) i ako je F
konkavna rastuéa, tada vazi i za (F(@) i (F(b)).

(i) Ako pretpostavka (F), za m=n, vaZi za (a) i (b) i ako je F konveksna
rastuca, tada vaZi i za (F@) i (F(b).

(iii) Ako pretpostavka (F), za 1 <m<n, vaZi za (a) i (b) i ako je F linearna
rastu¢a funkcija, tada vaZi i za (F(@) i (F()).
Dokaz. Dokazalemo (iii). Kako je F rastuca funkcija imamo
F@)<---<F(@,), F(b)=---=F@,).
Sada koristeéi Teoremu 9(ii) za (a,, ..., a) i (b, ..., 5) (1sk=n—m)
dobijamo
k k
2 F@)p;= 2 F(b)p, (1sksn—m).
i=1 i=1

Na kraju uzimajuéi Teoremu 9(B) za (b,, b,_;, ..., b)) i(a,, a,_;, ..., a3)
(n—m+1=<k<n) imamo

> Fa)p;= 2 F(b)p, (n—m+1=k<n).
i=k imk

PrRIMEDBA. (i) Iz toga sledi da u opStem sluCaju Posledica 5 moZe biti delimi¢no proSirena za-
visno od toga kako su pretpostavke (F) izabrane.

Ako su (a), (b), (p) tri niza pozitivnih brojeva, gde su (a) i (b) opadajudi,
tj.a,=---=a,, byj=---2b, i ako je F strogo monotona, tada (b) F-dominira
(a) sa teZinama (p) ako je

ME b, p) =M@, p) (sk=n)y

re¢iéemo da (b) s-dominira (@) sa teZinama (p) ako je F(x)=x*(s#0), F(x)=
logx(s=0); na kraju ako je s=1 re¢i ¢emo da (b) dominira (a) sa teZinama (p).
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PriMEDBA. (i) Za svako F i (p) definisana je uredajna relacija na skupu opadajucih n-torki.

(ii) Ako je s=1, p,=-..-=p, tada se to uredenje svodi na uredenje koje su dali HARDY,
LittLewooD i POLya [2].

(ili) Teorema 9(B) pokazuje da ako (b) dominira (@) sa teZinama (p) tada (b) F-dominira
(a) sa tezinama (p) za svaku konveksnu strogo rastu¢u funkciju F.

Posledica 11. Ako (b) s-dominira (a) sa teZinama (p) (— o <5< + ) tada (b)
t-dominira (a) sa teZinama (p) za svako t>s.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je s>0; tada moZemo re¢i da (5*) dominira

(@) i tako rezultat sledi iz prethodne primedbe (iii) za F (x):x'(rzi, t>s).
S

(i) Pretpostavimo da je s<<0; tada su nizovi (&%) i (b°) rastuéi, koji zadovolja-

vaju obrnutu drugu nejednakost iz (F), m=1, i obrnutu od (4). Tada ako je

>0 i F(x)=x’( =i) rezultat sledi iz Teoreme 9(y); ako je r<0, F(x)=x"
s
(r=i, t;éO), F(x)=logx, t=0, rezultat sledi iz Teoreme 9(3).
S

(iii) Na slican nalin se dobija i slu¢aj s=0 uzimajuéi da je F(x)=e*(r>0).

Interesantno bi bilo ispitati da li sli¢ni rezultati vaZe za simetri¢ne i kon-
tra-harmoni¢ne sredine (videti D. S. MITRINOVIC i P. M. Vasi¢ [1)).



3. POBOLJSANIJE I PROSIRENJE REZULTATA J. C. BURKILLA

Sledecu teoremu je dokazao J. C. BURKILL u [1]:

Teorema A. Ako je f dva puta diferencijabilna konveksna funkcija, tada za p, q,
r=0 vazi

s R RNy

+
= +nf (T2 B @) a1 0) 4 1f ()20,
Pored ove teoreme (Teorema 2 gore pomenutog ¢lanka), J. C. BURKILL
je dokazao jo§ sedam teorema. Za neke od njih (na primer, Teorema 3 i 4),
on je sam pokazao da su posledice nekih drugih teorema iz pomenutog ¢lanka,
Nije te$ko videti da se sledeca nejednakost (Teorema 1 u [1])

(2) x4 y” 26— (b + c) yb/(b+c) ch(b+ €) (c + a) zc/(c+ a) xa/(c+a)
—(a+b)yxel@+B) ybila+d  gx by +cz=0 (a+b-+c=1)

moZe dobiti iz (1).

Naime, ako stavimo f(x)=e*, p=a, g=b, r=c (a+b+c=1) i uvedemo
nove promenljive logx, logy, logz umesto x, y, z iz (1) dobijamo (2).

Teorema 6 dobija se iz Teoreme A (videti J. D. Ke¢ki¢ i I. B. LAcko-
vic [1)). J. C. BURKILL je pokazao da se Teorema 7 dobija kao posledica
Teoreme 6. Iz svega ovoga se vidi da je Teorema A glavni rezultat J. C.
BURKILLA u [1].

Sada ¢emo dati neke nove rezultate vezane za Teoremu A (videti P. M.
Vasi€¢ i Li. R. STANKOVIC [2]).

Teorema 1. Ako je f konveksna funkcija tada za p, q, r =0 nejednakost (1) vaZi.

Dokaz. Bez smanjenja opStosti, pretpostavicemo da je x<y<z. Tada je,
na osnovu osobine sredina,
<Pty y=< gy+rz

pP+q q+r

IIA

X z.

px+rz

Broj nalaziée se u jednom od sledeéih segmenata:

p+r
-+ X + o +rz +rz
1° x’px qy]’ 9 [P qy,y , 3|, qy }, 4 | . z].
p+q p+q q+r qg+r

13
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v . . X+ ¥z X +
Slucaj 1°. Ako je PPRARRLE adi 4
p+r p+q

, tada je

PX+qy _px+qy+rz _

px+rz _px+qy+rz
STy, <z,
p+r p+qg+r pt+q pPt+qg+4r
t).
px+qy§px+qy+rz§
p+q p+q+r
Ako stavimo
x, = _qy+rz _ _px+qy _qy+rz_
1 2 q+r > 3 4 Piq > 5 ] q+r b4
pX+qy+rz
3) V=2 Y2=Y, Y3=Y4=Ys=———", Ys=X,
ptqg+r

D=1 P,=4q, Pp3y=DpD, Ps=4, Ps=7F, Psg=PD,

vidimo da su uslovi sledeée teoreme zadovoljeni (L. Fuchs [1], videti
D. S. MrtrmNovIC [1] str. 165).

Teorema B. Nejednakost

(4) i pf(x)= i pif)
i=1

i=1

takode

vaZi za svaku konveksnu funkciju f i za proizvoljne realne brojeve p,, ... p, ako

i samo ako je
xlz...gx", ylg...gyn’

r

S P = >PY r=1,...,n-1),

i=1 i=1

n

zpi X;= zplyi'

i=1 i=1

Na osnovu ovoga, ako su p,, q,, y; definisani sa (3), iz (4) za n=6,

dobijamo Teoremu 1.

Slucaj 2°. Na sli¢an nadin iz Teoreme B za

+rz X +rz
X, =X =q_y___’ X,=X =L’ X=X _pxtray.
1 2 2 4 5 6 s
q+r pD+r pP+q
px+qy+rz .
Vi=2, Yo=Y, V3=Ys=)Y5= s Ye=X;
p+gq+r

p1=r, P,=4q, P3=PpDs p4=ra P5=Qs s=D

dobija se Teorema 1.

Slucaj 3°. Teorema B, za

_qQytrz _px+rz

x+qy
Xj=X= y X3=Xy= As=X;= 5
g+r p+r P+q
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pX+qy+rz .
=2z, Y,=)3= y4_—1—7:q+r s Ys=DYs V6= X;

D=1, py=@qs P3=D> P,=V; Ps=4q, Ps=D;

daje Teoremu 1.

Slucaj 4°. Teorema 1 se dobija iz Teoreme B ako stavimo:

px+rz qy+rz X.— _px+aqy,

X, =X,= X=X, = = Xc=
1 2 p+r 4 3 4 g+r 4 5 6 ptq ’
px+qy+trz .
=% Vo=)s= 4= Vs=J, V6= X;
p+q+r

P =r p,= =D, D3=4q, D,=T, Ds=4q, Pe¢=D.

U sledeCem tekstu za funkciju f:R—R, uslov

p x + +pikxik)

(5) 2 (pi, + -+ - +pPu)f ( Tty

1gh< - <ig=n '1

s kZp,f(X)+(Zp)f(M)),

k—1i=1 P+ Dy
oznafiéemo sa (C,, ;).
Tada, vaZi slede¢a teorema:
Teorema 2. (a) Za svaku funkciju f[:R—R vaZi implikacija
6) (Cs,) > (C,0 2=<k<n-1; n=3).
(b) Ako je f neprekidna funkcija, tada vaZi implikacija
N non (C,,) = non(C;,,).

Dokaz. (2) Prvo ¢emo dokazati implikaciju
) (Cs,2) = (C,,,) (n=3).

Dokaz izvodimo matemati¢kom indukcijom.
Za n=3, (8) se svodi na (C,,,) = (C,,,), §to je ofigledno.
Pretpostavimo da je (8) tacno za neko n(r=3), tj. neka je

© | Z_ e (3 pf (P 0= 0) 3 pf ().
1Si<jsn pi+pj i=1 Pyt + Py i=1
U nejednakosti (9) uzmimo elemente:

PnXn+DPp+1Xn+1

(10) Xiyeees X
v T Pn+Ppyi

sa odgovaraju¢im teZinama

(11) DPis e s Pneys PntPuiy-
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Tada dobijamo
a2 2 (1’:+P;)f(p'—;’f&ﬁ)+ 5 (», +p,,+p,,+1)f( ”‘1+ann+Pn+1x,,+x>

Isi<jsn-1 1Ty Pi+Pp+Dnyy
n+1 D, x p X o % ip N
(3 p)f (PR ”*‘)+(n—2)(Zp.f(x)+(pn+1’,.+1)f( b))
i=1 D+ Py PntPnsy

Kako je (C3,2) tacno, imamo
ADiX; +PpXn +Ppy 1 Xn41)
(13) —(P,-+p,,+P,,+1)f(’ : = “)

Di+tPptPpiq
PiXi+DPpX PiX;i+ Ppt1X,
= —(p+p)fl (————) —(Pi+ Pasr)f (—~—$—ﬂ)
i+ Pn Pi+DPpsy

—(p,+ Pn+1)f(p"—xﬁ—pn—ufﬂ—l) +2, F (%) +Pn f(Xp) + Ppay [ (X 41)-

nt Praa

Sabirajuci nejednakosti (13) za i=1, 2, ..., n—1 i sabirajuéi tako dobijenu
nejednakost sa (12) dobijamo (C,,, ,). Prema tome, implikaciju (8) smo doka-
zali matematiCkom indukcijom.

Matemati¢kom indukcijom ¢emo dokazati i implikaciju:

(14) (C3,2) D(Cn,n—l)'
Pretpostavimo da je (C, ,—,) tadno, tj. da vaZi nejednakost

{PpXpy + v Py, Xy
i + LR i =1 1
(15) > (p L )

1Siy<+ - - <ip_1=n 1

<(n- 2)(211’,)f(p‘x‘Jr :p"x")JrZ pif(x,).

. Pyt e +D,
Primenom (C, ,) na elemente

n—1
> PiX
(16) X, Xy o

n—1

> pi
i=1

sa teZinama
n—1

(17) Pn, Pns1s 2 D

i=1

dobijamo

w G

n

n—1
Xy+ o FDy- -1+
)+(Zpi+p,,+pn+1)f(”‘ ! Pz ”"*‘x”*‘)
i=1 Pt Py T Prs

PpXp+ P,
+(pn +Pn+1)f( nXntPn+1 n+l)
Pyt Prin

é(filpi)f(m’ﬁ*“ tr +17n+1xn+1)
i=1 Dt

i TR

n—1
+(I=Zl pi)f(pll;-’r -.-. +Pn—1xn—1)+p,,f(x,,) +Pn+1f(xn+1)'

toerr Py
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S druge strane, koriste¢i nejednakost (12) za elemente (10) sa teZinama
(11) dobijamo:

(19) (Zp,)f(”"“ tPetics)

+Pp—1

+ 2 (Piy + * * +Piy_y+ PutPnsy)

1K<+ v<ip_zSn~—1

Xf(p,-lx,.’ e +p,~n_zx,~"_z+p,,x,,+p,,+1x”+l)
Pyt Ay, 2+P,,+p,,+,
n—
DuXn+ Pps1 X, D x Dk
=3 P,f(x)+(pn+pn+1)f(i"——'¢‘ ).+ (n- 2)(Zp,)f( b i)
+Pp+1 D+ .+p"+l

Sabiranjem nejednakosti (18) i (19) dobijamo (C,,, ,). Kako (C;,,) >
= (C,,,) implikacija (14) je dokazana matemati¢kom indukcijom.

Pretpostavimo da je (C, ) tano i primenimo tu nejednakost na elemente
(10) sa teZinama (11). Tada, imamo:

(20) 2, (pi, + « - - +Pik)f(p”x’1 +- +p,~kx,.k)
+oe Dy

Isij<- . <ikSn—1 i

+ > (Pi + + + + + Pigy F Pyt Prsr)
1Siy<- - - <ig_ = n—1

% f(pnxu t +pik—1xik_1+pnxn+pn+lxn+l)
Piyt e +Dip  +PntPnia

PnXpt+Ppi1Xn+1 ))
Pp+Ppt

(1) (z PS4 (Bt pus)

T \k—2/ k—
)

i=1

i=1

Primenom nejednakosti (15) na elemente x;, ..., Xig_y? Xn> X4y 82 teZi-

nama pi, ... Py > P Dn+, 1 sabiranjem tako dobijenih nejednakosti, imamo

(21) —_(k - I) z (Pi1 oo +pik—1 +pn +pn+1)

i<« <ig_1=n

f(pil Xy T APy Ki +pnxn+Pn+1xn+1>

pil +oee +pik—.x +Ppt Priy

(pilf(xi1)+ cte +p"k—1f(xik_l))

Tlsih<- .- <igp_i=n—1

+(}’:i) (Puf (%) + Py o f X)) -

2 Publikacije Elektrotehnitkog fakulteta
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Ako nejednakost (20) pomnoZimo sa (k—1) i saberemo sa (21), dobijamo

p; X; e +pip X
@) k- 3 e +p,-k>f( it k )
1sii<. . <ig<n—1 pi1 +-..+pik
P; X; + 0 +D. X,
+ > > (pii"'""f‘Pik)f(“ i ik Jk)
I1ij<. . .<ip_ysn—1 ji<...<jg pj1+...+pjk
J1,...,0k€ 0, ..., ik_yn ntl}

(T 0-0'S ps )+ () PS4 5r.0)

+ > (i, [ (ey) + - =+ +Dig_ [ (X))

1< o<ip_y5n—1

+("‘2) (n—k) (p, +p)f(5’—i”——~)
k—2 Pyt+Ppiy

n—2 ntl DXy oo F P X
+ k__l ; ( 141 n+1 n+1).
(k—l)( ) (igl p)f Dy

e o P

Na sli¢an nadin mogu se formirati ("; 1)— 1 nejednakosti koje su analogne

nejednakosti (22), gde se umesto x, i x,,, uzimaju svi ostali parovi elemenata.
Sabiranjem tako dobijenih nejednakosti, imamo

3}
by, LI 2 8

23) 4, » (P + - - - +pik)f(

Py X+ Dy Xy )
12h<- - <l =41

il n+1
<b, > pifx)+e, (3 ) f (Plx;+...+pn+lxn+l)
i=1 i=1 .

e +pn+1
n—2 PiX; + Pix;
+( )(n—k) (p,-+p-)f(”@“),
k—2 i§i<j§§:n+l ’ p; +pj
gde su 4,, b,, ¢, koeficijenti koje ¢emo kasnije odrediti.

n—2

MnoZenjem nejednakosti (C,y,,,) sa (k 5

) (n—k) dobijamo

) (::2) (=8 1§i<jzsn+1 et (&._X:I;%)
=()e-p e v (Tloon T

odakle sabiranjem sa (23) sleduje

@) 4, S (pf,+---+pik>f(

i<ij<--.<igsn+l

Py Xy o0 +pikxik>

Py e +tDy

n+1 - n+l R x
<B Pi,f(x~ +C i (P;xx"‘ Pn+i n+1),
”igl ) n(iglp)f I P !
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gde su 4,, B,, C, definisani pomocu

k+1)

(k—l)(”_k+l) 4 (n— k+l)( ——;(n—k+l)(nk—n+2k),

B,- b+( )(n k) (n—1)

=((”Z‘)—")(k_ Joben () ) les)e-pe-n

(n 1) n—-k+]

= n’

k—1

G

|

c,,—f—(::z) (n—
n 1)(k—1)k 2) (k 2) (n—k)

()A

Dakle, nejednakost (25) daje (C,.q,0)-

Ovim je dokaz matemati¢kom indukcijom zavrfen.

T. Poroviciu [4] je dokazao slede¢i rezultat:

Neka su n i k prirodni brojevi takvi da je n=3 i 2=k=n—1. Nepre-
kidna funkcija je konveksna na intervalu I ako i samo ako vaZi

o ‘éil<~-z- <fkgnf(£;kiﬁk~)§; (n_2) ( zf(x)+nf(__—ﬁ))

za svako x,, ..., x,& L
Ako vazi (C, ,) tada stavijanjem p,=---=p, =1 dobijamo (26). Medu-
tim, tada je funkcija f konveksna pa na osnovu Teoreme 1 vaZi (C;,,).

2%



4. O NEKIM REZULTATIMA V. K. LIMA

U ¢&lanku [1] V. K. LiM je dokazao sledece dve teoreme:

Teorema A. Neka su a i b dva nenegativna realna broja takva da je a+b<c.
Tada. je

1) a+G+oyz(@+by+c
za r=1.
Nejednakost je obrnuta ako je 0<<r<C1, i jednakost vaZi ako i samo ako

Je b=0 ili r=1.
Teorema B. Neka su Q,, Q,, ..., Q,, nenegativni realni brojevi,
r>01i Q=zmax(Q,,..., 0,).

(i) Ako je za neki realan broj s, sQ= 2 Q,, tada je
i=1

(2) sQ’;ng{ (rz1), sQ';ng,r (0<r<1).

Jednakost vaZi ako je ispunjen jedan od uslova:
@ r=1,
) 0,=0zalsi=m,
(.c)' s je neki ceo broj (1=s=<m) takavda je Q,—=Q za 1<i<s i Q,;=0 kada
Je i>s.
(iiy Ako je za neki realan broj s, sQ+QG=Z Q;, gde je 0<Q,<Q, i ili je
$=0 ili ako je 50, sQ>0Q, za 1<i<m, taalizlje

) SC+Q22 00 (2.
Jednakost vazi ako jedan od uslova vaZi:
(@ r=1,

() s5=0, 0,=Q; za neko i i Q;=0 za j#i,

(¢) s je jedan ceo broj takav da postoji jedno Q, takvo da je sQ,=Q, jedno
Q,=Q, i ostali Q, jednaki nuli.

20
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Kako je H. T. CroFr [1] primetio, zakluak (ii) Teoreme B, tj. nejedna-
kost (3) nije tatna za proizvoljan realan broj s. Kontraprimer za (3) je
0=0,=0,=1, 0,=05, s=15 m=r=2,
S druge strane Teoreme A i B su neposredne posledice dobro poznatih
osobina konveksnih funkcija, pa se mogu dokazati na jednostavniji nadin nego

u ¢lanku V. K. LiMa.
Mi ¢emo, u stvari, dokazati sledeée tri teoreme (videti Ly. R. STANKOVIC

i I. B. Lackovi¢ [1]).

Teorema 1. Neka su a i b nenegativni brojevi i neka je a+b=<c. Tada za svaku
konveksnu funkciju xr>f(x) definisanu za svako xz=0 vazi slededa nejednakost

4) fl@+f+o=fla+b)+f(c).
Ako je funkcija f konkavna, nejednakost je obrnuta.

U sluCaju kada je f(#)=¢ gde je t=0 1 r=1 ili 0<r<1 Teorema 1 se
svodi na Teoremu A.

Dokaz. Po pretpostavci teoreme je ili a<b=<c ili b<a=<c. Ako uvedemo
oznake x,=b+c, x,=a, y,=¢, y,=a+btada imamo x,=x,, ViZYss X +X,=
=y,+,, tj. vektor y je majoriziran vektorom x, §to oznadavamo sa x>y,
(videti D. S. MiTRINOVIC [1], str. 162). Otuda iz dobro poznate teoreme HARDY-
-L1TTLEWOOD-POLYA sledi nejednakost

Fx)+f ) 2f )+ ()

&ime je, u stvari, teorema dokazana.
Teorema 2. Neka su brojevi Q,, ..., Q,, (mEN) nenegativni i neka je
Qzmax(Q,,..., 0,).
Ako postoji realan broj s takav da je sQ=§ Q; tada vaZi slededa ne-
Jednakost . -
(5) sf(@)z 2. /(Q)
za svaku konveksnu funkciju, definisanu za svako x>0, za koju je f(0)=0.

Dokaz. Ako je 0=0, tada je Q,=0 (i=1,..., m) pa se nejednakost (5)
svodi na jednakost, jer je f(0)=0. Pretpostavimo sada da je Q0>0. Kako za
svaku konveksnu funkciju vaZi nejednakost f(ax)=af(x) za svako x=0 i
0<a<1 dobijamo

A2\ .
© F@)=f(5 Q)= @  G=1....m
jer je Oé%g 1 (i=1,...,m). Sabirajuéi nejednakosti (6) za i=1,2,..., m,
dobijamo
(M) f(Q)<f @5 305,

¢ime je teorema dokazana.
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Teorema 3. Pretpostavimo da su brojevi Q,, ..., Q, (mEN) nenegativni i neka
m

je Qzmax(Q,,..., Q,). Ako je n prirodan broj takav da je nQ+Q,= >, 0.,
i=1
gde je 0<Q,<Q, tada vaZi sledeca nejednakost

@®) nf(@+/Q)= 31 (@)
za svaku konveksnu funkciju, definisanu za svako x=0 i za koju je f(0)=0.

Dokaz. Jednakost u (8) vaZi ako je ispunjen jedan od uslova:
(a) Q=0 (tada je Q,=0,=0, i=1,..., m),
(b) n=0, 0,=0Q, i ;=0 za j#i,.
" Ako pretpostavimo da je >0, tada je

nQ<nQ+Qo=§1 Q,=mQ
odakle sledi da je n<m.
Uvedimo sledefe oznake

x=0Q (=1,...,m 1 x,,,=0, ako je m=n+1,
ili
x,=Q (i=1,...,n), X,,,=Q,, X,=0 (i=n+2,...,m)ako jemzn+2, y,=0,
(i=1,..., m). MoZemo pretpostaviti da je Q,=0Q,,,. Tada imamo

X ZX,2 - 2X

m 1 VZV, =2 2V,

k k m m
Zxx,.z;yi k=1,..., m=1), 21 x,.=';yi,

tj. x>y, gde je x=(x;,..., %), y=5.-., ¥y Koristeéi teoremu HARDY-
LITTLEWOOD-POLYA imademo

Zlf(x,-) zizzlf(yi)-
Kako je
l_glf(x,-) =nf(Q)+/(Qy igf(yi) = ,~=Zl Q)

nejednakost (8) je dokazana.



5. O NEKIM NEJEDNAKOSTIMA ZA KONVEKSNE I g-KONVEKSNE FUNKCIJE

Nejednakost

S MY 1> WS /¢ M
g(x1, %) g(x, x)  g(xy, X)) g(x,,%;5)  &(x5, %) g(x,, %))

M)
je ekvivalentna sa

g(x,, xg)f(xl) + g(xs s x1)f(x2) +g(x,, xz)f(xs) =0

bez obzira kako su brojevi x,, x,, x, uredeni, pod uslovom da je x, % x,#x;%x,.
Stavljajuéi (videti P. M. Vasi€¢ i Ly. R. Stankovi€ [1])

n
Xi=%5 xz=k§_:0pkxk9 X3 =X, (pk>03 x,«EI)

u (1), dobijamo

f6x) £, prxi)
@ Tt
& (xi» x0) 8 (%1, Z PeX) 8(D PrXi> X)E( D, PrXrs Xo)
k=0 k=0 k=0
+ f("")n >0 (i=1,..., n).
&0, X) & (Xys D, PEXR)
k=0
Ako je
3) gt x)g(x 2 pex)<0 (i=L..., m),

tada, mnoZe¢i nejednakost (2) sa p, dobijamo nejednakost

Pig (xi, Xy) " Pi&(Xis D Prxy)
@) pf)s————f(2 Ppx)+——————f(x)  (i=1,..., n).
k=0
(D PrXk, X)) g(Xo» > PrX)
k=0 k=g

23
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Sabirajuéi nejednakosti (4) imamo

n

> rigkinx) img(x:, ipk x1)
©) EP, (x)S—~'=————f(Z Pex) + = A= f(xy).
g(zpkxk’xo) g(xo, zpkxk)

Kako je g(x,, x,)=0, za

(6) 8 (xo5 > Prx)#0
k=0
bide
Do (X0, %) P& (xo > zpk xk)
Pof(x0) = '—,,—‘f( Z kak) +—1(x,),

4 (kZ()pk Xk xo) g (xo: zpk xk)

koja, kada se sabere sa (5), daje

n .ipig (xi5 Xo) n i pig (xir ipk xk)
M 2pfe)s—S—— (3 pxd + S S,
o g (kzopk Xje» Xo) £ (%o Z Pr*e)

Time smo, u stvari, dokazali sledeéi rezultat:

Teorema 1. Ako su uslovi (3) i (6) ispunjeni, tada za svaku g-konveksnu funk-
ciju f nejednakost (7) vaZi.

Ako stavimo da je g(x, y)=y—x, tada se g-konveksnost transformise u
obi¢nu konveksnost, i (3) postaje

®) O, —x) (X oexe—x)>0  (i=1,..., n)
k=0
U tom sludaju nejednakost (7) postaje

\ S bt Sn l_ﬁp, \
©) Zmﬂm<ng*:¥ﬂ2Aw+ annw

n
Z PiXy—Xg z Pixz_xl

F. Giaccarpi [1] dokazao je nejednakost (9) pod pretpostavkom da je
f konveksna funkcija i da je
(10) 0=x,<x;< > P (=0, ..., n).
i=0

Uslov (8) je slabiji od (10).
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Oznacimo sa
(11) P(o, x5 N)=S(5 px)— 5 pf )= (1= S p)f(O).
i=1 i=1 i=1

Ako je x,=0, nejednakost (9) se svodi na
(12) P,(p, x; /)=0,

§to pokazuje da je f konveksna funkcija, pa je

(13) x,(Zpkxk—x,-)>0 (i=1,..., n).
k=1
i
(14) > PiXx#0.
k=1

Odigledno je da je uslov (14) impliciran uslovom (13) i stoga se mo-
Ze izostaviti.

Nejednakost (12) je partikularan sluaj gornjeg rezultata pod uslovom da

je f konveksna funkcija, x,, ..., x,>0, p;, ..., p,=1 (videti D. S. MITRINO-
vi¢ [1]), kao i PETROVICeva nejednakost (videti M. PErrROVIC [1]):

(15) £S5 x)2 3 f(x)~(1-n)f©)
i=1 i=1
gde je x,, ..., x,20 i f konveksna funkcija. Iz (12) nalazimo
n n—1
Py(p, x; [)=Po_i (P, x5 [)=F(3 Pix) = S(3 P X;) —Puf (%) +Pnf(0).
i=1 i=1

Za n=2, iz (12) i (13), dobijamo

(16) F % +0,%,) =P f (%)) —pof (x,) = (1 —p, —p) f(0) =0

pod uslovom

an x, (pyx+p,x,—x) 20, X (P X+ P, %, — %) 20.
Supstitucijom 1

X1>X, s Xo—> Z DX,y Py>DPy, P2—>1,
i=1

iz (16) nalazimo )
(18) Pn(pa x;f)—P,,_l(p, X5 f)%o

da je f konveksna funkcija i da vaZi pod pretpostavkom

n—1

n n—1 n n—1
A9 x(F pixi—x)>0, S pix; (3 piXi— 3 PiX) = PaXy D, Pi%;>0.
i=1 =1 i=1 i=1 i=1

Imajuéi to u vidu vazi sledeca teorema.
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Teorema 2. Ako je f konveksna funkcija i ako su uslovi (19) ispunjeni, tada
nejednakost (18) vazi.

PrIMEDBA. Iteracijom nejednakosti (18), dolazimo do nejednakosti
P,(p, x; [)ZPy_,(p, x; NZ---ZPi(p, x; £)=0,

gde je f konveksna funkcija i

n n
X ( Z pix,-—xk)>0, Di X Z pixi>0 k=1,..., n.

j= i=1

Ovaj rezultat je poboljSanje nejednakosti (12).

N. LevinsoN [1] dokazao je nejednakost

n

> S (x) D pexe | D pefQa—xp) > pif(a—xp)
(20) k=1 _f k=:‘ §k=1 __f k=1

n n

n
ZPk Zpk Z.Dk Zl’k
k=1 k=1 k=1 k=1

pod pretpostavkom da je /' (£)>0 za t&(0, 240), 0<x,<a, p,>0. P. M. Vasi¢
i R. R, JanIC [1] dokazali su, pod jaim uslovima: p,=1 i ZpkxkE[O, a),
k=1

nejednakost

@) S afGo-3 pfCa—x)
k=1 k=1

2£(S pex)—fCa= 3 px) - (1= S p) (f©) —f20).
k=1 k=1 k=1

Stavljajuéi n=2 u (20) i zamenjujuéi x,, x,, p;, p, redom sa

n Z PrXp—Xi
S prXe, X LEL 0 (i=1,..., n)
k=0 Xi—X,
nalazimo
Xi—Xo n Zpkxk—x,-
(22) fO)~fQa-x)25———S(Z pexd+ 7 ——— (flx)—fQ2a-xp)
Z PrXp—%o N Zl’k X—Xo
k=0 k=0

—ﬂ——f@a— > PiXi) (i=1,..., n.

k=0
szxk"‘xo
k=0

n
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MnoZenjem (22) sa p,>0, sumiranjem dobijenih nejednakosti i dodavanjem
izraza f(x,)—f(2a—x,) levoj i desnoj strani rezultujue nejednakosti, dobijamo

@) Spfe)- 3 pfCa-x)

DiXi—Xy Z Di n

(f(2 pix)—f(2a~ Z Pix))
ngxz Xo

[

%

-+

i Xi—Xo

2t
S g. x; (f ) —f (20— xp)
&7

pod uslovom
(i=1,..., n)

(xi_xo)(ipixi'—xo)>0

i=0

i=0

Nejednakost (22) zadovoljava (21) za x,=0.
Neka je f konveksna funkcija drugog reda za x&(0, 2a) i neka je

, x,&[0, a]. Tada nejednakost

i
[ (@#)>0 za t€(0, 2a) i ipixiE[O, al.

X5 e
(24) f(xl) f(xz)
(5 —x,) (0 —x3) (X, —x)  (—x) (X, — %) (x,—X,)
e £ o
(x;—x,) (xs—xz) (xs—x4) (x4—x1) (xy—x,) (x4—x3) B
vaZi (videti D. S. MiTRINOVIC [1], str. 15—17)
Supstitucijom x,—2a—x; (i=1 4), iz (24) dobijamo
(25) —f(Qa—x,) —f(Ra—x,)
(X, =) (= x3) (X, —~ X)) (e=—x7) (X,—x,;) (X,—X,)
—f(2a—x,) —f(2a—x,) =0
(xy—x,) (X3—x,) (x3—x,) (x4_x1) (xy—x,) (x,—x3) a

Stavljajuéi da je x,=a u (24) i (25) i sabiraju¢i dobijene nejednakosti

dolazimo do nejednakosti
fx)—fQRa—x) f(x)—fQRa—x) [fx)—fQRa—x;)
X;—a ; 0 .

x,—a
(x;—x)) (x3—x,)

x,—a

(x;—x,) (x,—x;)

(x;—x,) (x,—x;)
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Otuda sleduje da je funkcija
xis =S Qa—x)
xX—a

konveksna (reda 1) na segmentu [0, a] i iz JENSENove nejednakosti dobijamo

Zpkxk Zpkxk
f5S— | |25
n n E:pk z:pk
(26) S pkf(xk)—f(a——xk) < e k=1 k=1

k=

k=1 Xg—a 1

Zkak—a Zl’k
k=1 k=1

1z nejednakosti (20) ne sleduje (26) i obrnuto. To proizilazi iz €injenice da
konveksnost funkcije x+>g(x) ne znaéi neophodnost da je i funkcija

X g konveksna, i obrnuto.
xX—a



6. CEBISEVLJEVA I SA NJOM POVEZANE NEJEDNAKOSTI

Teorema 1. Neka su a=(a,, ..., a,) i b=(b,, ..., b,) dva realna niza takva
da je
1 a=---=a, b=s.--bh,
ili
a,=-- - za, bjz..-zb,.

Tada va%i sledeéa nejednakost

13 1 {
) (n,gl“')(n,-=1 ')gﬂ,g,a"b"

Jednakost u (2) vaZi ako i samo ako je aj=-:-=a, i bj=+-.=b

ne

Ova nejednakost zove se CeBiSEVljeva nejednakost.

Teorema 2. Ako je

3) O<ag,<---=Za,, O0sbh,=---%b,, ..., o<sl=..-gl,
tada je

Da > b Sk D agbe -l
(4) k=1 'k=l .. k=1 §k=l

n n n n

Kao specijalan slu¢aj imamo sledeéi rezultat:
Ako je a,=0 za k=1,...,n i ako je m prirodan broj, tada je

1 m 1
(—Z ak> é—n- Zak"‘.

k=1

Primetimo da je uslov nenegativnosti brojeva u (3) neophodan ako se
posmatraju tri ili vi§e nizova.

Uslov (1) da su oba niza a i b rastuéa ili oba opadaju¢a je dovoljan
uslov za vaZenje CEBISEVljeve nejednakosti. Medutim, ovaj uslov nije potreban.
Neke druge dovoljne uslove, koji takode nisu potrebni, dao je D. N, LABUTIN

29
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[1] koji, medutim, nije eksplicitno naveo da se radi o CEBBEVljevoj nejedna-
kosti. Ovaj problem su u potpunosti refiti D. W. SAsserR i M. L. SLATER [1],
koji su dali potrebne i dovoljne uslove da vaZi CeBI§Evljeva nejednakost. Njihov
rezultat dat je u sledeCoj teoremi.

Teorema 3. Neka su a,,...,a, i by,...,b, dva niza realnih brojeva. Neka su
a i b n-dimenzionalne vektor-kolone ¢ije su komponente a,,...,a, i b,..., b,
respektivno. Neka je e n-dimenzionalna vektor-kolona Ciji su svi elementi 1. Ta-
da je potreban i dovoljan uslov za vaZenje CebiSevijeve nejednakosti b= Aa+ ce
ili a=Ab+ce, gde je ¢ realan broj i gde je A realna pozitivna semidefinitna
matrica takva da je zbir svih elemenata svake kolone ili svake vrste jednak 0.
Jednakost u (2) vaZi ako i samo ako je (A+AYa=0 ili (A+A")b=0.

Integralni analogon CEBISEVljeve nejednakosti (2) dat je slede¢om teoremom:

Teorema 4. Neka su [ i g realne integrabilne funkcije na [a, b] i neka su ili
obe rastude ili obe opadajuce. Tada je

b b b
5) o [1a@dxz 2 [1dx = [a(9dx.

Ako je jedna funkcija rastuéa a druga opadajuca, vaZi suprotna nejednakost.

CeBSEvljeva nejednakost (5) moZe se, kao $to je pokazao O. DUNKEL
[1], generalisati na r funkcija. Njegov rezultat glasi:

Teorema 5. Neka su f, ..., [, nenegativne funkcije koje su monotone istog smisla.
Ako su ove funkcije integrabilne na (a, b), tada je

b b b
(6) ]fl (x)dx- - -ff,,(x)dx:(b—a)"‘lffl(x)- - - f(x)dx.

Slede¢u generalizacijn nejednakosti (5) dao je P. L. CesBev [1]:

Teorema 6. Neka su f i g dve integrabilne funkcije na (a, b) koje su monotone
istog smisla na (a, b) i neka je p pozitivna i integrabilna funkcija na istom in-
tervalu. Tada je

b b b b
(7 [px)f(x)g@)dx [p(x)dx= [p(x) f(x)dx [p(x) g (x)dx,

sa jednakoSéu ako i samo ako se jedna od funkcija f i g svodi na konstantu.
Ako su f i g monotone funkcije suprotnog smisla, u (7) vaZi suprotna ne-
jednakost.

Iz (7) za p(x)=1 dobija se (6).

Za p(@) =£, (7 f() =g ()2

f:(x)
nejednakost.
M. BIErNACKI [1] je dokazao da (7) vaZi pod drugim uslovima od onih
koji su dati v Teoremi 6. Ustvari on je dokazao:

, (7) daje BUNIAKOWSKI-SCHWARZOVU
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Teorema 7. Neka su f, g i p integrabilne funkcije na (a, b) i neka je p pozi-
tivna na tom intervalu. Ako funkcije

[r@fedx [rog(xdx
L) =f——s s =
f p(x)dx f p(¥)dx

dostizu ekstremne vrednosti samo u konacnom broju zajednickih tadaka iz (a, b)
i ako su one monotone istog smisla na (a, b), tada vaZi (7).

U tvrdenju Teoreme T funkcije f, i g, mogu se zameniti sledeéim funkcijama

b b
[r@f(xax [r@emdx
fz(x)=x“b—‘—, gz(x)zx—b’—"-
[p(ax [ptax

Ako su funkcije f, i g, (li f, i g,) monotone suprotnog smisla, u (7) vaZi
suprotna nejednakost.

Teoremu 6 ponovo je otkrio M. FUunwARA [1] u ne$to drugadijem obliku.
Naime, dokazao je sledeéu teoremu:
Teorema 8. Neka je f,(x)g,(x)>0 u (a, b) i neka funkcije F i G definisane sa

L) L) & x) g®»
8 F(x, y)=2""2 22 G(x, y)=222 227
® x> ) L&) L) (x, 7) &) &0

imaju isti znak za svako x, y<(a, b). Tada vaZi nejednakost

b b b b
) [fimg®dx [ £,(x)g,(x)dx= [ £,(x)g, (x)dx[ £,(x) g, (x)dx.

To je samo prividna generalizacija nejednakosti CeBi§Eva. Naime, ako
stavimo

f0=1D =89y (0)g, ()
fz(x) gz(x)
u (7) dobijamo (8).

M. J. FavarDp [1] dokazao je sledeéi rezultat (25 godina kasnije do istog
rezultata doSao je B. J. ANDERSSON [1]):

Teorema 9. Neka f,, ..., f, budu integrabilne funkcije na [0, 11 koje zadovo-
ljavaju uslove:

(C) fis---» f, su konveksne funkcije na [0, 1];

(C) fix=0 (x&[0,1], k=1,...,n);

(C) £i0)=0 (k=1,...,n).
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Tada,
1 1 1
(10) ofﬁ(x)- : -mx)dxzn%(offl(x)dx) . -(off,.(X)dx)-

Uslovi (C,), (C,) i (C,) mogu biti zamenjeni uslovima (C)), (C,) i
(C) fis-.. fn su rastuée funkcije na [0, 1].
5 Ako f,, ..., f, zadovoljavaju uslove (C,) i (C,) tada vaZi nejednakost
CEBISEVa

1 1 1
1) [H@- - f@dxez([f00dx) - - ([f00dx).
[\] 0 4]

Nejednakost (10) je stroZija od nejednakosti (11).
Matematickom indukcijom moZe se dokazati da nejednakost (7) moZe da
se prodiri na n funkcija.

Teorema 10. Neka su F,, ..., F, nenegativne integrabilne funkcije i monotone
istog smisla na [a, b]. Neka je P pozitivna i integrabilna funkcija na istom
intervalu. Tada je

b b
(12) (JPxax) " ([P F,(x)- - - Fu(0dx)

b b
2([Px) F(x)dx)- - - ([ P(x) F,(x)dx).

a

Jednakost u (12) vazi ako i samo ako je Fi(x)=C,; (C;=const) (i=1, ..., n).

Poznato je da ako navedemo neka ogranifenja za funkcije F;, nejednakost
(12) moZe biti poboljfana. Naime, P. M. Vasi¢ [2] je dokazao sledecu teoremu:

Teorema 11. Ako su f,, ..., f, integrabilne i konveksne funkcije na [a, b] takve

da je f,(x) =0 za x[a, b] i ako je f,(a)=0 (k=1,...,n) i p(x) je pozitivna
i integrabilna funkcija na [a, b] tada je

b b
13 ([r@d)T ([r®@ L@ - - f(x)dx)

b b
=M([p® fi(0dx)- - ([p(0) fux)dx),
gde je ’ ‘
b b -
fp(x) (x—a)"dx(fp(x)dx>

(14) M= -
(fp(x) (x—a)dx)n

Jednakost u (13) vaZi ako i samo ako je fi(x)=c(x—a) k=1, ..., n).
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Kako je M =1, vidimo da je nejednakost (13) stroZija od (12).
Stavljajuéi p (x)=1, a=0, b—1, dobijamo M=—2'ii, i nejednakost (13)
n+
daje nejednakost (10).

Pokazaéemo da se uvodenjem novih uslova nejednakost (13) moZe pobolj-
§ati (videti Ly. R. STANKOVIC [1]). Pre svega, vaZi sledeéi rezultat, koji se
dokazuje matemati¢kom indukcijom.

Teorema 12. Neka je f nenegativna funkcija na [a, b] koja zadovoljava sledeée
uslove:

1°  f je konveksna funkcija reda k,
2 lim 79

b
x—a (x—a)k—2

f )

—a)k-1

tada je funkcija x|—>( - neopadajuca.

Stavimo u (12) n=2, P(x)=p(x)(x—a)*~!, F,(x)=((x—a)"t)},
F ( )_.fl(x) fn(x)

1) gde funkcije f;, ..., f, zadovoljavaju uslove Teoreme 2.
—a n

Tada Je
b b
(15) ([ (x-ap-1dx) ([px) /() - £, (x) dx)

b b

Stavijajuéi u (12) P(x)=p(x) (x —a)t-1, F,.(x)=?L’;)‘—T (=1, ..., n),
x—a)*—

dobijamo

1 (%) - fn(X)
f SF

(16) ( f p(x) (x—ay dx) ety

b b
2([p@ A dx)- - [ p() filx)dx).
Kombinujuéi nejednakosti (15) i (16) imamo
b b
an  ([r@dx)" ([ r@AE)- - -£x) dx)

b b
=M [ fmdx)- - ([ ) f () dx)

3 Publikacije Elektrotehnitkog fakulteta
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gde je

b b
(fp(x)((x—a)k"l)”dx) (fp(x)dx)"_l
(18) Mk= a a

( fbp(x) (=) dx)'

Jednakost u (17) vaZi ako i samo ako je f;(x)=c,(x—a)~! (i=1,..., n).
Stavljajuéi k=2 dobijamo M,=M, i (17) postaje (13). Odavde imamo teoremu.

Teorema 13. Ako su f,,..., f, integrabilne nenegativne i konveksne funk-

cije reda k na [a, b] takve da je lim Tﬁ—(;cz—:O @=1,...,n), tada va% ne-
x—a (x—a)f—?

Jednakost (17), gde je M, dato sa (18).

Dokaza¢emo da je M, =M, _,, tj. da se povecanjem reda konveksnosti
dobijaju sve bolje nejednakosti.

Zamenjujuéi u (1)
Px)=p(x)(x—a)~2, Fx)=(x-af"?"1, FXx)=x—a (i=2,...,n+1),

dobijamo

b b
(19) ([p @) (x—ay*=2dx)"([p () ((x - @)~ 1ydx)

=([p() (x-ay=2ydx) ([p () x—ay—2dx),
. TN J
b b
[p ) ((x=ay-Drdx  [p(x)((x—a)~2)ydx
(20) e “— .
(fp(x)(x——a)"—ldx)n (_/p(x)(x—a)"—zdx>n

v

Kako je, na osnovu (20), M, = M,_,, vidimo da je (17) stroZija nejedna-
kost od (13). StroZija nejednakost je dobijena poveCanjem reda konveksnosti.

PRIMEDBA OpSiran istorijat Cepievljeve nejednakosti kao i pitanje prioriteta u vezi sa njom
dati su u &lanku D. S. MrTriNovVI¢ i P. M. Vasi¢ [2].



7. PROSIRENJE THUNSDORFFOVE NEJEDNAKOSTI ZA SLUCAJ
KONVEKSNIH FUNKCIJA REDA k&

Neka su f i p pozitivne i integrabilne funkcije na [a, b]. TeZinska sredina
reda r funkcije f na segmentu [a, b] sa teZinom p definisana je sa

b
Jrseyax\”

MU f, p, a, b)= ‘iT*—" (r#0,[r|< + ),
fp(x)dx
b
[p(log £ (x)dx
=€Xp b——b——~— (r=0),
[pedx
=m (r=— ),
=M (r=+ o),

gde je m=inf f(x), M=sup f(x) za xE[a, b].
Poznato je da je MU] neopadajuéa funkcija od r tako da vaZi nejednakost

0] MUI(f, p,a, ) <MY(f, p, a, b) (r<s).

Takode je poznato da ako se za funkciju f uvedu neka dopunska ogra-
ni¢enja nejednakost (1) moZe da se poboljfa. Naime THUNSDORFF [1] je doka-
zao sledeéi rezultat:

Neka je 0=<m=n. Tada je

(n+ 1)t

(2) M™(f, 1,0, HsMA(f£, 1,0, 1) ———",
(m+ 1)tim

gde je f nenegativna konveksna funkcija na 0=x=<1 i f(0)=0.

Kako je (n+ 1)V < (m -+ 1)1/ nejednakost (2) je stroZija od nejednakosti (1),
za slu€aj p(x)=1, a=0, b=1. (Ovo se dobija iz (1) za p(x)=1, f(X)=x,
a=0, b=1).

* 35
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Mi ¢emo pokazati da se nejednakost (1) moZe poboljSati za proizvoljno
p, a, b (videti L1. R. STANKOVIC [2]). Naime vaZi:

Teorema 1. Neka je 0 <m<=<n. Tada je
(3) MU(f, p, a, b)< N- MY (f, p, a, b),
gde je

—1/n

b b
[pe) —aydx\"" [ [ p(x) c—ayrdi
@ Nl | |

b b
[p(x)dx [pxdx

i f nenegativna konveksna funkcija na {a, b] i f(a)=0, a p(x) pozitivna funkcija.

Dokaz. Stavimo li u (1} p(x)(x —a)" umesto p(x) i Al umesto f(x),
X—a
dobijamo
b b
[pe c—ay=mpma\™ ([ peofemax )"
(5) . <| - :

b
[p() e—aydx [p () (x—ayrdx

Nejednakost CEBISEVa za funkcije

F) =L P =(x—ay—", Px)=p(x) (x—ay"

(x—aym’
(a to je moguée jer su funkcije F, i F, rastuée) postaje

b b
(6) <fp (x) (x — a)"‘dx) (fp (x) (x— a)"“”‘f(x)”‘dx)

b b
2([p(0) fmdx) ([ p() (x—aydx).
Iz (5) i (6) dobijamo
b , b
Jeasemax N ( [pereomds )

(7) T -
[p() (x—aymax [Pe) (x—aymdx

IA

]
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ili

b b
[r@semds '™ [ oo semdx )
® e 7| ——
fP(x) dx fp(x)dx

gde je N dato sa (4) i N1,
Ako stavimo da je p(x)=1,4=0,b=1 dobijamo nejednakost THUNS-
DORFFa [1].

Teorema 2. Neka je f nenegativna, integrabilna i konveksna funkcija reda k na
[a, b] takva da je lim —7® __o.

x—>a (x—a) k-2

Tada vazi nejednakost

b b
fP(x)f(x)'”dx tm fP(x)f(x)”dx tin
(9) —_bh_'>— g‘Nk - » —_—
f p(x)dx f p(x)dx
gde je
i L : —1/n
Jr0) (= ar=1ymax)"( [ p o (ce—ap=1)ra
(10) N.=|* .

b b
[reax [rmax

Dokaz ove teoreme je slian dokazu Teoreme 1, samo umesto x —a treba
uzeti (x —a)<-1

Za k=2 nejednakost (9) se svodi na nejednakost (8).

Treba dokazati da je N,<N,_,, odnosno

b b
[pe(—ar=rymax\"™ [ [p00 (@—ap-1yndx \'"

(11) = =|%
fp(x) ((x»—a)k‘z)mdx fp(x) (x—a)*~2)ndx

Ako u (1) stavimo
) P (x)=p(x)((x—a)*~2), F(x)=x—a,
imamo

b b
m 1/n
[ () ((x—aye—?)r(x—ayndx N f p) ((x—a)k—1)dx

(12) E— <

b
[ p) (x—a)t-2yrax [p) ((x—ays-2ymdx




38 Lj. R. Stankovié

Ako u nejednakosti CEBISEVa izvr§imo smenu
P(x)=px) ((x—af~ 2", F(x)=(x—-a)", F,(x)=((x-afF 2y

dobijamo

b b
(13) fp(x) ((x—a)—2ymdx f p(x) ((x — @)%y (x — ay"dx

b b
2 [ p() (e~ a*=dx [ p() ((x— ay-tymdx.

Iz (12) i (13) dobijamo (11).
Odavde vidimo da se poveéanjem reda konveksnosti dobijaju sve bolje
nejednakosti.



8. NEKA OTVORENA PITANJA I MOGUCNOSTI DALJIH GENERALIZACIJA

1. Problem OPPENHEIMa reSen je za sluaj tezinskih sredina reda r. Od
interesa bi bilo da se re$i odgovarjuc¢i problem za generalisane sredine oblika

Mf(a. p) =f_1 (Plf(a1)+ cre +pnf(an))

Pyt +pp

(videti D. S. MItriNovi¢ i P. M. Vasi¢ [1]), ili za integralne sredine oblika

b
[r@ rerde)”
M["](f';p, a, b)= a—T—— (r;é(), lr"<+°°)~
fp(X)dx
b
[P logf(x) dx
=exp—r—  (r=0),
[P0 dx
=m (r=— o).
=M (r=+ o),

gde je m=inf f(x) i M=supf(x) za x&[a, b).
Sledeéa generalizacija je da se umesto ovih posmatraju i opstije sredine
koje su u skorije vreme uvedene u matematicku literaturu.

2. Rezultate koji su dobijeni u vezi sa BURKILLovim rezultatima bilo b
interesantno prodiriti koristeéi konveksne funkcije vi§ih redova. Isto tako bilo
bi interesantno dobiti integralne analogone. Pri tome bi umesto kori¥¢ene teo-
reme o majorizaciji trebalo koristiti njen integralni analogon koji su dali HARDY,
LittLEwooD i PéLYA [1].

Teorema 3 bi mogla da se dokaZe pod znatno manjim pretpostavkama
koristeé¢i ideju P. M. Vasi¢a 1 D. D. Apamovica [1].
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3. Sliéne generalizacije bi doSle u obzir i za korektnu formu rezuitata
V. K. Lmma (tj. generalizacije u vezi sa konveksnim funkcijama vi§ih redova i
integralni analogoni).

4. U vezi sa g-konveksnim funkcijama do sada su dobijeni samo neki
polazni rezultati (peprekidnost i sl.). S obzirom na opstost ovakvog pojma kon-
veksnosti bili bi veoma korisni daljni rezultati — stavovi o diferencijabilnosti
takvih funkcija, dovoljni uslovi za konveksnost, i uopste rezultati analogni oni-
ma datim u poglavlju o konveksnim funkcijama u knjizi D. S. MrtriNovi¢ [1].
Interesantno bi bilo i da se ispita kako bi izgledao pojam g-konveksnih funk-
cija visih redova. Ako bi se dobili takvi rezultati bila bi moguéna daljna gene-
ralizacija rezultata dobijenih u paragrafu 5.

5. U vezi nejednakosti CEBISEva i THUNSDORFFa mogucéne generalizacije
su u pravcu uvodenja pojma opstije konveksnosti umesto konveksnosti reda k.
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SUMMARY

This paper contains the following chapters:
1. Introduction.

2. The second chapter gives a generalization of some results of OPPENHEIM.
Namely, OPPENHEIM proposed the following problem: Let us have two sets of
positive numbers a,, ..., a, and ¢, ..., ¢,. If the arithmetic mean of numbers
¢, ...,¢C, is at least equal to that of the numbers a,, ..., a,, when can we
say non trivially that the geometric mean of the numbers ¢, ..., ¢, is at least
equal to that of the numbers a,, ..., a,? He gave the answer to that guestion
for n=73 (see Theorems I and Il p. 4 of this paper). An extension to general
7 was given a little later by E. K. GopuNova and V. 1. LeEVIN [1] (Theorems
1 and 2 p. 5). Another extension to arbitrary n was given by P. M. Vasi¢ [1]
(Theorems III and IV pp. 4—5).

A natural extension of OPPENHEIM’S problem quoted above is to replace
arithmetic and geometric means by more general means. OPPENHEIM did not
ask this question although some of his results give partial answers to this
more general problem; more surprising is the fact that the question was not
raised as their general theorem can be used to answer part of this problem.

In this chapter we consider the following problem: if it is known that
the s-th power means of (a), (b) are in a certain order when can we deduce
that the same order holds between their ¢-th power means?

Then a number of more general results were proved, one of which has
as a consequence:

Let (a), (b)) be two n-tples of positive numbers satisfying () and (p)
another n-tple of positive numbers. If — o0 <5< + oo then:

(i) if

| MY @; p)= M (a; p)
and if r<s, then )
M (b py= MY (a; p):;
(i) if :
MY (a; p)=ME (b; p)
and if 7>s, then
MY (a; p) = M3 (&; p).

(See Corollary 5, p. 8 of this paper.)
This result is a direct generalization of OPPENHEIM’S problem.

3. In a recently -published paper J. C. BURKILL [1] has proved a number
of inequalities. which hold for the real numbers.
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The third chapter first shows how all main results of J. C. BURKILL may
be obtained from a theorem proved by the same author in the mentioned
paper (Theorem A, p. 13 of this paper).

Then it was proved that this theorem also holds under considerably
weaker conditions (without the assumption that the function of interest is
twice differentiable). After that there was given a generalization of the mentioned
theorem (Theorem 2, p. 15 of this paper).

4. This chapter first investigates some results by V. K. LM [1], who
proved theorems A and B (p. 20 of this paper). H. T. CrOFT [1] noticed that
the conclusion (ii) of Theorem B was not correct for an arbitrary real number s.

This chapter also precises the conditions under which the inequalities
from Theorems A and B hold, and then it was shown how this result may
be obtained in a simple way, from the majorization theorem which holds for
convex functions (sce D. S. MiTrINOVIC [1] p. 164).

5. P. M. Vasi¢ and J. D. Ke¢ki¢ have introduced the idea of g-convex
functions which comprises more types of previously observed types of convexity
(classical convexity, convexity in the sense of VALIRON [1], convexity in the
sense of OVCARENKO [1], etc.).

In this chapter, starting with the idea of g-convex functions, we prove
Theorem 1 (p. 24 of this paper) which, as a special case, includes the results
by F. Giaccarpl [1] and M. PetrROVIC [1].

This chapter also includes another generalization in another sense of
the classical inequality by M. PETROVIC [1], that is; in the sense of superad-
ditivity of a term which, in the limiting case, gives the result of M. PETROVIC.

In addition to other results, this chapter gives a generalization of ine-
qualities of P. M. Vasi¢ and R. R. JANIC [1], which represents the inversion
of the known LEVINSON’s result [1] (see D. S. MITRINOVIC [1] p. 363).

6. The sixth chapter gives an improvement of CEBYSEV’s inequality by
introducing certain restrictions on the function f;. Thus, FARAD [1] (see also
ANDERSSON [1]) introducing the condition of convexity, obtained stricter ine-
quality than CeBYSEV’s. Later, P. M. VAasIC gave the generalization of this
inequality.

This chapter shows that increasing the order of convexity (see Theorem
3, p- 30) one obtains better and better inequality, that is, that M, >M,_,
(see p. 34 of this paper) where k£ denotes the order of convexity.

7. In the seventh chapter, starting with the r-th order weighted mean of
function f, which is known to be a nondecreasing function of #, i.e. that

)] MUI({, p, a, ))<MVI(f, p, a, b) (r<s)

introducing additional restrictions, we prove that this inequality may be improved.

THUNSDORFF has given an improvement of inequality (1) when f is a
non-negative convex function, for the case p=1, a=0, =1 and f(0)=0.

This paper proves that inequality (1) may be improved for an arbi-
trary p, a, b (see Theorem 1, p. 36, of this paper). The second improvement
of inequality (1) was obtained by increasing the order of convexity (see The-
orem 2, p. 37, of this paper).

8. The eighth chapter points out some problems which may of use in
oobtain in further improvements of the results from this thesis.

9. Finally, literature at the end of this thesis is given in alphabetical order.
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