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530. ZUR ADDITIVEN ERZEUGUNG DER FOLGE
co (22K (—D1F OF 1k 2k, . .%

Ivan Paasche

1. Um f(x)=ax’+ bx? -+ cx +d in der Gestalt
fxX)=Ax-1P+B(x—12+C(x—1)+D

zu cntwickeln, benutzt man nach[1] S. 49—50 das HoORNERschema

a b c d
a a+b a+b+c
a a+b a+b+c a+btc+d
(]) a 2a+b

a 2a+b 3a+2b+c

a

a 3a+b
mit dem Ergebnis

f@)=a@x—1+@a+b) x-12+Ba+2b+c) x—1D)+(a+b+c+d).

Die Tatsache. da gerade nach Potenzen von x—1 (und nicht von x-—§£)
entwickelt wird, kann man sich zunutze machen und (1) in der handlichen
verkiirzten Gestalt

a b : c d

a a+b a+b+c a+b+c+d
2) a 2a+b 3a+2b+c

a 3a+b

a

schreiben, die iibrigens in [2] auch fiir sonstige £ vorgefiihrt wird. Transponiert
lautet (2)

a a

a a a
b a+b 2a+b Ja+b
c at+b+c 3a+2b+c
d| atbictd
Hiernach ist klar, wie man die spezielle Funktion f(x)=x=1 x*+0x2+0x40
sukzessive als x*=f, (x—0)=f, (x—1)=f, (x - 2)= - - - zu entwickeln hat:
1x 11111 i1 111 11111 ...
0x20(123 314 56 6 7 89 9. ..
0x*0;13 31712 12 | 19 27 27 |- -
0x°0|1 18 8 |27 27 1.

| |
* Presented June 2, 1975 by D. S. MITRINOVIC.
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(x—1)*1’ (x—2)‘1’ (x—3)°
X=(1331) 8‘:32 ~@1261) g:?z ~@72791) g;‘:giz e
(x—1y (x—2)} (x—3Y

Die durch die fetten Zahlen 1 8 27...=13 23 33...angedeutete evidente Tat-
sache n®=f (n)=1,(0) firn=1, 2, 3,... ist ein Spezialfall des MoOESSNERschen
Satzes

(3) wo=f,(m)=f£,0) (k=1,2,3,...; n=1,2,3,..)

fiir die Funktionenfolge x*=f, (x — 0)=f, (x— 1) =f,(x —2)= - - - A
Natiirlich hidngen die Polynome f nicht nur vom Argument B
x —& sondern auch vom Exponenten k ab. — Auf die nebenste- C
hende praktische Koeffizientenanordnung bei jedem der obigen D
HoRrNERschemata nebst Skalarprodukt sei besonders hingewiesen. D C B A4

2. Der MoEessNersche Satz hat hiernach die einheitliche additive Erzeugung
der Potenzen 1% 2% 3k aus der Einheitsfolge 1 1 1...zum Gegenstand. Er
wird am bequemsten in der Gestalt des folgenden Streichungs—und Summa-
tionsschemas geschrieben:

TQwx

1111111
’k=1] 1 2 3 4
. 1111111111
|k=2] 1 34 5 7
1 4 9 16
1111111111111
|—k=3| 1 23 4 5 6 7 89 10
1 3 712 19 27 37
1 8 27 64

etc. in inf. Dem obigen wohl schénsten und einfachsten Beweis des MOESSNERschen
Satzes von J. VAN YZEReN [3] — wir geben ihm die symmetrische Gestalt (3)—
gingen kompliziertere von O. PerrRON [5], H. SaLIE [6), I. PaascHE [7] [8] [9]
voraus. Zweck der vorliegenden Note soll nun noch die Fortsetzung des Strei-
chungs — und Summationsschemas nach links sein, also in den Bereich- - -

(—2)* (— 1)* O hinein:

k=1 _ _ -
1 11 11 1 1 11
k=2 —5 — —3-2  —1-—0
4 1 0
.. 11 1 1 1 1 11 1 1 11
k=3] ce. —8-7-6 —5-4-3 —2_1-0
19 12 7 3 1 0
—8 —1 —0

etc. in inf. Jede Zeile dieser linken Fortsetzuneg enthdlt die absolut gleichen
Zahlen, wie sie schon im rechten Teil auftraten, nur in umgekehrter Reihenfolge.
Man kann daher dem Beweis nach J. VAN YZEREN auch das iterierte HORNER-
schema von « - - =f_, (x+2)=f_, (x + 1)=f_4 (x+0) = x*¥ zugrundelegen.
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3. Zum SchluB sei noch bemerkt, da3 die Potenzen auch durch kleinere
Hilfszahlen als oben bei MOESSNER erzeugt werden konnen:

[k=1] 1122334
1112223334
[k=2]
1 2 46 912 16
L 1111222233 334...
[k=3‘ 1 23 579 121518 22..

13 815 27 42 64 .

etc. in inf. Beweis z. B. durch die Formel (1) aus [6], indem man bei letz-
terem Zahlenschema jedesmal die Zeile (Beh.:) 1%, 1%12k 1%k 2k 3k |
nimlich die unteren Spitzen der Zahlendreiecke anfiigt. Auch dieses Zahlen-
schema 14aBt sich nach links in jeder Zeile mit den absolut gleichen Zahlen wie
rechts fortsetzen (zuvor wieder einige Nullen):

lk=1] =3 -3-2-2-1-1-0-—0
P +-3-3-3-2-2-2-1-1-1-0-0-0
2]
| O 9 6 4 2 1 0 0 O
-3 —3-3-3-2-2-~2-2-1-1-1-1-0-—0-0-0
|k=-3] 15 12 9 7 5 3 2 1 0 0 0 0
—27 —15 —8 —3 —1 —0 -0 —0
etc. in inf,
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