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529. SUR UNE METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE
D'EQUATIONS ALGEBRIQUES EN PARTICULIER

DANS LE CAS DE RACINES MULTIPLES*

J. C. Doubisse

A method for computer-aided calculation on the order of multiplicity for
multiple roots of polynomials is given in this paper. The finding of this order
permits the use of a Newton's method the convergence of which is always
quadratic. Moreover, it is then possible, to use results concerning the errors
of calculation of a multiple root. The eventual precision is generally as good'
as for a simple root.

1. Annexe. Relation entre les erreurs de racines multiples.
n-p

Soit: Ie polynome Pn (z) = (z - o)P TI(z - (Xi) et
i~1

0+ l1i les (p - 1) premieres racines calculees.
Nous avons:

Pn(z) = OJ
(z-(o+I1J))*[zn-p+I_zn-p«o -:g I1J+

~~
(XJ

+ . . .
+0] (Xi)(o-~~: 11;)]+E,

avec E=f(l1krl1/l1mt...) avecr+s+t+... ~2.

Le polynome quotient de degre n - p + 1 a pour racine en particulier
p-I

z=o- L l1i. Done,
i=1

teur, la somme des

mises a part les erreurs inherentes au calcul par ordina-

erreurs commises sur la racine multiple 0 est nulJea E pres.
REMARQUE.Les autres raeines OCine devraient pas etre en principe perturbees par les erreurs.
sur la racine multiple a.

En conclmion, si l' on peut connaitre l'ordre de multiplicite exact d'une
racine, une amelioration considerable du resultat sera obtenue en faisant la
moyenne des solutions donnees par Ie calcul.

2. Methode de Newton-P. Soit f(z) un polynome a racines multiples. Cons i-

derons Ia fonction F (z) =
j(z)

holomorphe dans tout Ie plan et dont les zeros,
f'(z)

identiques a ceux de f(z), sont simples. En appliquant la methode de NEW-
TON-RAPHsoNclassique (du 2 erne ordre pour des racines simpks - cas de F (z) - ),.
nous obtenons:
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REMARQUE.En sirnplifiant, nous retrouvons une forrnule du 2 erne ordre connue.

Soitj(z)=(z-IX)P(z) h(IX)=FO

lim 1'2(zn)
- P (ordre de muItiplicite de IX).

z---+iX1'2 (zn)-I (Zn) I" (ZIl)

Si P est determine aimi, il suffit alors d'appliquer la formule du second ordre
quel que soit I'ordre de la muItiplicite:

(l) z - z - P 1 (zn)
n+1 - n

I' (zn)
que no us appelerons Newton-P.

2.1. Convergence. Au voisinage de la racine noll', avons:

1'2(Z)
-P+~

l(p+I)(OC)
(Z-IX)+O(z-IX)2

1'2 (z)-/(z)j" (z) (p + 1) 1(P) (oc)*

Ce quotient converge donc lineairement vers P quand z---+IX.

* Pour Newton-P nous aurions de meme:
OC-Zn+1

---+

l(p+I)(OC)
quand z---+ IX(cf. aussi [1]).

(oc-zn)2 p (p + 1)/(P) (oc)

-REMARQUES.Soit p I'ordre de rnuItipIicite exact. Soit q I'ordre
. . f'2 (z)

caIcul de la hrnlte de quand z-+oc.
1'2(z)-/(z) r (z)

S
. .

1' I I " I
1 (zn)

I pcj=q, nous uti lserons a ors a lorrnu e zn+1 =zn-q ~.
I' (zn)

de rnultipIicite obtenu par Ie

Au voisinage de la racine, nous avons:

(
q

)
q l(p+I)(rx)

(zn+l-rx)=(zn-rx) 1-- +- () (zn-rx)2+... (cf. aussi [2]).
p p2 (p + 1)1 P (oc)

Done, si pcj=q la convergence est Iineaire, rnais sera d'autant rneilIeure que q sera voisin de p.

2.2 Determination experimentale de I'ordre de multiplicite (cf. graphe 1). Soit Ie
polynome (z - 1)4 (z - 2)3 (z - 3)2 (z - 4) = O.
Les premieres iterations sont obtenues a I'aide de la methode cIassique de

NEWTON. Le quotient 1'2(z) est calcule a chaque iteration.
1'2 (z)-/(z)j" (z)

La courbe 1.1. represente les variations de ce quotient en fonction des itera-
tions effectuees; la courbe 1.2. represente les variations de !P2- PI Ien foncdon
des iterations (PI et P2 etant les deux dernieres valeurs calculees du quotient).

Nous pouvons constater une stabilisation de ce coefficient au voisinage
de I'ordre de multiplicite reel des que I'on est suffisamment proche de la
racine (region I). De meme, la difference IP2 - PI I diminue regulierement lors-
qu'on s'approche de la racine. Le test IP2 - PI I< 0.1 est dans ce cas suffisant
pour determiner I'ordre de multiplicite avec cependant la restriction que la
convergence ait effectivement commence (afin d'eviter les oscillations eventuel-
les lors des premieres iterations).

II suffit alors d'utiliser Newton-P, d'ou une acceleration de la convergence
et amelioration des resultats. En outre, la propriete definie en annexe, permet
sou vent de doubler Ie nombre de decimales exactes (cf. resultats en 3.).

2.3 Cas des radnes voisines (cr. graphe 2). Soit m Ie nombre de racines "voisines".
Region (I): si la valeur initiale est eloignee de ces racines, lors des premieres
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1'2
iterations, Ie quotient est it peu pres stationnaire et vaut m.

1'2-ff"
La difference /pz - PI I est alors voisine de 0 done < 0.1. Le test

en 2.2. est alors en defaut.
defini

Po(ynome: (Z-7}4(z-213(Z-3)2 (z-4)=0 V. 7. = 0
Polynome (,-0.88)(z-0.89)(z-0.90)(z-0,91)=0
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Regions (II) et (III): lorsque nOU3 so:m:mes au voisinage de la racine, ce coef-
ficient decroit brutale:ment et tend vers la vraie :multiplicite. Les racines voisines
ont alors perdu leur caractere de m-:multiplicite. La variation de [pz - PI I est
significative, elle nous per:met d'ajuster Ie test de 2.2.

Nous dirons avoir trouve P lorsque:
la convergence est effective:ment co:m:mencee,
[Pz-PII<O.l,
la courbe IPz - PI I decroit.

Ces tests ont He suffisants lors des essais effectues pour des racines
:multiples reelles ou co:mplexes.

REMARQUES.Nous avons pu ainsi separer des racines "voisines" telIes que si, d est la distance
d

minimale les separant et Iz I leur module moyen, - est < 0.0001(C<Jefficientseparateur).Iz I
d

Si ;-- est trop petit, la separation ne peut avoir lieu. Si la precision souhaitee est faible, les
. z I

racines tres voisines ne seront pas separees, mais ceci sans dommage pour l'utilisateur.

3. ResuItats. Les calculs ont ete effectues sur un ordinateur IBM 370-135 en
FORTRAN IV double precision (16 chiffres significatifs).
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3.1. (z - 1)4 (z - 2)3 (z - 3)2 (z - 4) = 0, E= 1.10-12, Valeurs initiales 0
Mult.

caIculee
4

Newton-simple
0.999 442 667 191 014 4 D + 00
0.100 023 062 597 436 1 D + 01
0.999941 294 187 153 0 D+OO
0.100 038 653 234 346 6 D + 01
0.198 844 657 057 935 6 D + 01
0.201 012 500 029 508 0 D + 01
0.200 172 286 366 092 6 D + 01
0.298 453 189 144 930 3 D + 01
0.301 523 124 993 474 5 D + 01
0.399 994 130 438 458 9 D + 01

en 150 iterations

Newton-P
0.999 984 820 006 529 2 D + 00
0.999 984 820 006 529 2 D + 00
0.1000020505265732 D+Ol
0.100 000 985 684 117 6 D+Ol
0.199 935 777 022 570 6 D + 01
0.200023 158 737 947 5 D+Ol
0.200041 142 791 875 1 D+Ol
0.299 980 755 903 075 0 D + 01
0.300 019 121 853 234 7 D + 01
0.400 000 043 479 299 8 D + 01

en 99 iterations

3

2

REMARQUES.En utilisant les resultats de I'annexe, nous avons:
ZI+Z2+Z3+Z.

-0.100000000052999 1 D+Ol de multiplicite 4
4

~ 0.200 000 026 184 131 0 D + 01 de multiplicite 3
3

z. + Z9
~ 0.299 999 938 878 154 8 D + 01 de multiplicite 2

2
3.2. (Z-i)3 (z + i)3

Newton-simple
O. + i 0.999 959 325 . . .
O. - i 0.999 945 555 . . .
O. + i 1.000 011 296 . . .
O. - i 1.000 030 152 . . .
O. + i 1.000 029 376 . . .
O. - i 1.000 024 428 . . .

Mult.
He. Newton-P caIculee He.
23 O. + i 1.000 000 397 423 613 3 8
23 O. - i 1.000 000 237 933 366 3 8
15 O. + i 0.999 999 796 599 322 6 2 8
15 O. - i 0.999 999 883 662 329 9 2 8
6 O. + i 0.999 999 805 976 985 0 1 6
o O. - i 0.999 999 878 404 235 0 1 0

- -
83 38

REMARQUES. Par Newton-P, nous obtenons donc deux racines de muItiplicite 3, qui sont

ZI + Z3+ Z5
= 0.999 999 999 999 97 kao i et

Z2 + Z. + Z.
~ -0.999 999 999 999 97 i

3 3
6

De plus, nous avons: L !1i ~ O.
1

Conclusion. Par rapport a la methode de NEWTON classique, la determination
de l'ordre de multiplicite permet un gain important sur Ie no:mbre d'iterations
et sur la precision. De plus, en utilisant les resultats de l'annexe, nous doublons
approximativement Ie nombre de decimales justes.

En consequence, la precision des resultats sur une racine multiple est
,>ouvent comparable a celie obtenue sur une racine simple.

L'utilisation de l'ordre de muItiplicite ca1cule peut etre adaptee a d'autres
methodes, en particulier a cel1e de LAGUERREdont la convergence est alors
cubique quelque soit l'ordre de multiplicite de la racine consideree (cf. [3]).
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