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447. COMPLEMENTS AU TRAITE DE MITRINOVIC III

SUR UN SCHEMA GENERAL POUR OBTENIR DES INEGALITES*

Robert Meynieux et Gheorghe Tudor
I

1. Soient A, B, G des groupes additifs (commutatifs). On considere une ap~
plication Z-bilineaire de A x B dans G, I'image du couple (a, b) etant notee ab,
On a alors les deux identites
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bk] + an
JI

(-I)n+k bk(2)

qui se deduisent chacune de l'aulre en multipliant av et bv par (-l)v, et dont
la premiere est la formule de sommation part'eIle d' ABEL (voir par exemple
i1] p. 192, probleme 3). Le cas Ie plus simple est celui ou A, B, G sont confondus
avec Ie groupe additif d'un anneau, ab designant Ie produit dans I'anneau (commu-
tatif ou non), par exemple dans Ie corps des nombres complexes, ou Ie corps R
des reels.

En particulier, dans ce dernier cas (celui des reels), supposons qu'il
existe e:= I ou - I tel que les n reels e:v-lav soient ~ 0 (v = 1, ..., n), et
forment une suite non-croissante, et soient fl. un minorant et M un majorant

v
des n reels L: e:k-l bk (v = I, ..., n). Alors on tire de (I), si e:= 1, ou de (2),

k=1
si e:= - I la double inegalite:

(3)
n

aj fl.~ L: av bv ~al M.
v=1

Le cas e:= - I se ramene d'aiIIeurs au cas e:= 1 en muItipiiant av et bv
par e:v-l.

Soient alors Y, X des ensembles queIconques, vi<(k = 1, ..., n) e:,f, F des
fonctions X -- R, et Uk(k = 1, ..., n), e:' des fonctions Y -+ R, teIIes que
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k
e;2 = e;'2= 1, f~ 2:

e;v-lVv~F(k= 1, ..., n), et e;'k-l uk~ e;'kUk+l~ 0 (k= 1, ..., n-l).
v~l

Alors de (3) resulte:

Theoreme. Dans les conditions qui viennent d'etre indiquees, l'inegalite double

(3')
n

ul(y)f(x)~ 2: uv(y)vv(x)~u1(y)F(x)
v~l

a lieu pour tout couple (y, x)E Y x X tel que e;'(y) = e;(x) (de valeur 1 ou - I).

REMARQUE.11 se peut qu'en certains points xEX la fonction e; prenne indif-
feremment la valeur 1 au -1 sans que les conditions imposees cessent d'etre
remplies. On peut alors dans (3') associer a ces points n'importe quel point yE Y.

2. Nous allons generaliser quelques inegalites remarquables en partant de notre
theoreme.

(4)

i'inegalite

~ sin(2k-l)x ~ sin2kx
0+e; L..,->

k~l 2k-l k~1 2k

Lemme. On a

des que

(5) -1~e;~I, q=p ou p-1.

Demonstration. 11 suffit de la faire pour e;2 = I.
Pour e = 1 c'est l'inegalite de FEJER-JACKSON

(6)

(voir par exemple [2] p. 255).

Le cas e = - 1 s'en deduit par Ie changement de x en 7t - x:

(7) i (_I)k-l sinkx>O,

k=l k

Le cas e;= 0 est particulierement remarquable:

O<x<7t.

i sin(2k-l)x>0,

k~l 2k-l

Proposition. Si les fonctions Uv verifient dans Y les conditions de notre theoreme,
avec uj >0, alors on a l'inegalite

O<x<7t.(8)

(9) ~ ( ) sin(2v-l)x ~ ( ) sin2vx
0U2V-l Y +e;L..,uov y->

v~j 2v-l v=l
- 2v

des que

-I ~e;~1, q = p ou p - 1.
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Demonstration. II suffit de la faire
notre theoreme et la remarque qui Ie

sinvxen posant Vv(x) = e;v-1- et remarquant
v

pour e;2= I. Pour cela on applique
suit, en tenant compte du lemme,

qu'on peut prendre f> O.

3. De la meme maniere nous pouvons generaliser d'autres inegalites remarquables.
Par exemple, I'inegalite de W. H. YOUNG

(10)
n

1 + 2: cosvx>O
v~1 V

des que O<x<7t (voir par exemple [2], p. 252), entraine

(11)
n cosvx

uo(x)+ 2: uv(x)->O
v~1 v

des que O<x<7t, et Uv(x) (v = 0, 1, ..., n) verifient les conditions
th6oreme.

Ces generalisations no us les avons faites en vue d'en deduire des
integrales interessantes. Par exemple, I'inegalite

de notre

inegalites

(12)
n .

" ( ) sm vx
0Uv x > ,

v=1 v
xE] 0, 7t [

tiree de notre proposition n'a;>porte rien de nouveau rpar rapport a la meme
inegalite avec Uv constantes verifiant les conditions

L

(12')
n sin vx

2:uv->O, xE]O,7t[
v=1 v

resultat connu, ou en tout cas se pouvant deduire facilement des resuItats
conn us. Mais la forme (12) nous permet d'obtenir plusieurs inegalite5 integrales.
Par exemple, en prenant Uv(x) = C05v-1x, nous obtenons les inegalites integrales

(13)
x

{ sin (n + 1) t
cosnt . ;- - d t > x,

. smto
xE ]0, ~ [,

(13')
x

( cosnt. sin(~+ l)t
dt<x,

smt
o

La demomtra~ion directe des inegalites (13) et (13') ne nous semble pas
facile.
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Nous donnons encore un exemple. De I'inegalite (II) en prenant
Uv(x) = cosv-l X pour V~ I et Uo= I nous obtenons

(14)

x

° J l-cosntcos(n+ l)t
dt I ( -

j- X )
2

< <n evnsec-sint 2
.

o

Voici une demonstration independante du notre theoreme de I'inegalite (14).

Si 1'0n retranche 2Insec~ (O<x<7t) on obtient I'integrale (pour n~I):
2

x

Jcotg t [l-(cos t)n-l cos (n + I) t] dt = f(x)
o

avec I(x) = f(7t - x), pui~que Ia derivee f' (x) egale - f' (7t- x); et If (x) ~ 0,
pour O<x;£;;, done l(x»O, et Ie maximum de I(x) est 1(;). D'autre part

x

I(x) = i J(cos t)v-l
cos vt-cos.tcos (v+ l)t dt

v=l smt
o

x

= vt J(cos t)v-l sin (v + I) t dt

o

= i 1-(cosx)Vcosvx

v=l V

Mais nous n'avons besoin que de I (~ )= i ~;£; I + In n.
2 v~l V

Les inegalites (14) sont ainsi ameliorees ce qui n'empeche
theoreme d'etre justifie, puisqu'il permet de les considerer.

pas notre

BIBLIOGRAPHIE

1. J. DlEUDONNE: Ca/cul infinitesimal. Paris 1968.
2. D. S. MITRINOVIC: Analytic Inequalities. BerJin-Heidelberg-New York 1970.

Institut PoJitechnique "Traian Vuia"
Departement de mathematique
Timi~oara, Roumanie


