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421. EINIGE ABSCHATZUNGEN DER GRENZEN DER WURZELN
ALGEBRAISCHER GLEICHUNGEN*

Jovan M. Nahman

Following the idea of the LOBACHEWSKY-GRAFFE méthod for solving
the algebraic equations, the author derives some results, new to his knowledge,
relevant to the upper bounds of the roots of the algebraic equations.

The following results are obtained:

1. The absolute values of the roots of the algebraic equation

n
(A) > a,zn =0 (a,70),
r=0
are less than the number
1
(B) R=[M(n+1—g)«
where
ar
M=max{ | — (r=0,1,...,n),
a, |
[0 n=2s N
- s j
1 n=2s5—-1

u =the number of the biggest roots.

By means of the formula (B) two further results are derived:

2. Let us designate the roots of the equation (4) in accordance with their absolute
values as :
[z 2l )zl 2l g |2 2 2]

It is always
1
| <[M@+1—g)]k  (k=1,...,n).

3. The absolute values of the roots of an algebraic equation with real coeffi-
cients are less than the number

R-max (R,, VM (n+1—g))
where R, =the upper bound of the real roots of the algebraic equation.
* Vorgelegt am 9, Jinner 1973, von B. CRSTICL
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62 J. M. Nahman

1. Die algebraische Gleichung

(1) Sa,zr=0  (a,#0),
r=0

nach Division durch g, bringt man auf die Form

) Z oG, 27T =0
r=0
mit
(,crzﬁ r=0,1,...,n).
a,

Die Abschitzung von Moduln der grofBten Wurzeln der Gleichung werden
wir mittels der Idee der Methode von LoOBATSCHEWSKI-GRAFFE fiir Ermittlung
der Wurzeln algebraischer Gleichungen ausfijhren.

Beweisen wir zuerst den

Satz 1. Die Moduln von Koeffizienten ,c,, (r=0, 1, ..., n), in der algebraischen
Gleichung deren Wurzeln nach m-fachen Quadrierung der Wurzeln der Gieichung (1)
erhalten worden sind, befriedigen die Ungleichung

[ | <M* (n+1—g" 1,

Mzmax(]ocr\)zmax(\‘—zflv) (r=0,1,...,n,
0

g:{O n gerade Zahl

1 n ungerade Zahl.

Beweis. Den Koeffizient beliebigen, zum Beispiel r-en (zihlend von links nach
rechts) Gliedes in der algebraischen Gleichung, deren Wurzeln die Quadraten der
Waurzeln von der Gleichung (2) darstellen, rechnet man nach der Formel

(3) (_l)r lcr=OCr2+2 2 (_l)iocr—i'ocrﬁ-
i |

<i< min (r, n—r)

Index ,,i in (3) nimmt den Wert der kleineren von zwei Zahlen, r und n—r.
Alle Koeffizienten ¢, mit dem Index ,k* kleinerem als ,,0¢ oder gréBerem
als ,,n¢ bestehen in der Gleichung (2) nicht, sie sind gleich Null.

GemiB (3) kann man schreiben

(4) e sl 2+2 2 LoCoi || oCrsi

1<i< min(r, n—r)
oder, wenn wir in unsere Betrachtungen die Zahl ,,M< einfithren (Satz 1),

(5) |6, |<M?+2(min (r, n—r)) M2
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Fiir beliebiger ,,r¢ gilt immer (die Zahl ,g* wird im Satz 1 definier:)

(6) min (r, n—r) g"iﬁ .

Aus (6) und (5) folgt
) G <M 2T E M= M (n+ 1 —g).

Da es in der ermittelten majorierenden Formel die Indizes der Koeffizienten
nicht gibt, gilt sie fiir jeden (=0, 1, ..., n), bzw. fiir alle Koeffizienten der
durch die Quadrierung erhaltenen Gleichung.

Aus emsprechenden Formeln fiir die Koeffizienten der Gleichungen deren
Wurzeln durch zwei-und dreifacher Quadrierung der Wurzeln der Gleichung (1)
erhalten worden sind, kann man die Giiltigkeit der folgenden allgemeiner
Abschidtzung voraussetzen
8) |G l<M¥ (n41—g)¥"-1.

| mbr i

Die Formel (8) gile fiir m=1, 2 und 3. Gehend aus der Voraussetzung,
daB die formel richtig fiir , m* ist, soll man ihre Giiltigkeit fiir ,,m + 1¢ zeigen.

In Ubereinstimmung mit (4) kann man schreiben

’m+lcr.[§£mcrjz+2 Z lmcr—i"rmcr+i’
1< i< min(r, n—r)

oder hinsichtlich (6) und (8)

e <M (n+1—g)P" 1R 42 ”;zg M7 (n+1—g) " T M (n+1—g)?"

im+1r

:[M2m+l (n+]_g)2m+l_2]_(1+2”_;_)
9) =M (e 1—g)P 1,

Die Formel (9) wird aus (8) beim Ersetzen von ,,m* durch ,m-+ 1 erhalten.
Die Formel (8) gilt folglich auch fur ,,m 4 1¢. Damit wird der Induktionsbeweis
geschlossen. Der Satz 1 wird bewiesen,

2. Setzen wir voraus, daB die Gleichung (1) mehr nach dem Modul gleiche
groBte Wurzeln, zum Beispiel ,,us¢ solcher Wurzeln, hat,

Nach dem Wurzelnsatz von VIETA fiir die Gleichung deren Wurzeln m-fach
quadrierten Wurzeln der Gleichung (1) sind, besteht zwischen den Wurzeln
die Beziehung

M 222 (1)
(10) g,-1<.2<,-us"zh 227 2B (= 1)y

Die Summe in (10) en‘hiit alle Kombinationen der Produkte aus ,u* m-fach
quadrierten Wurzeln der Gleichung (1).
Dividieren und multiplizieren wir die Summe in (10) mit dem Produkt

der quadrierten Moduln der gréBten Wurzeln, Das Modul der groBten Wurzeln
bezeichnen wir mit |z, |.
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Man erhilt so

(an |z kzmu.[}j P2 cPII)JF1§/'1<Z. <ju§n(TZ§_|)2m.(Tz:_j_|)2m‘ . <|i;ﬁ)2m]
=(—1)* ,.C,-

Die Summe > enthilt das Produkt der ersten, groBten ,us quadrierten Wurzeln
nicht. ¢; (i=1, ..., n), sind die Argumente der groBten Wurzeln.

I R G

j§f1<"'<fu§n 121|
[ expj2"q)=exp (12’" s CP,-)Eexp(joc)=cosoc+jsinoc
1. 2

i=1

Bezeichnen wir

(12) h

i

i=

ist, folgt aus (11)
1 1

lu _ ‘mcu‘ﬁ ‘m‘ﬁ'iﬁ

; 1 1
|coso+jsine+h |27  [1+2(Re {h} cosa+Im A} sin o+ | 4 [2]20F1

(13) iz,

Nach dem Satz 1 kann man schreiben
1
M@u+i—g)

(14) 1z, [“< 1

[1+2 (Re {A} coso + Im {A} sin ) + | k|7 2m+T

Die Abschitzung (14) gilt bei jedem beliebig groBen ,,mc.
Aus der Definition (12) beschliesst man, dag

& | Zju

5
wird, wenn wir mit , K das Verhiltnis zwischen dem Modul der Wurzel

niichsten zu den groBten Wurzeln und dem Modul dieser lezten bezeichnen
(K<1). ,,C bezeichnet die Anzahl der Summanden in der Summe

c=(4)-1.

Die Zahl ,h¢ kann man daher mit geniigend grofiem ,m‘ beliebig klein
machen

(16) lim |#]=0.

m—>+ o

(15) h< S < » <ok

JSh<:--<juzn

Zy

Da
|2(Re{h}cosa+Im {hysina)+|h > 2| k| (|cosa|+|sina|)+|hf
<22 h|+]hP
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ist, aus (16) folgt
a7 lim [2(Re{h}co"a+Im{h}sina)+|h[>]=0.

m~—>-co
Die majorierende Formel (14) mit m — + « wird so
(18) lz,Y<M(n+1—g).

Formuliren wir aus cer Ungleichung (18) den

Satz 2. Die Wurzeln der Gleichung (1) sind sicher nach dem Modul kleiner als
die Zahl

1
R=[M@n+1—g)]*.
3. Aus dem Satz 2 erhilt man einfach den

Satz 3. Bezeichnen wir die Wurzeln der algebraischen Gleichung (1) mit den
Indizen 1, ..., n nach der Grifle ihrer Moduin

2 lzlz]z - zlaczlalzl g0, (2000 2l

Fiir die Wurzeln gilt
1

|z <[M (n+1-—g)]* (k=1....,n).

Beweis. Der groBtmogliche Betrag von |z, | wird, wenn

. [Zk’:‘qui:"':Jzz‘:\‘zli’
18t.
In Ubereinstimmung mit dem Satz 2 wird dann
1
(19) Lz [<[M (n+1—g)]% .

Die Formel (19) gibt so die aligemeine Abcchitzung des Moduls |z, |.
Der Satz 3 wird bewiesen.

4, Mit Hilfe des Satze: 2 kann mén fiir die algebraischen Glcichungen mit
samtlich re_llen Koeffizienten den folgenden Satz ausfiihren.

Satz 4. Die Wurzeln einer algebraischen Glzichung mit reellen Koeffizienten sind
nach dem Modul kleiner als die Zahl

R=max (R,, R
mit
R =\/M@n+1—g),

wo' R, die Grenze des absoluten Betrages der reellen Wurzeln der Gleichung
darstellt.

S Publikacije Elektrotehnickog fakulteta
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Beweis. Setzen wir voraus, daB die groBte Wurzel der Gleichung eine
komplexe Wurzel ist. Da die Gleichung mit sdmtlich reellen Koeffzienten ist,
wird die grofite Wurzel mit der ent:prichencden konjugierten Wurzel desselben
Moduls verbunden. Die Grenze der Wurzeln wird so in Ubereinstimmung mit
dem Satz 2

R =+/M@#n+1—g).

Falls die groBte eine relle Wurzel ist, wird die Grenze der Wurzeln der
Gleichung gleich R,.

In allen anderen mdglichen Fillen mit mehr als zwei nach dem Modul
groBten Wurzeln wird gemdB dem Satz 2 die Grenze der Wurzeln, da
M@n+1—g)=1 ist, sicher immer kleiner als R’

Die Wurzeln der algebraischen Gleichung kénnen daher nimmer nach
den Moduln so groB als die Zahl

R=max (R,, R),

sein. Der Satz 4 wird bewiesen.

Der Verfasser mochte an dieser Stelle Prof. Dr. D. S. MITRINOVIC fiir sein
Interesse und Entgegenkommen, sowie Dr. D. SIMEUNOVIC fiir seine Vorschlige
hinsichtlich des Satzes 3 verbindlich danken.



