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417. KOMPLANATION EINER FLACHE*

Stanimir Fempl

In jedem Achsemchnitt eines schiefen Kreiskegels kann man seinen Inkreis
konstruieren. Der geometrische art samtlicher Inkreise stellt eine Flache dar,
deren Gleichung man auf folgende Weise erhalten kann.

Es sei
X2+ y2 = r2, z = 0

die Gleichung des Kegelgrundkreises. Das charakteristische Dreieck falle in die
XOZ-Ebene, die Kegelspitze sei V (xo' 0, h). Bezeichnet man die Kegelachse
mit $ und den Winkel zwischen der orthogonal en Projektion einer be1iebigen
Mantellinie in die Kegelbasis u. X-Achse mit rp, so besitzen die Ecken A u. B der

Z!

!h
i

. --L?--
X

Y/

Grundlinie des Achsenschnittes Koordinaten A (r cOsrp, r sin rp, 0), B (- r cos rp,
-r sin rp,0) (man kann xo;;;; 0 annehmen). Es seien noch SI u. S2 die grosste u.
kleinste Mantellinie des Kegels.

* Received May 5, 1973.
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38 s. Fempl

Die Gleichung der Ebene durch die Punkte A, B, V ist

(1)

Wenn ;(~, ~,q den
wie bekannt [1]

hx-hy ctg cp-xo z = o.

Radiusvektor des Inzentrums in llABV darstellt, so ist

--+
(rj={x;, Yj, z,}, i= 1,2,3),

wo rj resp. die Radiusvektoren der Ecken A, B, V sind, und a, b, c resp. die
gegeniiber liegenden Seiten;

BV2 = (xo + rcas cp)2+ r2 sin2 cp+h2 = r2+ S2+ 2rxo Coscp

AV2 = r2+ $2-2rxo cos cp, AB= 2r.

Sodann .sind die Koordinaten des Inkreiszentrums

1:
=

(-Jr2 + S2+ 2rxo cos rp--Jr2 + s2-2rxo cos rp) r cos rp+ 2rxo

" 2cr '
(2)

~=
2rh,
2cr

(20"=a+ b + c= yr2 + S2+ 2rxo CJScp+ yr2 +s2-2 rxocos cp+ 2r).

Der Inkreishalbmesser p in llABV hat den Wert 2p/2 cr, wo

->j

12pl=IBAxBVI=mod 2rcosrp 2rsinrp 0 =2rys2-xo2cos2cp.

Xo+ r cos rp r sin rp h

Die Gleichung (I) und die Gleichung (x-~)Z+(Y-"tJ)2+(Z-~)2=p2 stellen

die Gleichungen des Inkreises in llABV dar. Bestimmt man noch den Wert p2-17i2,

so erhiilt man nach Rationalmachen des Nenners den Wert

-~ [r2 + S2- y(r2 + S2)2- 4r2 X02cos2 cp].
2

Auf diese Weise sind durch die Gleichungen

2 + 2 + 2 2( 1: + Y ) r2+s2-y'(r2+s2)2-4r2xo2cos2rp
0X Y z - "x "tJY+c,z +

2 - ,

(3)
hx-hy ctg cp-xo Z = 0

die Parametergleichungen des gesuchten geometrischen(~, "tJ,~ Funktionen von cp)
Ortes charakterisiert.

Da der geometrische Ort der Inzentren durch (2) gegeben ist, so ist es
moglich die Fliiche (3) auch genetisch aufzufassen: die Erzeugende der Fliiche
ist ein Kreis von veriinderlichen Halbmesser

2r 'II
S2_X02 cos2 rp

p=
y'r2+s2 + 2rxo cos rp+ y'r2 + s2-2rxo cosrp+ 2r '
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und ihre Leitlill1e ist die Kurve (2). Den Winkel e zwischen der Leitlinie und
der Ebene eines beliebigen Achsenschnittes erhiilt man auf Grund der Formel

I
. eI

hr (Jr2 + S2+ 2 rxo cas <p-Jr2 + s2-2rxo cas '1')un =
d'

(2r + Vr2 + S2+ 2rxo cas 'I' +V r2 + s2-2rxo cas '1') -~ V S2_X02 cos2<p
d<p

wo dcrj das Bogendifferential der Leitlinie darstellt. Der Ausdruck fUr da)dq1
besitzt eine ziemlich komplizierte Gestalt und ist hier nicht angefUhrt. Man
bemerke nur, dass die Tangente auf die Leitlinie fUr q1= 0 auf die Ebene des
charakteristischen Dreiecks senkrecht steht, wiih:-end ftir q1= n/2 die Tangente in
die Ebene des zu dem charakteristischem Dreieck Normalschnitt fiilIt. Die
Tangenten sind also fUr q1= 0 und q1= n/2 paralIe!. Dartiber kann man sich
tiberzeugen, wenn man den Ausdruck fUr dcrj/dq1 formiert (ftir q1= 0 ist daj/dq1
= r(sj-s2)/(Sj +S2 + 2r), und fUr q1=n/2 ifotdcrJdq1 = r2xo/(r + .Jr2 +S2) ..Jr2 -+S2.

z

--x

Da also Kreise die Fliiche (3) erzeugen, so konnte man ihren Inhalt
mittels einen einfachen Integral ausdrticken, wenn man nur als Fliichenelement
ein sphiirisches Zweieck annimmt, dessen Winkel deo den Neigungswinkel zwischen
den Ebenen van zwei unendlich nahen Inkreisen darstellt (wiire ein solches
Zweieck mit zwei gleichen Kreisen van Halbmesser p begrenzt, andersmal van
lwei Halbmessern p + dp, so wiire die Fliichendifferenz 2 (p + dp)2 deo- 2 p2deo,
also eine Infinitesimale van h6heren Ordnung).

Die gesamte Flache ist mit
1t

M=2 j"2p2deo
o
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gegeben. Der Winkel d(U ist der Winkel zwischen der Ebene (1) und der
Nachbarebene

hx - hy ctg ('t>+ d't» - Xo z = 0,

So dass

d
h2+ h2 ctg ~ ctg (~+d~) +X02

cos (U= v(h2 + h2 ctg2 ~ + X02)[h2+ h2 ctg2 (~+ d~) + xo21

ist. Bestimmt man daraus sin d(U= d(U, wegen h2 + Xo
2

= S2 erhiilt man

d(U =
hs

1

ctg ~-ctg (~+ d~) I .
"/(S2 + h2 ctg2~) [S2 + h2 ctg2 (~+ d~)l

Da

ctg ('t>+ d't» = ctg 't>-
.d~ + 0 (d't»

sm2~

ist, So erhiilt man

d(U=
S2 sin2

~ + h2 cos2 ~

hsd~ hs d't>.S2_X02 cos2 ~

Deshalb ist
1t

M = 16 r2 hs J d~ .
(V r2 + S2+ 2rxo cos ~ + Vr2+ s2-2 rxocos ~ + 2r)Z

o

Nach Rationalmachen des Nenners bekommt man fUr die Funktion unter dem
Integralzeichen den Ausdruck

1
(2 r4 + r2 S2 + S4_X 2 (5 r2-s2) cos2 't>8r2 (S2_X02 cos2 ~)2 0

+ (2r2-s2- X02 cos2 't» y(r2 + s2Y-4r2 X02 cos2 't>

- 2 [r3- rXo2 CO~2't>-xo (r2-S2) cos 't>],/r2 + S2 + 2 rxoCoS't>

-2 [r3- rXo2 cos2't> + Xo (r2-s2) cos 't>]v'r2 + S2
- 2 rxocos't».

Auf diese Weise, kann man schreiben

1t

- J2r4+r2s2+s4_xo2'(5r2-s2)cos2<p
J\- d't>,

(S2_X02 cos2 ~)2
o

1t

J 2J
r3-Xo(r2-S2)COS~-rXo2coS2~./2 2+2 d2 = - V r + s rxo cos 't> 't>,(S2_X02 cos' ~)2

o

1t

J 2J
r3+xo(r2-s2)cos<p-rxo2cos2~ . /2 2 2 d3 = - V r + s - rxo cos 't> 't>,

(S2-xo2 cos2 <p)2
o

1t

J2r2-s2-x 2 cos2~ . /
J4 =

0
V (r2 + S2Y - 4 r2 Xo

2 cos2
't> d't>.(S2_Xo' cos2 ~)2

o
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Das erste und das vierte Integral kann man auf Integrale mit den Grenzen (0, n/2)
zuriickftihren. Ausserdem, das erste Integral ist elemenHir und man erhalt (tg cp= u)

(4)

Das dritte Integral reduziert sich auf das zweite, wenn man cp mit n-?
vertauscht. Es wird sodann

~ = ~ [S2 (r2-s2)2 + h2 r2 (r2 + 3S2)]
2 h5 h3 53

(5)

rr
2

J 2r'-s'-x' cos' tp
- I

+ 2
0

V (r2 + S2)Z - 4 r2 Xo2 c: S2 ? C?
(5'-X/ cos' tp)'

o

Das zweite Glied auf der rechten Sei~e in (5) ist ein elliptisches Integral. Es
lasst sich auf die Normalformen auf folgende Weise reduzieren. Zuerst erweitert
man den Bruch im Integranden mit (r2+ S2+ 2 rxo cos cp)1/2.Es folgt

rr
4

f
2r'xo3cos3tp+rxo'(3r'-s')cos'tp-xo(r4+54)costp-r3(r'+5') dtp(6) J = --- '.4 ( 5' )' -/,

' 2Xu
0

cos' tp-
xo'

V r +5 + rxo costp

Nachdem zexlegt man die rationale Funktion im Integranden in Partialbriiche von
der Form M1/(cos cp-S/xo)2 + N1/(cos cp-s/xo) + P1/(cos rp+ S/XO)2+ Q1/(cos rp+ s/xo).
Bier ist

xo' (5' - r')' (s + r)
M = -I

45"

xo' (5'-r')' (5-r)
P1= ,

45'
Q

rXo3(5-r) ( 3 2 5 2 3)= r +r s+ rs +s .I
453

Die erste zwei Integrale in J berechnen sich auf Grund der Substitution

coScp= 1- 2 sn2 u.
Wegen

sin cp=yl-(1-2sn2 U)2= 2snu y l-sn2 u = 2 snu cnu
ist

d 4snu cnu dnu
d 2 d dcp= u= nu 11

2sn u cnu

und (r2 + S2+ 2 rxo cos cp)1/2= (r2 + S2 + 2 rxo - 4 rxo sn2 u)l/2. Wegen Sl2 = r2 +.12

+2rxo (cp=O), s/=r2+s2-2rxo (cp=n) ist 4rxO=sI2_S22, und es wird

dtp
-

2dnu duo
Vr2+5'+2rxocostp

~1
4rxo 25, -~sn u
5,
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Die Grosse

(7)

ist nicht grosser als 1, und man kann sie als Quadrat des Moduls der elliptischen
Funktion snu auffassen (snu=sinam(u, k»). Da yl-k2sn2u=dnu [2] ist, So
wird

Es ist noch

s S-xo
(l

2xo 2
)cosrp--= -- +-sn u ,

Xo Xu S-Xo

s s + X ( 2x )cosrp+-=~ 1-~sn2 u .
Xo Xo s+xo

Auf Grund dessen nimmt J die Gestalt

KKK K

(8) J=M J du
+N J du

+p J du
+ Q J du ,

(1-0<:12sn2u)2 1-0<:/sn2u (l-0<:/sn2u)2 1-0<:/sn2u
o 0 0 0

an, wo

2 (s2-r2)2 (s + r)
M=- ,

S, S2 (S-XO)2

2 (s2-r2)2 (s-r)
P= ,

S, S2 (s
+ XO)2

2r (r4 + 4r2 S2 + 4rs3-s4)
N=- ,

S,S3(S-XO)

2r (r4+ 4r2 s2-4rs3-s4)
Q=-

s, S3 (s + xo)
und

(9) 2 2xo!XI =--
s-xo

2 2xo!X2 =-
s+xo

(fUr rp= 0 folgt sn2 u = 0 d. h. u = 0, wahrend fur rp=7t folgt sn2 u = 1 d. h. u = K,
wo K ein vollstandiges elliptisches LEGENDRESChesNormalintegral I Gattung ist;
es sind also 0 u. K die Grenzen fUr die Integrale in (8»). In den BYRD-
-FRIEDMANSchenTafeln fUr elliptische Integrale [3, Formel 410.07] findet man

Hier ist E das vollstandige elliptische Normalintegral II Gattung (Madul k),
und Ao (tji, k) ist die HEUMANscheAo-Funktion [4]. Dabei ist

(11 )

Die Grosse k' stellt den Kamplementarmodul dem Modul k dar, d. h. es ist
k2 + k' 2

= 1.
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Weiterhin ist [3, Formel 410.01]

(12)
K

J du k2
--K

l-oc/sn2u k2-oc/
o

Wenn man jetzt in (10) u. (12) die Werte aus (7) u. (9) eintdigt, so folgt

s-Xo [S12 E-
r4-6r2s2+4r2xo2+s4

K +
s,1t(r2s+3rs2-rxo2+s3)

Ao (~, k) ]2 (s + xo) (r + S)2 (r + S)2 h (r + s)

bzw.
2r(s-xo)

K
S,1t(s-xo)

A ( ,1. k)
(r + S)2 + 2h (r + s) 0 '1',

,

und wenn man diese Werte noch mit M bzw. N multipliziert,
die Summe °1 der zwei ersten Glieder in (8). Es ist

so erhalt man

s, (s-r)2 (s + r)
E +

r6s-2r5 (3s'-2xo2)-r4 s3-4r3 S2(2s2-3xo2)-r' s'-2rs6 + S7
Kh2s2 h2s, S3(r+s)

r4 (2S2_X02) + r' S2(s2-3xo2) + S6
h3s3 7tAo (~, k).

Flir die Integrale in denen der Parameter 1'J.2erscheint, entsprechen die
Formeln [3, F. 413.07]

0-1-

(13)

K

J du
-

1

lI'J./E+(k2-I'J./)K
(1 -oc,' sn' U)2 2 (1-- a,') (a,'- k')

()

und [3, F. 413.01]

(14)
K

J du
-

OC21t
Ao (~, k).

l-oc,' sn2u 2 -J (a,'-k2) (I-a,')
owo

(15)
. 1:' ~

oc,'-0 Is-rl
Sill

"? = ,---k '2 = - .
a2 S2

Tragt man hier die Werte flir 1'J.2llnd k ein. so folgt nach Multiplizierung mit
resp. P u. Q und Addierung

° =
s, (s + r)2(s-r)

E
(s2-r2)2 (s-r)

R2 h2s2 h's's,

r4 (2S2_X02) +r2s2 (s2-3x02) +s.
A (1:' k) ( )+ h3s3 7t 0

,,?, sgn s-r .

Auf Grund dessen, wegen J = °1+ 02 erhiilt man den Wert flir J:
2r [r' s-r4 (3s2-2x 2)--2r3 s3-2r2 S2(2S2-3x 2)+ rs'-s6] 2rs (s2-r2)(16) J =

0 0 K +' E
h2s,S3 {s+r) h2s2

4 (2 2 2)+ 22 ( 2 3 2) 6_r s -Xo r s s - Xo +s
7t[Ao(~' k)-Ao(~' k)sgn(s-r)].h3S3
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Fur die HEUMANfunktion ist es moglich, das Additionstheorem [3]

Ao (~, k):!:: Ao (~, k) =Ao (<p, k) :!::~k' 2 Ksin ~ sin ~sin<p
IT

anzuwenden. Die Grossen ~, ~ und <p mussen dabei der Gleichung

cos <p= cos ~cos ~=f sin ~sin ~y 1 - k' 2 sin 2
<p

genugen. Fur sgn (s- r) = -- 1 ube,geht die Subtraktionsformel in die Additions-
formel. Dann aber ist sin~= -(s-r)js2' so dass man wieder die Formel

(17) Ao(~' k)-Ao(~' k)sgn (s-r) = Ao(<p,k)-~k'2Ksin~sin~sin<p
IT

unter der Bedingung

(18) cas <p= cos ~cos ~+ sin ~ sin ~y 1- k' 2 sin 2
<p

anwenden kann.
Aus der letzten Gleichung ist

sdbst zu bestimmen. Wenn man in
eintragt, so erhalt man

S2(r+s) cos<p= 2r (s-xo) + (s-r) y4rxo + s/ cosr~.

es notwendig die Grosse sin <pund danach ?
ihr die Werte fUr ~ u. ~ aus (11) u. aus (IS)

Van den zwei Losungen dieser Gle:chung befriedigt nur der Wert

s'-rxcos <p = '2ss, ( . rh)sm <p =--
ss,

die Gleichung (18), weshalb

2rh (s-r)
Ao (~, k)-Ao (~, k) sgn (s-r) = Ao (<p,k)- KITSS,(s+r)

wird. Auf Grund dessen wird (16)

2rs fs'-r2 ) 2r3 (r' + 3s' ) r4 (2s'- x' ) + r' s' (s'-3x 2) + s.
J =

1\
E - K -

0 0 nAo (<p, k),
h2 S2 S4S, h3S3

(19)

sin <p= hrjss2'
Endlich, fUr

TO

wenn man noch <p mit (nj2)-<p vertauscht, erhiilt man

TO

2 ( X 2 sin2 q;

)[ 4r2 x 2 sin2q;

]
f

1--"- 1
0

J =
2 (2r'-s')(r'+s') _. 2r'-s' (r'+s2)'

4 S4 . (1- xo' sin' q;)2

o s'

dcp

...jl-k*'sin'q;
,
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wo

(20)
4 '

,
k*2=~

(r' + s')'

ist. Wenn man im Folgenden die elliptische Integrale die den Modul k* erhalten
asterisiert, so bekommt man nach Partialbruchzerlegllng der Rationalfunktion im
Integranden 1t

2

J4 (r' + s')
= K* -

(s'-r')3

J
d<p

8' 2'4 ( X' )2r r s
0

1- s~ sin'<p V1-k*'sin'<p

Man setze jetzt

(21)

2
(9r'--s') (s'-r') J d<p

- 2 2 X,2 .4r s (1---"--sin'<p )V1-k*'sin'tp
o s'

2 x/IX =-
s'

und

Dann ist

sin rp= sn u, also cos rp= cn u,
dtp

=
dnu

du = duo
V1-k*' sin'tp V1-k*2 sn' u

K* K*

(22) J4 (r' + s')
- K* -

(s'-r')3

r .

du (9r'-s') (s'-r') J du
.

8r' 2r's4. rI-Q('sn'u)' 4r's' 1-Q('sn'u
o 0

Fur die Grosse IX gilt XhnIiches, was fUr 1X2 in (9) gesagt ist. Deshalb
kann man die Formeln [3, Formeln 413.07 u. 413.01] an wenden fur die
Integrale in (22). Analog den Werten (13) u. (14), wenn man fUr k* u. IX die
Werte aus (20) u. (21) eintragt, erhaIt man

J = -
2 [r6-3r4 s'- r' s' (s'-4Xo')-S6] K* -

2 (s4-r4)
E*4 h' s' (r' + s') h's'

-
r4 (2s'-xo') + r's' (s'--3x/) +S6

A ( 1: k* ) ( 2- 2)
h3S3 7t 0 s, sgn S r,

sin ~ = IS2 -- r2 Ij S j S
2 .

Fur s>r ist Ao(~' k*)sgn(s2-r2)=Ao(~' k*). Fur s<r erhalt man -Ao(~' k*).
Die Funktion Ao ist eine ungerade Funktion [3] und es ist - Ao (~, k*) = Ao (-~, k*).
Jetzt ist aber sin~= -(s2-r2)/sjS2' In jedem Falle also kann man sin~
=(s2-r2)jsjs2 annehmen.

Da Mj2hs=Jj+J+J4 ist, so folgt die definitive Formel fUr den gesuchten
Flacheninhalt:

(23) M = ~ [S2($2- r2) + h2r2(r2 + 3 S2)]+
4rs, (s'-r')

E -
4(s4-r4)

E*
h' s' hs hs

4hr3(r'-t-3s') K- 4 [r6-3r4s'-r's' (s'-4X/)-S6] K*
~S3 b

-h~:,[r4(2S2-Xo2)+r2s2(s2_3Xo2)+s6] [Ao(rp, k)+Ao(~' k*)],
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wo

k=2yrxo
s 'I

k* =
2rxo

r2+ S2
,

. rh
smcp=-;s ,

2
ist.

Fur den Fall eines geraden Kreiskegels ist Xo= 0 und die FHiche M

reduziert sich auf eine Kugel vom Halbmesser r (..Jr2 + S2- r) Is. Deshalb ist ihr
Flacheninhalt

(24)

Dasselbe folgt auch aus den Gleichungen (3) und (23) fUr Xo= O. Dann ist
niihmlich ~= 'Yj= 0, r. = r(Vr2 + S2 - r) Is, und die Gleichung (3) bekommt die
Form X2+ y2 + (Z_Q2 = 0 (z = r" x = 0, y = 0) wahrend in (23) wird k = k* = 0,
die elliptischen Integrale erhalten die Wene n/2, und die Funktionen Ao redu-
zieren sich auf sincp(=rl..Jr2+s2) bzw. sin~( =(s2-r2)/(s2+r2») [5]. Fur M
also folgt wirklich der Wert (24).

Wie man sieht, im Ausdruck (23) fUr die Flache erscheinen nichtelementare
Transzendenten, und nur fUr den Fall eines. geraden Kegels, druckt sich der
Flacheninhalt elementar aus. Dass kommt daher, weil sich die eUiPtische
Integrale nur fUr die Modulwerte 0 and 1 auf Elementiirwerte nl2 reduzieren
(Ao (~, 0) = sin~, Ao (~, 1) = 2 ~/n). Aber k und k* werden 0 nur fUr Xo= 0,
wiihrend sie den Wert 1 erhalten fUr S2= 0 oder h = 0, waS nicht in Betracht
kommt, da der Kegel zu einer ebenen Figur degeneriert. Indessen ist es dennoch
moglich, dass in der Formel (23) einzelne. Glieder fehlen konnen, so dass ein
so1cher Ausdruck einfacher wird. Das letzte Glied in (23) kann nie fehlen, weil fUr
r4 (2S2_X02) + r2 S2 (S2- 3Xo2) + S6 = 0 der Wert Xo

2= S2 (2r4 + r2 S2 + s4)/r2(r2 + 3 S2)
folgt, und dieser Wert ist grosser als S2, was wegen Xo<s unmoglich ist. Der
Koeffizient von K* kann indessen fUr s<r verschwinden. Ferner, fUr

ist
1

Y1 + k*
.

Fur einen so1chen Wert von ~ ist [3, Formel 151.01]

und der Ausdruck (23) wird einfacher. Der Wert
berechnet, da er kein besonderes Interesse bietet.

Ein interessanter Fall ist abet. r = s.

Dann fallen aIle Glieder, die e1liptische Integrale II Gattung erhalten, ab. Da
jetzt sin~=O ist, so wird Ao(O, k*)=O [3, F. 151:01].

von M selbst, ist hier nicht
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In den Kegeln in welchen r = s ist, sind samtliche Achsenschnitt.e recht-
winkelige Dreiecke, bei denen der Durchmesser der Kegelbasis die Hypotenuse
darstellt. Bezeichnet man den Winkel zwischen der Kegelachse und der Grundebene
mit iX, wegen h=rsiniX, xo=rcosiX, sr=2rcos(iXj2), s2=2rsin(iX/2), erscheilll
die Formel fUr M in einfacherer Gestalt

M = 8 r2 {7t[l-Ao (<p,k)]- 2Ksin ~ + K* sin iX},

k =
-.jcosrx

cos (rx/2)
, k* = cos iX, sin <p= cos (iX/2).
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