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390. SUR UNE INEGALITE CONSIDEREE PAR D. S. MITRINOVIC*
Tasko Savov

Nous considérons les fonctions
(1) @, ()= (1 —x7y" (p>0, m>0; 0<x<1),
(2) ¢z (x)=(1 —x9)" (g>0, n>0; 0<x<l).

Prof. D. S. MITrINOVIC [1] a proposé le probléme suivant: Y-a-t-il des
valeurs de x&(0, 1) pour lesquelles

@ (%) <g, (x); 9, (x)>9, (x)?
Prof. CHR. KARANICOLOFF [2] a prouvé qu’on a pour 0<<p<<q, 0<<m<n
(3) ¢, (%) <9, (x) (0<x<x'),
4 91 (%)>9, (x) (x'<x<1),
ol x'E(0, 1) est la racine de I’équation
@ (%)~ (x)=0.

De la démonstration du prof. KARANICOLOFF {voir [2] pages 160—161}
suivent les inéqalités

©) 91 (X0) <5 (%)
ol x,&(0, 1) est le zéro unique de

(6) @ (x) = (nq — mp) x? — ngx?~? 4 mp;
donc

@) ¢ (x,)=0, 0<x,<1;

on a aussi ;

(8) @ (x)>0, 0<x<<X,,

®) P()<0,  xp<x<1.

* Présenté le 15 janvier 1972 par R. P. Beesack et D. Apamovié.

47



48 T. Savov

En relation du probléme proposé, nous allous faire une amélioration
des inégalités (3) et (4).
Nous allons démontrer le théoréme suivant, sous les hypotéses

O0<p<y, O<m<n.
Si KO=M, ol x, est la racine de (6), alors:
9, (x0)

I. Pour 0<M <K, l'inégalité suivante est en vigueur
(10) ¢, (X)> Mo, (x) (0<x<1).
II. Pour K,<M <1 les inégalités suivantes sont en vigueur

P, (x)>Mo,(x) (0<x<x)),
(11) @, (X)<M o, (x) (% <x<xp),

1 (x¥)> M, (x) (x,<x<1),
ou x, et x, sont les racines de 1’équation
(12) e, (x)—Mo,(x)=0 (0<x,<x,<1).
III. Pour M =7, on a dans (0, 1)

@, (X)>M o, (x) (x#X,), @, (x0) =M ¢, (x,)-
Démonstration. De (5) il suit que K,= M< 1.
@, {xg)
Nous prenons la fonction auxiliaire
(13) fx)=In -2 0<M<1.

Mo,(x)’

En prenant en considération (1) et (2), on obtient

(14) f(x)=mlIn(l —xP)—nIn(1 —x2)—1In M,
d’ou '
(15) F®= = ()

(1—x7) (1—x9)
et @ (x) est présenté par (6).
De (15) et (7) nous avons f'(x)=0 (0<x<1) pour ¢(x)=0, c’est-a-dire
pour x=2Xx,.
De (15), (8) et (9) on conclut que
(x)<0, c.a.d. f(x) décroit pour 0<x<<x,,
(16)
S (x)>0, c.a.d. f(x) croit pour x,<<x<1.
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Oa vérifie facilemsnt que 'on a f(0)= —In M>0; f(1)=1limf(x)= + oo.
ot
Il s’en suit que I’équation f(x)=0 peut avoir 0 ou 2 racines réelles,
I. f(x)=0 n’a pas de racines rézlles en (0, 1). Alors

17 0, In-2D o
( ) f(x0)> > n MCPI_(XU)>
d’olr ’on obtient
(18) ) g
Mo, (x,)
(19) M<BE) _g
@, (x0)

Ainsi, si 'on a (19), alors f(x)>0 (0<x<1) et en antilogarithmant (13)
on obtient

(20) PO 1, (> Mey(x)  (0<M<K,).
Mo, (x)
II. f(x)=0 a deux racines réelles x, et x, (0<x,<x,<<1).
Alors,

Xx9)<<0, In -&g‘i—<0,
S () Mo, (x)

d’ou résultent les inégalités

l( {4 - 1 [
Q@1 RACONPS N Vou 1

>

Me, (xo) ®, (%)

M:is les racines de I’équation f(x)=0 sont les racines de I’équation (12)

sussi. Ainsi,
f(x)>0 (0<x<x)),

(22) S(0)<0 (x;<x<x,),
S(x)>0 (x,<x<1)
et en prenant en considération (13) et en antilogarithmant on obtient
¢, (x)>M o, (x) 0<x<x),
(23) @, () <M, (x) (2, <x<xp),
¢ (¥)>M o, (x) (x,<x<1),
ol x, et x, sont les racines de (12) et K,<<M<1.

IIT. f(x)=0 a une racine double dans (0, 1). Alors f(x,)=0 et par suite

P (Xo) —1, Cest-a-dire M,= @1 (x0) ]
Mg, (x,) 2169

Dans ce cas, on a f(x)>0 (x#x,), f(x,)=0 et par suite
P4 (x)>.M(P2 (%) (0<x<I, x#x,), 9, (%) =M o,(x,).

Avec cela le théoréme est démontré.
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