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387. EIN SATZ UBER UMORDNUNGS-UNGLEICHUNGEN*
Fugen Beck
1. Einleitung

Ausdriicke von der Form

(I) A(x9 y): = z F(xka yk)’

Py
bei denen die reellen Zahlen x,(k=1,..., n) aus einem Intervall I, die
ve(k=1, ..., n) aus einem Intervall I, fest vorgegeben sind, und die Funktion

F(x, y) auf dem Rechteck I, x I, definiert ist, sind im allgemeinen von der
gegenseitigen Anordnung der Z:.hlen {x;} und {y,} abhingig. 4(x, y) kann
moglicherweise n! verschiedene Werte annehmen. Denkt man sich etwa die
Punktmenge {y,} nach wachsender Grife angeordnet — wir bezeichnen die
umgeordneten Zwzhlen mit {yi}, setzen also

(1) Vi={yt,..., ya} mit yi<...=y,

dann gehort im allgemeinen Fall zu dieser Anordnung eine ganz bestimmie
Anordnung der {x,}, etwa die Anordnung (Xoy5 -+ - xcn), bei der A(x, y) sei-
nen kleinsten Wert, und eine Anordnung (Kags oo s x.,), bei der A(x, y) sei-

nen gréBten Wert annimmt. Umordnungs-Ungleichungen sind also von der Form
i 1 n r’ 2& ’

(II) z F(xok’ yk)é Z F(xk’ J/k)§ Z F(x'rk, yk)'
k=1 k=1 k=1

Das einfachste Beispiel ist das innere Produkt i X, Y., das von POLYA und
k=1

SzeGo anldBlich der Umkehrung der CAucHy.chen Ungleichung untersucht

worden ist (vgl. [9] S. 57 Aufgabe 92 mit Losung S. 213/214 und [3] S. 261 ff.).

Bezeichnet man die nach abnehmender Gréfle geordnete Punktmenge {x,} mit

2 x={xl,..., xa} mit xizx;z-..-2x,

* Vorgelegt am 20. I 1972 von D. S. MrTRINOVIC.
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32 E. Beck

wiihrend x’' analog zu (1) die nach wachsender Grife geordnete Punktmen-
ge {x,} ist, dann gilt

n n n
(3) S XS Y 4= > Xy (20, yiez0),
k=1 k=1 k=1

d. h. der Ausdruck z X, ¥, nimmt seinen groBten Wert an, wenn die beiden

Punktfolgen x und y glelchlaufend geordnet sind, und seinen kleinsten Wert,
wenn x und y gegenlaufend geordnet sind. (Wegen dieser Bezeichnungen vgl.
etwa [6], S. 10).

Eine (3) entsprechende Ungleichung, die wohl zuerst von H. D. RUDERMAN
([8]; vgl. auch A. QppeNHEIM [7] und H. MINC [5]) bewiesen worden ist, ist
die folgende:

C) T Cok+v0) ST G+ =TT *E+2k) (%20, ¥ 20).
k=1 k=1 k=1

D. LonpoN [4] hat gezeigt, daB diese beiden Ungleichungen Sonderfille allge-
meinerer Umordnungs-Ungleichungen sind, bei denen eine Funktion f(z) von
einer Verdnderlichen vorkommt. Im folgenden wird ein einfacher Satz herge-
leitet, der sich auf die in (I) vorkomm:nde Funktion F(x, y) von beiden
Verdnderlichen bezieht, und der es u. a. erlaubt, die erwdhnten Umordnungs-
-Ungleichungen durch Spezialisierung zu gewinnen.

2. Der allgemeine Satz

Satz. F(x, y) besitze im Rechteck I, xI, partielle Ableitungen erster Ordnung

und eine partielle Ableitung zweiter Ordnung .
o0x oy

a) Ist im ganzen Rechteck =0, dann wird das Maximum (Minimum) von

0x0y
A(x, y) bei gleichlaufend (gegenlaufend) geordneten Punktmengen x, y ange-

nommen, d. h. es gilt

ar) S F(h Y S Fle 3 S S Fxin 3.
k= k=1 k=1

2

F =0, dann wird das Maximum (Minimum) von
0x 0y
A(x, y) bei gegenlaufend (gleichlaufend) geordneten Punktmengen x,y ange-

nommen, d. h es gilt

o} Ist im ganzen Rechteck

(1) Z F(xk, yi)< } F (x> Yi) < z F(xi» Yi)-

k=1
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2
5 f; #0, dann gilt das Gleichheitszeichen 1) auf der
X9y

linken Seite von (1I') (bzw. (I1")), wenn die {x,} gegenlaufend (gleichlaufend)
angeordnet sind, und auf der rechten Seite, wenn die {x,} gleichlaufend (gegen-
laufend) angeordnet sind; 2) sowohl links als auch rechts, wenn alle x, oder
alle y, einander gleich sind.

¢) Ist im ganzen Rechteck

Beweis. Wir betrachten die Auswirkung einer Vertauschung zweier x-Werte

und setzen
G(x): =F(x, ym)—F(x, yr) mit k<m,

Dann ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
G () =G () = (=30 [ 37 & ¥~ 5= & 2]
und nach nochmaliger Anwendung

®) G () = G (50 = (%= ) (= Y0)

F
% ()]

mit einer zwischen x, und x, liegenden Zahl £ und mit 4&(yk, y). Schreibt
man (5) ausfiih:lich und in der Form

[F(Xp> Ym)+F Xy YOl —[F Xk Ym)+ F (%, ¥i)
F
oy(i, ),

’ ’ ()2
:(xm—xk) ()’m—.}’k)
ox

so ergeben sich sofort die Behauptungen a) und b) des Satzes. Ist nimlich
2
2.B. 2E (&, 4)=0, so ergibt sich
0x0y

F( ym)+F(xk: yk)ZF(xka ym)+F(xm7 yk) fur xk(sx m?
)
d. h, bei gleichlaufender Anordnung ergibt sich der groBsre Wert, bei gegen-
laufender Anordnung der kleinere Wert.

Damit A4 (x, y) unverdndert bleibt, ist im Falle

x Oy
hinreichend, daB fiir Jedes Indexpaar (k, m) diz Ausdriicke F(x,, ym)+F (Xe> Vi)
und F(xy, ym)-+F(x,, yi) einander gleich sind. Dizs ist aber nur in den in ¢
2) angegebenen Fillen moglich; in allen andern Fillen ist die rechte Seite in
(5) mindestens einmal von Null verschisden. Die unter ¢ 1) angegebenen
Fille sind ebenfalls trivial; in dem Awusdruck in der Mitte von (II') bzw.
(I1”) sind die x und y dann jeweils gerade so angeordnet, daB sich entweder
das Maximum oder das Minimum von A(x, y) ergibt.

F#O notwendig und

3. Beispiele

Bei den folgenden Beispielen wird angenommen, daB die auftretenden allge-
meinen Funktionen die Forderungen des Saitzes hinsichtlich der Existenz der
partiellen Ableitungen erfiillen. Bei den auftretenden speziellen Funktionen sind
diese Forderungen erfiillt.

3 Publikacije Elektrotehnitkog fakulteta



34 E. Beck

a) Bei dem von POLYA und SzeGg6 behandelten inneren Produkt ist F(x, y)=xy, also
0*F

o0x0y
dabei sehr wohl auch negativ sein.

=1. Nach unserem Satz gilt also stets die Ungleichung (3); die {x;} und {y;} konnen

2

b) In dem allgemeineren Fall F(x, y)=f(x) g (») ist

F
=f (X g . Ist f'(x)g (=0
ox 0y (<)

in I, xI,, so ergeben sich die Ungleichungen

©6) SreGRE S fEes > f(x) g (vi)-
k=1 (C2 P =1

2

F
©) Ist F(x, y)=f(xy), dann ist %0 =f"(xy) +xpf""(xy). Ist z: =xy und ist die Funktion
xoy

[’ @) +zf" (2)=0 in einem Intervall I,, dann gilt fiir alle x€1,, y€I, mit xycl,
(<)
n * ’ i ’ n ’ ’
@) > flryds D fayds D fxen)-
k=1 )=t >)kI1

Die Bedingung iiber f(z) kann auch so gefaBt werden: die Funktion f(e¥) soll konvex (konkav)

sein fiir alle #-Werte mit e?c/,.
2

0
d) Setzt man F(x, y)=log|x+y]|, so ist 3
x

tervall, in dem log|z| stetig ist, dann gilt fiir alle x&l,, yCI, mit x+ycl,

3 =—(x+y)"2<0, Ist z: =x+y und I, ein In-

n

n n
(8) TT 0 %kt wel < TT Voo 1T T x4k -
k=1 k=1 k=1

Dies sind i.w. die von RUDERMAN [8] angegebenen Ungleichungen (4).
e) FEtwas allgemeiner ergibt sich fir F(x, y)=f(x+y) ,unter der Voraussetzung, daB
2

2F
=f" (x+y)=0 ist fir (x, y)EIL, x I,
(<)

o0x0y
n » ’ n ’ n ’ ’
© D Gy D flgryds D )
k=1 ) k=1 >) k=1
. . .. O*F
f) Fir F(x, y)=xlog(1+y) (x&I, mit beliebigem I, [y>0) ist 3 ()y=l/(1 +¥)>0. Daher
x
gilt
i ) n ’ id + ’
10 IT a+yk =TT Qamye =TT (+m) %
k=1 k=1 k=1
g) Ist F(x, y)=x¥ (x>1, y>0), dann ist Py =x¥-1(1+ylog x)>0. Es gilt daher
x 0y
n * 0 s ’ n ot
an D k= D xTks D x ke
k=1 k=1 k=1

1

Die folgenden Beispiele lassen sich zwar mit der Substitution #;:=x,"" auf friihere

zuriickfiihren; sie konnen aber ebenso einfach direkt hergeleitet werden.
h) Bs sei F(x,»)=y/x (y&€I, mit beliebigem I,, xcI, mit 0d-I,), dann gilt wegen
0*F

=—x"2<0

o0x 9y
n

’ ’ n
Yk Yk Yk
(12) D=2 G2 Tr.
k=1%k k=1%k k=1%k
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) . . y\ . OF a1 2N 2 ey 2

i) Etwas allgemeiner sei F(x, y)=f|1+—) mit =—Xx fIlr+=}+=f"1M+=]1.
x 0x 0y x x- \  x

Das Intervall I, enthalte nicht den Nullpunkt; fiir die Funktion f(1+z) gelte im Intervall

1, (mitlelz) Fd+2)+2f" (1 +2)=0, dann ist
x (<)

) k}ij]f(ny—') Zf(1+y—;‘) Zf(1+._.)

X /( (=1 Xk

Diese Ungleichungen sind dieselben wie bei D. LoNDoN ([4], S. 750); die Voraussetzungen
sind jedoch ein wenig verschieden. Die {x;} und {y,} brauchen hier nicht unbedingt posi-
tiv zu sein; dagegen werden bei D. LoNDON keine Ableitungen benétigt.

?*F
J) Setzt man schlieBlich F(x, y)sf(—{) mit =—x"2f (1)+—¥—f"(1> , so gilt fir
X 0x 0y X X X

jedes Intervall I,, das den Nullpunkt nicht enthilt, und fiir jedes Intervall I, (mit 1EIZ s
x
auf dem f' (2) +zf"' (z)gO ist,
(<

S 50)5 )

Diese Ungleichungen sind Gegenstand des zweiten Satzes von D. LoNDpoN ([4], S. 752). Auch
hier bestehen dieselben Unterschicde hinsichtlich der Giiltigkeit wie bei i).
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