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387. EIN SATZ VBER UMORDNUNGS-UNGLE[CHUNGEN*

Eugen Beck

1. Einleitung

Ausdriicke Yon der Form

(1)
n

A (x, y) : = L F(Xk' Yk),
k=l

bei denen die reellen Zahlen xk(k= I,
'"

, n) aUs einem Intervall Ix, die
vd k = 1, . .. , n) aus einem Intervall Iy fest vorgegeben sind, und die Funktion
F(x, y) auf dem Rechteck Ix x IJ' definiert ist, sind im allgemeinen Yon der
gegenseitigen Anordnung der Z~hlen {xd und {Yk} abhangig. A (x, y) kann
moglicherweise n! verschiedene Werte annehmen. Denkt man sich etwa die
Punktmenge {Yk} nach wachsender GrojJe angeordnet - wir bezeichnen die
umgeordneten ZcLhlen mit {y,,}, setzen also

(1) y' : = {yj, .. . , y~} mit Yl ~ . . . ~ Y~,

dann gehort im allgemeinen Fall zu dieser Anordnung eine ganz bestimmte
Anordmmg der {xd, etwa die Anordnung

(X"l'''' x"n)' beider A(x,y) sei-
nen kleinsten Wert, und eine Anordnung (xT!, . . . , xTn)' bei der A (x, y) sei-
nen groBten Wert annimmt. Umordnungs-Ungleichungen sind also yon der Form

(II)
n n n

2: F(X"k' y,,)~ L F(Yk' Yk)~ 2: F(XTk' Yk)'
k=l k=l k=l

n
Das einfachste Beispiel ist das innere Produkt 2: XkYk' das von P6LYA und

k=l
SZEGO anUiBlich der Umkehrung der CAUCHYcchen Ungleichung untersucht
worden ist (vgl. [9] S. 57 Aufgabe 92 mit Losung S. 213/214 und [3] S. 261 ff.).
Bezeichnet man die nach abnehmender GrojJe geordnete Punktmenge {Xk} mit

(2) * { * *}x : = Xl , Xn mit Xi~X2~"'~X:,
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32 E. Beck

wahrend x' analog zu (1) die nach wachsender Groj3e geordnete Punktmen-
ge {Xk} ist, dann gilt

(3)
n n n

L XkYk~ L XkYk~ L XkYk
k=l k=l k=l

n
d. h. der Ausdruck L XkYk nimmt seinen groBten Wert an, wenn die beiden

k=l
Punktfolgen x und Y gleichlaufend geordnet sind, und seinen kleinsten Wert,
wenn x und y gegenlaufend geordnet sind. (Wegen dieser Bezeichnungen vgl.
etwa [6], S. 10).

Eine (3) entsprechende Ungleichung, die wohl zuerst von H. D. RUDERMAN
([8]; vgl. auch A. OPPENHEIM[7] und H. MINC [5]) bewiesen worden ist, ist
die folgende:

(4)
n n n

TI(Xk + Yk) ~ TI(Xk + Yk) ~ II (Xk + Yk)
k=l k=l k=l

(Xk~O, Yk~O).

D. LONDON[4] hat gezeigt, daB diese beiden Ungleichungen Sonderfalle allge-
meinerer Umordnungs-Ungleichungen sind, bei denen eine Funktion fez) von
einer VeranderIichen vorkommt. 1m folgenden wird ein einfacher Satz herge-
leitet, der sich auf die in (I) vorkomm~nde Funktion F(x, y) von beiden
VeranderIichen bezieht. und der es u. a. erlaubt, die erwahnten Umordnungs-
-Ungleichungen durch Spezialisierung zu gewin.nen.

2. Der allgemeine Satz

Satz. F(x, y) besitze im Rechteck

und eine partielle Ableitung zweiter

Ix x Iy partielle Ableitwlgen
02F

Ordnung -.
oxoy

erster Ordnung

02F
a) 1st im ganzen Rechteck -~O. dann wird das Maximum (Minimum) von

oxoy
A (x, y) bei gleichlaufend (gegenlaufend) geordneten punktmengen x, y ange-
nommen, d. h. es gilt

n n n

L F(Xk' Yk) ~ I F(Xk' Yk) ~ L F(Xk' Yk).
k=l k~l k=l

02F
0;' 1st im ganzen Rechteck - ~ O. dann wird das Maximum (Minimum) von

oxoy
A (x, y) bei gegenlaufend (gleichlaufend) geordneten Punktmengen x, y ange-
nommen, d. h es gilt

(II")
n n n

L F(Xk' Yk)~ L: F(Xk' Yk)~ L F(Xk, Yk).
k=l k=l k=l
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c) 1st im ganten Rechteck
i)2F

*0, dann gilt das Gleichheitszeichen 1) auf der
i)x i)Y

linken Seite von (II') (bzw. (II")), wenn die {Xk} gegenlaufend (gleichlaufend)
angeordnet sind, und auf der rechten Seite, wenn die {Xk} gleichlaufend (gegen-
laufend) angeordnet sind; 2) sowohl links als auch rechts, wenn aUe Xk oder
aUe Yk einander gleich sind.

Beweis. Wir betrachten die Auswirkung einer Vertauschung zweier x-Werte
und setzen

G(X): =F(x, y;")-F(JC, Yk) mit k<m.

Dann ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

G(Xm)-G(Xk)=(Xm-Xk)[~: (~, Y;")-:: (~, Yk)],

und nach nochmaIiger Anwendung

(5) G(xm)-G(Xk)=(Xm-Xk)(Y;;'-Yk)
iJ2F

(~,"1))
iJxiJy

mit einer zwischen Xk und xm liegenden Zahl ~ und mit "1)E (Yk, y;"). Schreibt
man (5) ausfUh:Iich und in der Form

[F(xm' Y;")+ F(Xk' Yk)] - [F(Xk' Y;")+ F(xm' Yk)]

= (Xm-Xk)(Y;"-Yk) iJiJ::y(~' "1),

so ergeben sich sofort die Behauptungen a) und b) des Satzes. 1st namlich

z. B.
iJ2F

(~,"1) ~ 0, so ergibt sich
iJxiJy

F(xm' y;")+F(Xk' Yk)~F(Xk' y;")+F(xm' Yk) fUr xk~xm'
«) 'c'~j (»

d. h. bei gleichlaufender Anordnung ergibt sich der gr6Bere Wert, bei gegen-
laufender Anordnung der kleinere Wert.

Damit A (x, y) unverandert bleibt, ist im FaIle
iJ2F

*0 notwendig und
iJxiJy

hinreichend, daB fUr jedes Indexpaar (k, m) die AU5driicke F(xm' y;")+F(Xk' Yk)
und F(Xk' y;")+F(xm, Yk) einander gldch sind. Di~s ist aber nur in den in c
2) angegebenen Hillen m6gli:.:h; in allen andern Fallen ist die rechte Seite in
(5) mindestens einmJ.J von Null verschieden. Die unter c 1) angegebenen
FalIe sind ebenfalls trivial; in dem Ausdruck in der Mitte von (II') bzw.
(II") sind die x und y dann jeweils gerade so angee>rdnet, daB sich entweder
d,,-s Maximum oder das Minim-Jm von A (x, y) ergibt.

3. Beispiele

Bei den folgenden Beispielen wird angenommen, daB die auftretenden allge-
meinen Funktionen die Forderungen des Sitzes hinsichtIich der Existenz der
partiellen Ableitungen erfiillen. Bei den auftretenden speziellen Funktionen sind
diese Forderungen erfiiJlt. .
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34 E. Beck

a) Bei dem yon P6LYA und SZEGO behandelten inneren Produkt ist F(x, y)==xy, also
o2F

- = 1. Nach unserem Satz gilt also stets die Ungleichung (3); die {Xk} und {Yd k6nnen
oxoy
dabei sehr wohl auch negativ sein.

02 F
b) In dem allgemeineren Fall F(x, y)==f(x)g(y) ist -=j'(x)g'(y). 1st j'(x)g'(y)"?;,O

oxoy «)
in Ix x Iy, so ergeben sich die Ungleichungen

n n n

L f(xZ)g(y~)~ L f(Xk)g(y~)~ L f(x~)g(y~).
k=l (»k=l (»k=l

c) 1st F(x,y)==f(xy), dann ist
02F

=j'(xy) + xyf" (xy). 1st z:~xy und ist die Funktion
oxoy

j' (z)+zf" (z)"?;,O in einem Intervall Iz, dann gilt flir aile xE1x' YEIy mit xYEIz
«)

(6)

(7)
n n n

L f(xZy~)~ L f(XkY~) ~ L f(x~y~),

k=l (»k=l (»k=l

Die Bedingung tiber f(z) kann auch so gefaBt werden: die Funktion f(eu) soll konvex (konkav)
sein flir alle u-Werte mit eUEIz.

02F
d) Setzt man F(x, y) = log Ix+ yl, so ist -= -(x + y)-2<0, 1st z: =x+ y und Iz ein In-

oxoy
tervall, in dem log Iz I stetig ist, dann gilt flir alle xEIx, YEIy mit x + YEIz

n n n

I11 x~+ y~ I~ I11 xk + y~ I~ I11 xZ + y~ I .
k=l k=l k=l

Dies sind i. w. die yon RUDERMAN [8] angegebenen Ungleichungen (4).
e) Etwas alJg{meiner ergibt sich flir F(x, y)==f(x+ y) ,unter der

02 F
-=f" (x+ y)"!;;;,Oist flir (x, y)EIx x Iy,ox oy «)

(8)

Voraussetzung, daB

n n n

L f(xZ+y~)~ L f(Xk+y~)~ L f(x~+y~),
k=l (»k=l (» k=l

02 F
f) Ftir F(x, y)==x log (1 + y) (xEIx mit beliebigem Ix, !y>O) ist - = 1/(1 + y»O. Daher

oxoy
gilt

(9)

(10)
n n n ,

I1 (1 + y~)Xk ~ I1 ( 1 + y~)Xk ~ I1 (1 + y~) Xk .
k=l k~l k=l

02Fg) 1st F(x,y)==xY (x>l, y>O), dann ist -=xY-l(l+ylogx»O. Es gilt daher
ox oy

n n n

L xZY'k~ L: XkY'k~ L: X~Yk.
k=l k=l k=l

Die folgenden Beispiele lassen sich zwar mit der Substitution tk: =x;l auf friihere
zuriickflihren; sie k6nnen aber ebenso einfach direkt hergeleitet werden.
h) Es sei F(x, y)==y/x (YEIy mit beliebigem Iy, xEIx mit OEE/x), dann gilt wegen

02 F
-=-x-2<0ox oy

(11)

(12)
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i) Etwas allgemeiner sei F(X,Y)'='f (I+~ ) mit
(}2F

=-X-2 [1' (1+~ )+~/"(I+~ )] .
x ox oy x x \ x

Das Intervall Ix enthalte nicht den Nullpunkt; fUr die Funktion f(1 + z) gelte im IntervalI

Iz (mit ~ Elz ) 1'(1 +z)+z/" (1 +z)~O, dann ist
x «)

(13)

Diese Ungleichungen sind dieselben wie bei D. LONDON ([4], S. 750); die Voraussetzungen
sind jedoch ein wenig verschieden. Die {xk} und {yd brauchen hier nicht unbedingt posi-
tiv zu sein; dagegen werden bei D. LoNDON keine Ableitungen ben6tigt.

j) Setzt man schlieBlich F(x, Y)'='f(~) mit
o~:y =-X-2[1'(~)+: /"(:)]. so gilt fUr

jedes Intervall lx, das den Nullpunkt nicht enthiiIt, und fUr jedes Intervall Iz(mit : Elz),

auf dem I' (z)+z/" (z)~O ist,
«)

n

(
'
)

n

( ' )
n ' )2f~"-:S; 2f~ :S;L.f~.

k=l x~ (»k=l xk (»k=l (xZ

Diese Ungleichungen sind Gegenstand des zwdten Satzes van D. LONDON ([4], S. 752). Auch
hier bestehen dieselben Unterschicde hinsichtlich der Gliltigkeit wie bei i).
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