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382. COMPLEMENTS AU TRAITE DE MITRINOVIC, II
SUR QUELQUES INEGALITES INTEGRALES*

Borislav Crstici et Gheorghe Tudor

1. 11 est bien connue Iinégalité de FEIER-JACKSON [1]

daf n :
W e®=3 >0, 0<x<m
k=1
En méme temps avec P’inégalité (1) on a aussi
daf n
@ h= 3 (-2 0, o< <.
k=1
De méme il est bien connue I’inégalité de W. A. YouNG [1]
df % coskx
3) LE=1+3% >0, 0<x<n ({y(x)=1).
k=1

En méme temps avec l'inégalité (3) on a aussi

. df n
“ b () =1+ 3 (= 1k >0, 0<x<r.
K=1
Lemme 1. Soient u, (k=1,...,n+1) des nombres réels tels que
5) wzu,, >0 (k=1,..., n).
Alors nous avons linégalité
(6) O, ()= z : sm"">0, 0<x<m.

Pour démontrer cette afirmation, d’ailleurs connue, il suffit d’écrire
n
D,(x) =3 (y— Uy 1) Pre (X) + Uy 1 P (X).
k=1

* Présenté le 20 juin 1971 par P. M, Vasié.
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Lemme 2. Soient u, (k=1,..., n+1) des nombres réels tels que

N Uy, <0, typ—y = qukl = Uy oy (k=l, e ['%1.])

Alors nous avons Iinégalité (6).

Pour la démonstration nous écrivons

D,(x) =3 (—DF 1+, ) b () + (= 1)ty § (%)
k=1
Corollaire 1. - Soient #,:10, =[ > R des fonctions dont les valeurs pour Vx
vérifient une des conditions (5) ou (7). Alors on a linégalité
df n

(®) F,(x)= Zl Uy ()

k=

sin kx

;A >0, 0<x<m.

Lemme 3. Soient u, (k4= 0,1,...,n+1) des nombres réels tels que
9) wzu,,,>0 (k=0,1,..., n).

Alors on a linégalité

df n
(10) ¥, () =t+ S # ,°°Sk’”‘>0, o<x<m.
- k=1

Pour démontrer cette affirmation, qu’on peut d’ailleurs déduire facilement
d’un résultat .di a L. VieToris [1], il suffit d’écrire

W) = S (=t ) M () iy 2y ()
k=0

Lemme 4. Soient u, (k=0,1,..., n+1) des nombres réels tels que

. 1
(11) Upper <05 Uy = [y | 2 ey 2>0 <k=0’ cees [%])
Alors nous avons Pinégalité (10).

Pour la démonstration nous écrivons

¥, (x) = i (= DF et they ) e )+ (= 1) g 2, (%),
k=0

Corollaire 2. Soient u,:10, =[ >R des fonctions dont les valeurs pour Vx
vérifient une des conditions (9) ou (11). Alors on a linégalité

cos kx

p >0, 0<x <.

df n
(12) G, ()=t () + 3 1, (x)
k=1

2. Soit maintenant # une fonction définie sur ]0, =[, telle que |u(x)|=1,
u(x)#0, Vx&]0, =[. Alors les fonctions w, (x) =u*—1(x) vérifient les conditions
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du corollaire 1. De méme les fonctions u, (x)=u*(x) vérifient les conditions du
corollaire 2. Nous avons donc les inégalites

sin kx

(13) f,,(X)cz nz w1(x) >0, 0<x<m,

k=1

cos kx

(14) g,,(x)_1+ S u(x) —— >0, O<x<m.

Dans la suite nous supposons la fonction y dérivable. Nous avons

(15) [e () £, X)) =’ (%) i w1 (x) sin kx + u (x) i w1 (x) coskx
k=1 ;

K=1
=u' (x)S, (x, u) +u(x) C, (x, w),

(16) [g, (X)) =1’ (%) C,, (x, u) — u(x) S, (x, u),
avec ’
_wrtl (x)sinnx—un (x)sin (n+ 1) x + sinx
(17) Sa (%, 1) = w? (x)—2 u (x) cos x + 1 ’
(18) - C.(x, u)= un*! (x) cos nx—ut (xycos(n+1)x +cos x—u (x)

W (x)—2u(x)cos x+1
En intégrant dans (15) et (16) nous déduisons le

Théoréme. Soit u une fonction définie sur 10, =[, dérivable et telle que lu(x)| =1,
u(x)#£0, Vx&10, w. Alors on a les inégalités intégrales

(19) f[u (1) S, (£, u()) +u(t) C,(t, u(2))) dt >0,

(x)

(20) f[u (t)C, (1, u(t)) u(®)Ss, (t,u(t))] dt+1+ Z “ (O)

pour 0<x<m.

3. Nous allons maintenant déduire du notre théoréme quelques inégalités inté-
grales particuliéres, & notre avis intéressantes et avec les possibilités pour des
applications.

I. En prenant u(x)=2cosx, g =x<—, nous obtenons de (19)

ki3
2
x

(21) fcos"tcosntdt>i, Teox<X,
H 3 2

II. Pour u(x)=2cosx, %<x gij, nous obtenons de (19)

X

(22) fcos"tcos ntdt<>, —<x <ir

o > 3
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III. En prenant u(x)=2cosx, % =x éz—: , nous obtenons de (20) I'iné-

galité intégrale

X
. 1 2k-n-1
(23) fcos"ts1nntdt< + Z , —ﬂ—gxgz—n.
0 k=t ok 3 3
REMARQUE. Soit
X
Ly (X) = f cos™ ¢ sin nt dt.
0
On a la formule de récurence
l—cos”xcosnx 1
Ingn (x)= B P +7 Ly 1y n~1 (%)
d’on il résulte facilement
In,n (x) >0.
Nous avons donc
P 1 & 2k-m-t ©_ 2m;
23’ 0< [cos*tsinntdt<——+ _—, —SXx=—.
@5 Jeosntsinnt dr <z ,Z:, k 3=

0

IV. A laide de la fonction u(x)= 5 : , on obtient du notre théoréme
Cos x

les inégalités intégrales suivantes:
X

24 cosnt -1 kd
(24) cosntdth" X 0<x§3,

X

f“’s "= o1y, 23—"§x<rc,

(25)

cosh ¢

x
R oon-k-1

26 sin-nt e secx
(26) fcos"tdt>2 Yn = —IZI > 0<x<m.

Nous remercions D. S. MITRINOVIC pour les conseils donnés.
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