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INTRODUCTION

1. Les equations fonctionnelles constituent une partie importante de
l'analyse mathematique, mais elles ne figurent pas dans les traites d'analyse
comme un chapitre it part, it cause des difficultes de classification et it cause
du defaut de methodes generales pour determiner les solutions.

Les premieres equations fonctionnelles sont rencontrees dans les oeuvres
de quelques analystes du 18 siecle: J. D'ALEMBERT, L. EULER, P. S. LAPLACE,
J. L. LAGRANGE,A. M. LEGENDRE,G. MONGE, etc; leurs recherches concernaient
surtout les equations aux differences finies, bees dans la plupart des cas aux
problemes d'interpolation. Les bases et les etudes fondamentaux sur les equ-
ations fonctionnelles ont ete effectuees durant Ie XIXe siecle, surtout par
Ie mathematicien fran~ais A. L. CAUCHY, Ie norvegien N. H. ABEL et par
l'anglais C. H. BABBAGE.II faut rappeler aussi les recherches importantes de
K. WEIERSTRASS,S. D. POISSON, G. DARBOUX, E. SCHRODER, P. ApPEL,
G. KOENIGS,L. LEAU, C. BOURLET,etc.

Le debut du Xxe - siecle est domine par les travaux de G. HAMEL,
H. W. PEXIDER,R. SCHIMMACK,M. FRECHET,H. POINCARE,E. PICARD,W. H.
WILSON, A. R. SCHWEITZER,P. MONTEL, etc.

Durant les 30 dernieres annees, Ie nombre des travaux et des mathe-
maticiens specialistes en equations fonctionnelles s'est accru d'une maniere
considerable. A present, dans quelques pays, il y a de vrais centres de recherche
en equations fonctionnelles, diriges par des mathematiciens bien connus. II y
en a par exemple en Yougoslavie, en Pologne, en Hongrie et on voit un com-
mencement de formations en Roumanie et au Canada. Bien sur, on a publie
et on continue de publier des oeuvres importantes dans ce domaine, aussi dans
d'autres pays, mais faute d'espace, nous ne pouvons pas nous permettre de
faire une analyse plus detaillee.

II y a quatre traites sur les equations fonctionnelles: 1° E. PICARD:

Le(:ons sur quelques equations fonctionnelles. Paris, 1928; 2° M. GHERMANESCU:
Ecuafii funcfionale, Bucure~ti, 1960; 3° J. ACZEL: Vorlesungen iiber funktional-
gleichungen und ihre anwendungen. Basel, 1961, ou Lectures on functional equations
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and their applications. New York, 1966; 4° M. KUCZMA: Functional equations
in a single variable. Warszawa, 1968; 5° Il faut rappeler aussi la tres appreciee
monographie de M. KUCZMA: A survey of the theory of functional equations.
Beograd, 1964.

2. L'approfondissement qualitatif de la theorie des fonctions a eu des
consequences importantes pour l'etude des equations fonctionnelles. D'un cote,
on avait etudie les equations fonctionnelles connues sous de nouveaux aspects,
ainsi par exemple, les fonctions composantes supposees d'etre, non seulement
derivables ou continues, mais aussi mesurables, bornees, admettant une
majorante, etc., par consequent, a la determination des solutions, se sont
imposees aux fonctions des conditions de plus en plus faibles, parfois tres
generales.

D'autre part de nouvelles equations venaient d'etre introduites. On a
essaye une caracterisation fonctionnelle des differentes fonctions elementaires
autres que celles introduites par A. L. .CAUCHY et D'ALEMBERT. Ainsi a ete
effectuee, en formes variees, la caracterisation fonctionneIle: des poJynomes,
des fonctions trigonometriques, hyperboliques, de certaines fonctions speciales,
de l'equation de l'associativite, de l'autodistribution, de la bisymetrie, de la
transitivite, des equations liees a l'homogeneite, des equations cyc1iques, itera-
tives, des equations liees a la theorie des moyennes, de la theorie de l'infor-
mation, des equations fonctionnelles matricielles, des equations fonctionnelles
dHinies par des structures algebriques, enfin des equations caracterisant cer-
taines courbes et surfaces.

.
Nous devons mentionner qu'a present des etudes

interessantes sont effectuees sur l'existence des solutions de certains types
d'equations, etc.

Les etudes mentionnees se rapportent a des fonctions reelles d'une ou
plusieurs variables, les equations comprenant une ou plusieurs fonctions
inconnues. Des etudes interessantes ont ete realisees aussi sur les equations
fonctionnelles comprenant des fonctions complexes.

3. La theorie des equations fonctionnelles, a son tour, a impulsionne
Ie developpement de plusieurs branches des mathematiques, nous pensons en
premier lieu a la theorie des objets geometriques, branche des mathematiques
aujourd'hui en plein developpement dans laquelle les equations fonctionnelles
jouent un role important. Dans la geometrie projective on rencontre des equa-
tions fonctionnelles, par exemple, a l'etude de la correspondance projective
entre les elements des varietes de premiere espece (unidimensionelles), ainsi
que dans des problemes de geometrie non-euc1idienne ou dans la theorie des
groupes conti nus finis. Dans la mecanique, de meme que dans la physique,
on rencontre des equations fonctionneIles, par exemple, dans Ie probleme de
la composition de plusieurs forces concurrentes, faisant un nombre minimal
d'hypotheses, etc.

4. Dans Ie present travail, que nous proposons pour these de doctorat,
nous nous occupons d'equations fonctionnelles comprenant plusieurs fonctions
inconnues, a une ou plusieurs variables.

Partout nous considerons seulement les fonctions reelles et les variables
reelles. En general les fonctions sont supposees continues ou mesurables. La
methode appliquee est celle de l'analyse classique, malgre que certains problemes
se pretent a une presentation differente.
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Le travail comprend les chapitres suivants:

O. Introduction;

1. Equations fonctionnelles lineaires a une seule variable;
2. Equations fonctionnelles non-lineaires it une seule variable;
3. Equations fonctionnelles it plusieurs variables;
4. Equations fonctionnelles definissant des fonctions trigonometriques;
5. Equations fonctionnelles definissant des polynomes;
6. Bibliographie.

*
* *

II est de mon devoir de remercier Mr. Ie Professeur Dr. D. S. MITRI-
Novrc pour l'appui accorde it la redaction de cette these, pour ses encour-
agements et enfin pour avoir accepte ce travail comme these de doctorat.

1. EQUATIONS FONCTIONNELLES LINEAIRES COMPRENANT PLUS lEURS
FONCTIONS INCONNUES A UNE SEULE VARIABLE

1.1. L'equation fonctionnelle de CAUCHY

f(x+ y) =f(x) +f(y)

a fait l'objet de nombreuses recherches et a ete generalisee de diverses manieres
et dans divers sens.

Dne extension a ete faite par J. V. PEXIDER [17] Ie premier qui avait
observe que l'equation it trois fonctions inconnues

(1.1) f(x+y)=gtx)+h(y)

contient des informations suffisantes pour pouvOlr determiner l'ensemble de
ses solutions.

Dans ce qui suit, no us allons etudier des generalisations de l'equation
fonctionnelle (1.1), ainsi que d'autres equations fonctionnelles lineaires com-
prenant plusieurs fonctions inconnues.

1.2. La solution generale mesurable ou continue de l'equation fonctionnelle

( 1.2)

est donnee par

f(x)=cx+a, +G2+" . +an, f1(x)=cx+al"'" fn(x)=cx+an

oil 01' . . . , an sont des constantes reelles arbitraires.

En effd, en faisant dans (1.2), successivement n-I variables egales it
zero. no us obtenons
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oil aj = J; (0). Avec celles-ci, l' equation (1.2) devient
f(Xl +X2+ . . . +xn)=f(xJ+f(X2)+ . . . +f(xn)-(n-l)(al +a2+ . . . +an)

equation qui est de forme

f(Xl+X2+'.. +Xn) =f(Xl) +f(X2) + .. . +f(xn)+C

qUI a comme solution generale mesurable ou continue

(n> 1)

c
f(x)=cx--

n-l
oil C est un constante arbitraire.

On demontre facilement les suivantes:

10 L'equation fonctionnelle

a comme solution generale
c cf(x)=cx+al+... +an--, J;(x)=cx+aj---,

n-l n-l
(i = 1, . . . , n).

20 L'equation fonctionnelle

a solution generale
cf(x) =cx+al + . . . +an, fi(x)=-x+aj
k

(i=l,...,n)

dans lesquelles c et al, . . . , an sont constantes arbitraires.

(1. 3)

1.3. L'equation fonctionnelle

f(XlX2.. .xn) =h(Xl) +f2(X2) + ... +fn(xn)

ou les fonctions sont mesurables (continues), et xl' . .. , xn>O, a comme solu-
tion generale

f(x)=clnx+al+... +an' fj(x)=clnx+aj

c et ai, . . . , an constantes arbitraires.

(i = 1, . . . , n)

Les variables etant positives, on peut mettre x = e1nx et alors l'equation
devient

f{elnxl+...+lnxn)=h{elnxl)+... +fn{elnXn).

Si nous notons

Inxi=uj' f(eu1+..o+un)=g(Ul+'.. + un)' fj{eUj)=gj(Uj)

nous arrivons a

g{Ul+U2+... + un)=gl (Ul)+g2 (U2)+ ... +gn{Ur)

d'ou nous obtenons immediatement les solutions donnees.
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1.4. L'equation fonctionnelle

(XI+X2+"'+;n )
,

f
k = ;~h(Xi, + . . . +x;m)

ou la somme de la deuxieme partie se refere a toutes les combinaisons simples
des variables xl' x2, ... , xn prises m a m, tandis que Ie symbole (:)=c; = r
indique Ie nombre des combinaisons simples de n elements pris m a m, avec
n>m, a comme ensemble des solutions

(1.4)

(i = I, .. . , r)

c et ai, . . . , a, sont r + 1 constantes arbitraires.

II en resuIte que

f

(

X1+~"+X'

)

=h(XI)+'" +/,(X,)
-kr
r

equation fonctionnelle qui est facilement rapportee a la forme (1.22),

(1.5)

1.5. L'equation fonctionnelle

f (X'+"'+Xn )= "fm (x. +... +XI )+... + "fm (x; + +X. )
k L. 1 11 ml L. p 1 'mp

k=l=O, ou les sommes de la deuxieme partie se referent a toutes les combinaisons
des n variables XI"'" Xn prises respectivement a ml, . . . , mp<n, a comme
ensemble des solutions les fonctions

k P

(

n

)
f(x)=- L: m, cx+al + . . . + a,., h (x)=cx+al, .., , j)(x) =cx+a.

n ;=1 mj .
c, ai, . . . , a" etant constantes arbitraires.

Pour la demonstration nous notons

(j = I, . .. , p)

et alors nous avons

'I 'p n

[
m (n ) m (n

)]L: X?,I+ .. . + L X~p = L: XI -;- + . . . + 2 ,
;=1 ;=1 1=1 1. .ml n mp
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et I'equation devient

n

dans laquelle en substituant L X'(''' = Y" on arrive a l'equation de la forme
;=1

etudiee plus haut [8].

1.6. L'equation fonctionnelle de JENSEN

fC;Y)=f(X);f(Y)

ecrite a n + I fonction est

fCt +X2+n'" +Xn)=.1;(Xt)+h(X'>: ... +fn(xn)

La solution generale mesurable ou continue de l' equation
donnee par

f(x) =cx+ °1+'.. +an,
It (x) =cx+ al' ... , fn(x) =cx+an

n

(1.6)

(1.6) est

dans lesquelles c et al, ... , an sont n + 1 constantes arbitraires.

En effet, en mettant dans

f(~)=F(t),

(1.6)

Fl (t)
=.I;(t) ,..., Fn(t) =

fn(t)

n n

l'equation est ramenee a la forme (1.2).

(1. 7)

1.7. Z. WARASZKIEWICZ[31] a affirme que I'equation fonctionnelle

f(~-; Y) = Af(x) + (l-"A)f(y)

ou "Aest une constante O~"A~ I, n'admet, excepte Ie cas A=~ aucune solu-
2 '

tion derivable.

Nous allons montrer que I'ensemble des solutions continues, etc, de I'equ-
ation (1.7) est constitue par de~ fonctions lineaires, c'est-a-dire f(x) = ax + b,
dans lesquelles a et b sont des constantes arbitraires et alors on deduit A= JJ .

2

en (1.7) d'abord x=u+v, y=u-v etPar consequent no us substituons
ensuite x = u-v, y = u + v.

Nous deduisons

feu) = "Af(u + v) +(l-"A)f(u-v), feu) = Af(u-v) + (l-"A)f(u+ v)
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En additionnant les membres un it. un nous obtenons

f(u+ v)-2f(u) + f(u+v)=O.

La demiere equation est Ia difference du deuxieme ordre de la fonction
f(x) egalee it. zero, Iaquelle en ecartant Ia solution f(x)=O, a, on Ie sait,

la solution generale f(x)=ax+b:=;>A=~.
2

Nous allons donner encore une solution it I'equation (1.7), une solution
tres simple et valable en des conditions extremement Iarges imposees sur la
regularite de Ia fonction f(x).

Si en (1.7) nous operons les transformations x=u+v, y=u-v I'equation
peut etre ecrite

Af(u + v)- f(u) + (I -A)f(u-v) = 0

Cette equation est un cas particulier de I'equation
n

L: aJ(x + !X; h) = 0
;=0

pour laquelle equation T. POPOVICIU[20] et [21] a montre que: si Ie nombre
naturel k est de Ia sorte que

n n n

"a.= "a.!X.=... = "a!Xk-l=O et, k" L.,'i;=0 ;=0 ;=0

11

L: a; !X/#O,
;=0

et si f(x) est une fonction bornee (continue, mesurable, etc), qui satisfait
I'equation (1.72) alors f(x) est un polyn6me du degre k-I.

On deduit

si A#
~

alors L:a;!X;#O, I'equation (1.71) est satisfaite par flx)= const, SI

A =~ alors f(x)=ax+b.
2

J. ACZEL dans la recension faite dans Mathematical Reviews 32 (1966),
427 donne unenouvelle solution a I'equation (1.7) et notamment, si on opere
les transformations

f(; )=F(z), Af(x) = G (x), (I -A)f(y)=H(y)

on arrive a I'equation (1.1).
Considerant les solutions de cette equation et revenant a Ia: fonction

initiale f(x) on deduit que A= ~.
2

S. MARCUS[13] et [14] s'occupant de fonctions internes, notamment de
fonctions reelles f(x) dHinies sur (a, b) et qui pour a < x < y < b satisfont
aux inegalites

9 Publikacije
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demontre qu'il y a plusieurs equations fonctionnelles qui ont comme solutions
des fonctions strictement internes. Dans un chapitre special dans laquel il fait
des applications, il se rMere it l'equation fonctionnelle (1.7), pour laquelle il
conclut un resultat valable en des conditions: extremement larges, en ce qui

concerce la regularite de la fonction et notamment si A:;t~, aucune solution
2

non-constante approximativement continue dans un point n'existe pour l'equation
(1.7). Ce resultat ~st valable aussi pour l'equation

f(px + qy) =pf(x) +qf(y), p>O, q>O, p+q= 1.

Ensuite S. MARCUS montre que l'equation (1.7) n'a pas de solution

non-constante si ~:;t ~ .
2

1.8. A la conference d'equations fonctionnelles tenue it Zakopane en
1967, une etude a ete exposee sur l'equation fonctibnnelle '

(1.8) f(x + y-xy) = f(x) + f(y)- f(xy)

suivie de quelques autres etudes parues ulterieurement. Cette equation a comme
solution generale f(x)=ax+b.

La determination de la solution de l'equation

f(x+ y-xy) = g(x) +h (y)-k(xy)

est reduite it (1.8), car on deduit qu'entre les fonctions existent les relations

g(x) = f(x)~h(O)+k(O), h(x)=f(x)-g(O) +k(O),

k(x) = f(x)-g(O)-h(O) + 2k(0).

1.9. H. P. THIELMAN[29] etudie l'equation fonctionnelle

(1.9) f(x+y+nxY)=h(x)+f2(y) (n>O)

pour laquelle il a demontre que la solution generale continue est
1

x>-- n
f(x) = kIn (1 + nx) + h (0) + f2 (0),

h (x) = kIn (1 +nx) + h (0), f2(X) = kIn (1 +nx)+ f2(0)

ou k est une constante reelle arbitraire.
Solutions banales sont f(x) = 0, fl (x) = 0, h (x) = o.
Nous allons considerer maitenant une equation qui generalise (1.9)

ftax+by+nxy+ c)=h (x) + f2(Y)' (n>O, ab:;tO),

L'equationfonctionnelle (1.91) a pour solution generale continue, les fonctions

f(x)=kln[l + :b(X-c)]+Cl+C2'

h(x)=kln(l +: x)+Cl' f2(x)=kln(1 +: X)+C2

OU c1' Cz et k sont trois constantes reelles arbitraires.



Equations fonctionnelles contenalit pJusieurs fonctions inconnues 13i

Pour Ia demonstration on fait dans l'equationd'abord x= 0
On elimine J;. (x) et 12 (y) et on obtient

I(ax+hy+nxy+ c) =/(ax+ c) + I(by+ c)-J;. (0)-.1;(0)

e,t avec les transformations

puis y=O.

l(t+c)=F(t),
u

X=-,
a

v
y=-

b
(ab =1=0)

on obtient

F(U+V+
:b

UV)= F(u) + F(v)-J;. (O)-h(O)

equation etudiee par H. P. THIELMAN,les solutions donnees par nous, resultant
immediatement.

Ul1e generalisation de l'equation de H. P. THIELMAN(1.9) pour plus de
trois fonctions est

=J;.(x1)+ . . . +/p(xp)

ou les sommes se rapportent aux combinaisons simples des variables inde-
pendantes xl' .,. , xp prises 1 par 1,2 par 2,

'"

, alors que les fonctions J,
sont supposees reelles et continues.

La solution generale continue de ['equation (1.92) est

l(x)=kln(1 +nx)+cl + . . . +cp, ft(x)=kln (1 +nx)+c; (i=I,..., p),
, 1

ou x>-- et cl' c2,
'"

, cp et k sont p+ 1 constantes arbitraires.
n

Les solutions banales sont evidentes.
La demonstration est la meme que pour Ie cas precedent, on fait p-2

variables egales it zero, etc.

1.10. D. POMPEIU[18] partant de la formule des accroissements finis a
introduit l'equation fonctionnelle

(1.10)
f(x)-f(y)

- I' (x+ Y)x-y 2

N ous avons considere l'equation it trois fonctions inconnues
f(x)-g(y)

=h (x+y ).X-Y 2

Si ici nous substituons x=u+v, y=u-v, nous avons

I(u+ v)-g(u-v) = 2vh(2u).

En rempla~nt v par 2 v nous deduisons

feu + 2 v)- g (u-2v) = 4 vh(2 u).

9*
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En muItipliant (1.10z) par - 2 et en additionnant la derniere equation
nous obtenons

f(u+ 2v)-2f(u+v) + 2g(u-v)-g(u-2 v)=0.

En faisant v=O on deduit f(u)=g(u) par consequent la fonction f(x)
satisfait it. l'equation

f(u+ 2 v)-2f(u + v)+ 2f(u-v)-I(u-2 v) = 0

qui est de la forme (1.7z). Ici nous avons

3

2 aj = 0,
;=0

3

2 aj rx.j=0,
;=0

3

2 ajrx.,2=O,
;=0

3

2 aj rx./ =1= 0
j=O

3
comme 2 aj rx.: =1= 0 il resulte que f(x) est un polynome general du deuxieme

;=0
degre, notamment f(x)=axZ+bx+c et alors g(x)=f(x) et h(x)=2ax+b ou
0, b, c sont des constantes arbitraires.

1.11. D. POMPEIU[19] partant d'un memo ire de C. BOURLETrelatif aux
fonctions indefinim~nt sym~triqu~s a 6te conduit it. l'equation fonctionnelle

(1.11) f(x) +f(y) + xf(y) + yf(x) =f(x + y + xy), tx=l=-1).

Dans Ie travail [11] nous avons integre

f(x) + g(y) +xu(y) + yv(x)=h(x+ y +xy)

,equation qui contient cinq fonctions inconnues.
L'ensemble des solutions continues d~ I'equation (1.111) est

f(x)=fo+(vO-UI-VI)X+~(X+ 1) In Ix+ 11,

g(x)=go+(UO-UI-V1)X+~(x+ I) In Ix+ II,

u(x)= Uo+ (uo-u1)x + ~(x+ I) In Ix+ 11,

v(x)=vo + (VO-Vl)X+ ~ (x+ 1) In Ix+ 11,

h (x)=ho+(uo+vO-U1-V1) x+ ~ (x+ 1) In Ix+ 11,

oil fo=f(O), go=g(O), uo=u(O), vo=v(O), ho=h(O), u1=u(-I), v1=v(-I)
et ~ une constante redle arbitraire.

Dans Ie meme travail nous avons etudi6 I'equation fonctionnelle it. 2 n + 1
fonctions inconnues

n n

2!;(x;) + 2 (XI+ ... +xi-l + x;+1+ .,. +XJg;(x,}
;=1 ;=1

(xo = 0)
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qui a comme sulution

f,ex) =
4-n f-[2g' +(n-3)g] x+ (3(x+ I) In Iz+ II,

2

gitx)=(n-l)g+(g-g')x+ (3(x+ 1) In Ix+ II,

h(x)=nf+2 (g-g')x+ (3(x+ I) In Ix+ 11,

oil. i = I, . . . , n tandis que f, g, g' et f3 sont des constantes arbitraires.
A la meme occasion nous avons considere l'equation

(1.llJ (a1x+b1y+ I) F(x)+(a2x+b2y+ I) G (x) + (a3x+ b3y + I) U(x)

+ (a4x + b4y + 1) V(x)=h(x+y+xy).

L'ensemble des solutions F (x), G (x), U (x) et V (x) de cette equation
est deduit du systeme

(alx+ I) F(x) +(a3x+ I) U(x)=Fo+ Uo+ (bIFo +b3uo-a2G'-a4V'

-b1F'-b3U')x+ f3(x+ 1) In Ix+ II,

(b2x+ I) G(x) + (b4x+ 1) V(x)=Go+ Vo + (a2GO+a4VO-a2G'-a..V'

-b1F'-b3U')x+ f3(x+ I) In Ix+ 11,

~GW+~VOO=~~+~~+~~+~~-~U-~~x
+f3(x+I)lnlx+ll,

bI F (x) + b3U (x) = b1Fo + b3U + (b1F + b3Uo-bI F' -b3 U') x

+G(x+I)lnlx+ll,

la fonction h (x) resuIte de celles-ci.

1.12. On demontre facilement que les equations fonctionnelles

1° f(x+y)=g(x)+h(y)+m(1-nr)(l-mY)

a la solution generale

(m>o)

f(x) = cx-m (l-mX) + a + b, g (x) = cx-m (I-nr) + a

h (x) = cx-m (l-mx) + b;

2° f(x+y)=eXg(y.)+eYh(y)

a la solution

f(x)=(ax+b+c)eX, g(x)=(ax+b)eX, h(x)=(ax+c)eX;

3° xf(y) +yg (x) =h (xy)

a 1a solution

f(x)=c In Iax I, g(x)=c In Ibx I, h(x)=c In Iabxl;
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4° f(yx2+y2)=g(x)+h(y), x~O y~O

a la solution

f(x)= cx2+a+b, g(x)=cx2+a, h(X)=CX2+b;

5° f(yx2+y2+ I)=g(x)+h(y)

a la solution

f(x)=c(x2-I)+a+b, g(x)=cx2+a, h(x)=cx2+b;

6° f(x+y)-g(x-y)=2h(y)

a la sQlution

f(x)=ax+b+2c, g(x)=ax+b, h(x)=ax+c;

7° f(x+y)+g(x-y)=2h(x)

a la solution

f(x)=ax+b+2c, g(x)=ax+b, h(x)=ax+b+c.

Dans ces formules a,' b, c sont des constantes rt~elles arbitraires.

2. EQUATIONS FONcnONNELLES COMPRENANf PLUSIEURS FONCfIONS
INCONNUES, A UNE VARIABLE, NON-LlNEAIRES

2.1. Nous allons commencer en rappelant que l'equation

(2.1) f(x+ y) = Af(x)f(y)

ou A est une constante rt~elle differente de zero, en de conditions de conti-

nuite (mesurabilite), admet comme solution generale f(x) = ~ {f''', tandis que
A

l'equation

(2.1})

les solutions

f(x+Y)=Ag~x)h(y)

f(x) = A{f"'+b+l",g(x) = {f',,+b, h (x) = e=+C

ainsi que les solutions triviales f(x) = g (x) = 0, et h (x) une fonction arbitraire;
f(x)=h(x)=O, la fonction g(x) arbitraire; si 1.=0 alors f(x) =0, et g(x) ainsi
que h (x) des fonctions arbitraires.

L'equation
f(x+y) =Ag(x) h (y) +v

par la transformation f(x)-v = AIj>(x) est reduite it I'equation de la forme (2 11),
Dans ce qui suit, nous allons considerer des generalisations des equ-

ations fonctionnelles d'en plus haut.
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(2.2)

2.2. L'equation fonctionnelle

f(Xl +X2 + . . . + xn)=ft(x1)f2(X2) . . .fnlxn)
a comme jolution generale continue (mesurable)

f(x)=e"'X+Cl+"'+Cn, !;(x)=eax+ci li=l, ..., n).

Une premiere observation s'impose, notamment si l'une des fonctions du
2e membre est annule, it l'origine, alors f(x)=O, un cas qui conduit aux
solutions triviales et notamment quand certaines de fonctions composantes de
l'equation sont identiquement nulles, un cas que nous evitons en ce qui suit.

Si it equation (2.2) nous faisons successivement des n-2 variables
egales it zero, on deduit

f(Xi+~)=IX1' . . IXi-1IXi+!' . . IX}-lOC}+l'. . OC~(Xi)fj(XJ)

ou nous avons note ock= fdO). Cette equation est de la forme (2.1t)'
On demontre facilement que:

10 L'equation

(2.21) f(Xt+X2+'" +XJ=AJ;(X1)'. -In(xn)

ou A=ft0 E R, a comme solution generaie
f(x) = Aff'X+C1+".+cn, !;(x)

= eax+Ci (i = 1, . . . , n).

20 L'equation

(2.22) f(Xt+X2+'" +xn)=ft(kxt)f2(kx2)." -In(kxn}

a comme solution generale

(k=ftO)

(i = 1, .. . , n).

2.3. L'equation fonctionnelle

f(XtX2' . .xJ=ft(xt)f2(X2)' . -In(xn)

Xt'
, . . , Xn> 0, a comme solution generale

f(x)=ct" .cnX", f,(x)=cjx" (i=l,..., n).

Les variables etant positives, on peut mettre x = e Inx, (§ 1.3).

2.4. La solution generale de I'equation fonctionnelle

(2.4) (Xl+'~'+Xn)= D!;(Xil+'" +x,,,J, r=(:),

k etant un nombre donne Ie symbole IT indique Ie produit a r, des fonctions
dependant chacrme d'une des sommes des combinaisons simples de n variables

Xt' X2' . . . , Xnprises a m, est donnepar

(i = 1, . .. , r),

La demonstration est la meme que pour Ie cas 1.4.
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2.5. L'equation fonctionnelle

(2.5)

k etant une constante, r,,=(~J et IT indique un produit de fonctions qui de-

pendent de la somme des rs variables etendues aux combinaisons des n variables
prises d r,,~n, oil s= 1, ... , p, a comme solution generale

k' (" )- :E lII; aX+Ct+' . . +CA,

f(x)=e" ;=1 "'I , (i = 1, .. . , A),

OU A=rl+'" +rp'

La demonstration est la meme que pour Ie cas 1.5.

(2.6)

2.6. Prof. D. S. MITRINOVIC [15] a introduit l'equation fonctionnelle

f(x)+g(y) =h (x)k (y)

qui a la solution generale continue (mesurable)

f(x)=a, g(x)=bk(x)-a, h(x)=b, k(x) arbitraire;

f(x)=dh(x)-c, g(x)=c, h(x) arbitraire, k(x)=d.

Nous avons considere l'equation

les fonctions etant continues.
Dans l'hypothese qu'aucune des fonctions de la partie droite s'annule

dans l'origine, faisant des n-2 des variables egales a zero (si une fonction
est annulee a l'origine, alors nous particularisons la variable a une valeur
Xo =/=:0), on deduit l'equations de forme

!;(X/) + /.;(Xj) + C=kgl(xj) gj(Xj)

une equation facilement rapportee a la forme (2.6), les solutions
celles donnees plus haut [5], [6].

resultant des

(2.7)

2.7. L'equation fonctionnelle

f(XI+X2+'" +x,,)=aXtX2+XIX3+"'+X,,-tX".ft(XI)f2(X2)" .f,,(x,,)

OU a> 0, et Xl x2 + . . . + X,,-l X" est la somme des combinaisons simples des n
variables Xl' x2' . . . , Xn prises deux d deux, a comme solution generale continue
(mesurable)

(i=2, .., , n),

cl' c2, . . . , cn etant des constantes arbitraires.
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En effet si on procede aux substitutions

f(x)=a2 g(x) et !t(x)=a2 gl(X)

l'equation donnee est ramenee 8. la forme (2.2).
Nous allons montrer les suivants.

L'equation fonctionnelle

f(ax+by +c) = rxXY g(x)h(y)

a comme solution generale
(X-c)2

f(x) = cI C2 rx

2;j}
ek\~)

u2 bx2

( ) 2b akx h( 2D b/ex. k tg X =c1 rx e, XJ=C2rx e ,
cl' C2' cons.

Les solutions triviales sont: f(x) = 0, g(x)=O, h(x) = 0; f(x) = 0, g(x)=O,
h(x) arbitraire; f(x) = 0, g(x) arbitraire h(x)=O solutions que nous excluons
dans la demonstration qui suite.

En faisant en (2.71) successivement y = 0 et x = 0, et eliminant g(X) et
h(y) on deduit

(2.72) f(ax+by+c)=cexy f(ax+ c)f(by+d

on nous avons note C1= g(O), C2= h(O), (CIC2)-1= c.
En amplifiant (2.72) avec c et notant cf(t+c)=F(t), ax=u, by=v,

I
rx;jj

= ~ on obtient
F(u+v)=W'" F(u)F(v).

En procedant dans cette equation it la substitution
t2

F(t)=~2 cI>(t)

nous parvenons.8. cI>(u+v)= cI>(u)cI>(v). Considerant les solutions de ces
equations, en procedant it l'inverse no us parvenons it celles de l'equation
donnee.

(2.8)

2.8. L'equation fonctionnelle

f(ax+by +nxy+ c)=J;. (X)f2(Y) (n > 0, ab =1=0)

a pour solution generale continue

f(X)=CIC2[ 1 + a: (X-ct], J;.(X)=CI(1+: xf. f2(X)=C2(1+: xr

oil cl' c2 et k sont trois conS/antes reelles arbitraires, ainsi que les solutions
banales: f(x) = 0, J;. (x) = 0, f2 tx) = 0; f(x) = 0, fl (x) = 0, f2(X) arbitraire,j(x) = 0,
J;. (x) arbitraire, f2 (x) = O.

La demonstration est la meme que pour Ie cas (1.9).
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Dne generalisation de l'equation (2.8) pour plus de trois fonctions est

=ft (Xl). . .fp(xp)

oil les sommes se rapportent aux combinaisons simples des variables indepen-
dantes xl' .., xp prises par 1, par 2, ..., alors que les fonctions It sont
supposees reelles et continues. La solution generale, reelle et continue de
l'equation (2.81) est .

f(x)=clcz" ,cil+nx)k, fj(x)=c;(l+nxf, (i=l, ..., p, n>O)

, 1
ou x> --, et cl' cZ' . . . , cp et k sont p + 1 constantes arbitraires.

n
Les solutions banales sont evidentes, quand une ou plusieurs fonctions

du deuxieme membre sont nulles.

2.9. N. 'I. LOBACEVSKI[12] a introduit l'equation fonctionnelle

(2.9) f(x + y)f(x- y) = [f(x)]2.

La solution generale de cette equation est f(x) = a. ocx, oc> 0, ainsi que
les solutions triviales f(x) = 0 et f(x) =c.

Nous avons introduit l'equation suivante

f(x + y) g(x + y) = h2(X)

avec f, g, h fonctions continues, qui a la solution genela1e

1° f(x)=O,

2° f(x) = 0,

3° f(x) arbitraire,

4° f(x)=a.cx,

g(x) =0,

g(x) arbitraire,

hex) = 0;

h(x) = 0;

h(x)=O;

h(x)=ea'Acx

g(x) = 0,

g(x)=a'A2cX,

oil. c> 0 et~2 = 1.
Les solutions 10, 2° et 3° sont evidentes. Pour determiner.la solution

non-triviale 4°, nous faisons y = 0 alors

f(x)g(x)=h2(x) donc f(x+y)g(x-y)=f(x)g(x).

En echangeant y en - y nous deduisons

f(,x-y)g(x+ y)=f(x)g(x) => f(x-y)g(x+ y)=f(x+ y)g(x-y).

En notant x-y=u, x+y=v nous avons f(u) g(v)=f(v) g(u). Supposant
que g(x)::j=O, il existe donc une valeur a ainsi que g(a)=i=O. En mettant
v = 0, . on d6duit

feu) =
/(a) g(u) =>f(x) = kg (x)
g(a) !
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,k etant une constante. II en resulte

k=).,z

avec celles-ci on arrive it l'equation de N. I. LOBACEVSKI.
Avec H. RoscAu [23] nous avons etudie l'equation

F(x+ y) G(x-y) = HZ(x)

dans laquelle, F, G, H constituent les matrices cycliques suivantes

'J; (x) h(X) 13(x)

I

I

gl g2 g3 hi h2 h,

F(x)= 1,(x)J;(x) 12(x) , G=
I

g, gl g2 , H= h, hi h2
'

h(X) J;(x) J; (x) , I: g2 g, gl h2 h, hi.

Les elements de ces matrices Ii' gi' hi' i= I, 2, 3 sont des fonctions
n~elles et continues d'une seule variable reelle.

L'equation (2.9z) est equivalente au systeme d'equations

It (x+ y)gl (x-y) +Iz (x+ y)g3(X-Y) +13(x+ y)gz(x-y) = h~,-x) + 2hz (x)h3(x),

It (x+y)gz(x-y) + 12(x + y)gl (x-y) +13(x+ y)g3(X-Y) =h~(x) + 2h1 (x)hz(x),

It (x+ y)g3(X-Y) +12(X+ y)g2(X-Y) +13(x + y)gl (x-y) =h~(x) +2h3(x)h1 (x).

L'etude a ete faite en introduisant des fonctions hypercomplexes conju-
:guees de variable reelle, it 63= 1.

2.10. On demontre facilement que les equations fonctionnelles

'
,

'/(X) J;(x+h)

/

'-0
12(x) J;(x+2h)

:a la solution generale continue

I(x) =acx, 13(X) = abcx,

'tandis que 11(x) et Iz (x) deux fonctions arbitraires

It lx)/z (x) = aZbczx.

2° l(x+y)+gcx-y)=2h(x) cosy

.a la solution generale l(x)=a(1 +cosx)+bsinx-c,

g(x) = -a(l-cosx)+bsinx+c, h(x)=acosx+bsinx.

continues de maniere que

[

x+Y

]

3° I --:ry = g(x) h (y)
1+-C2

(C =1=0),

::a la solution generale

I(x) =ab (C+X )C, g(x) =a (C+X )C, h(x)=b
(
C+X

)

C

C-x C-x C-x
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(x, y > 0)

a la solution generaIe

5° f(x)g(y)=h(lxl+lyl)

a la solution generale

f(x)=aeclxl, g(x)=beclxl, h(x)=abclxl.

Les solutions triviales sont faciles a ecrite, a, b, c et k etant des con-
stantes arbitraires.

3. EQUATIONS FONCfIONNELLES A. PLUSIEURS VARIABLES

3.1. L'equation fonctionnelle qui generalise l'equation de CAuCHY com-
prenant plusieurs variables est la suivante

(3.1)

=f(xi. + . . . +Xn.)+ . . . +f(Xln+ . . . +Xnn)

On sait qu'elle admet comme solution generale, f(x) etant une fonction
continue (mesurable), la fonction lineaire homogene a n variables

f(xl' ... , xn)=a1xl + . . . +anxn

aj etant des constantes arbitraires.

On verifie facilement les suivantes

1° L'equation fonctionneUe [25]

f(xl.+'" +Xlp' ..., Xn.+'" +Xnp)

= f(XI., . . . , Xn.) + . . . + f(Xlp, . . . , XnD)'

dans la meme condition que (3.1) a la solution generale

et l'equation

f(xl.+'" +Xlp' ..., Xn.+..' +xnp)

=f(XI., .,. , Xn.)+ . . . +f(Xlp+ . . . +Xnp)+C, (p ~ 2),

C etant une constante, la fonction
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3.2. L' equation fonctionnelle

,(3.2) f(Xtl+'" +Xtp'"'' Xnl+'" +Xnp)

=ft(Xtl"'" Xnl)+' .. +f;,(Xlp'"'' Xnp)

,ou f et J, sont des fonctions continues, a comme solution generale

(i=l,..., p).

On fait la demonstration en remenant l'equation (3.2) it la forme (3.12),
Pour cela on ecrit successivement en (3.2)

Xt = X I = . . . + X I = 0 . , Xn = Xn = . . . = Xn = 02. 3 p'-. 2 3 'P'

XII= Xt2= . . . = Xl = 0, . . ., Xnl= Xn2= . . . = Xn = 0,
p-I p-I

,et alors, avec la notation I; (0, . . . , 0) = J"
(i=l, ..., p), on a

f(Xtp' X2p,"" Xnp)=f;,(Xlp'"'' Xnp)+ft+... +fp-I'

Si on remplace les expressions des fonctions du deuxieme membre, dans
,(3.2), on obtient

f(XII+'" +Xlp, ..., xnl+'" +Xnp)

=f(xtp .. . , XnJ + . . . + f(Xlp, . .. , xnp)-(p-l)(ft + f2 + . . . +f;,)

,equation qui a la forme (3.12), d'ou resultent imm6diatement les solutions
donnnees.

.(3.3)

3.3. La solution generale continue de l' equation fonctionnel/e

f(XII+'" +Xlp' ..., Xn.+'" +Xnp)

=ft(kxII' .., , kxnJ+ . . . +f;,(kXlp' ... , kXnp)

,ou k=i=Oest une constante donmfe est

(i=1,..., p).

On fait la demonstration exactement comme plus haut. On d6duit

I;(kxit'"'' kXip)=f(Xi. +... +Xip)-{fl+f2+'" +fi-l+I;+1+'" +fp)

&{i= 1, . . . , p), expressions qui, remplacees en (3.3), conduisent a une equation
de la forme (3.12), d'ou on arrive facilement a ,>olution donnee.
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Ces problemes une fois resolus, on fait sans difficultes l'extension a des"
fonctions de plusieurs variables des autres types d'equation etudiees par nous
dans les chapitres 1 et 2, la methode pour la determination des solutions etan!'
la meme que celIe exposee auparavant, ce n'est plus Ie cas de reproduire
ces equations.

3.4. Dne equation qui generalise l'un des quatre types d'equatioa
de CAUCHYest

I(Xll+'" +Xlp'"'' Xnl+'" +xnp)

=/(Xll' ... , Xnl) ... I(Xlp, '"
, Xnp)

f etant une fonction continue.

Cette equation a comme solution generale

n pair: I(Xl"'"
xn)=e"lXl+...+anxn et /=0,1=1

n impair: I (xl' . .. , xn) = :I: e"lXl+" . +anXn et 1=0, 1= I, 1=-1.

On deduit facilement que l' equation lonctionnelle

(3.4)

I(Xll + . . . +Xlp, ." , Xnl+ . . . +Xnp)

= It (kXlp . . . , kXlp) . . .In(kxnl' .. . , kXnp),

ou k est une constante donnee, a comme solution generale continue

Les solutions triviales sont 1= 0 et au moins l'une des fonctions de
droite, identiquement nulle.

3.5. Le prof. T. POPOVICIU[22] a propose Ie probleme suivant:

Determiner le~ lonctions continues I(x) d'une variable delle de telle
maniere que I(x + y + z) soit Ie produit d'une lonction de x par une lonction
de y et z.

De l'enonce resulte l'equation fonctionnelle

(3.5) I(x+ y+z)=g(x) hey, z)

ou les fonctions sont continues.
Les solutions triviales sont: I(x) = 0, g(x) arbitraire, h (y, z) = 0; I(x) = 0,

g (x) = 0, h (y, z) arbitraire. Par la suite no us evitons ces cas particuliers.
Si nous faisons dans (3.5), x= 0 nous obtenons

(3.51) l(y+z)=g(O)h(y, z).

Si g(O) = 0 alors I(t) = 0 cas trivial que nous exc1uons. Done nous
g(O) # 0, soit g(O) = a, si no us rempla~ons dans (3.5) l'expression
tiree de la relation (3.51) nous obtenons

\3.52) l(x+y+z)=~g(x)/(Y+z)
a

supposons
de hey, z)
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. b \.
Avec y=z=O no us avons f(x).=-g(x), ou j(O)=b¥O. Done. i(x)=~f(x)

. a h '.

et avec cela, l'equation (3.52) devient
\

I 1
f(x+ Y +z)= -f(x)f(y+z) :::> f(x+ t)=-f(x)f(t),

b b
ou y+z= t,

equation qui a la forme (2.1). Par consequence, pour l'equation (3.5) on
deduit les suivantes solutions generales

.

f(x)=f(O)'eCx, g(x)=g(O).eCx, h(Y"z)=~~%
eC(y+z), C const.

3.6.. Employant un procede analogue au procede precedent, on voit que
l' equation fonctionnelle

f(x+y+z)=g(x)+h(y, z)

admet comme solution generale continue

f(x) = ax+f(O), g(x)=ax+ g(O), hey, z)=a(y+z) + f(O)-g(O).

3.7. Nous donnons trois extensions it. I'equation [onctionnelle (;3.5).

1° L'equation fonctionnelle

!(X1+X1+'" +xn)=f1(Xl)fl(X1,..., xn)

a la solution genera Ie continue

/(x)=f(O)eCx, fl (x) =J;. (O)eCX, fl(Xl"", x
)=/(0) ec(x2+' "+Xn)n I, (0)

2° L'equation fonctionnelle

f(xt +x1 + . . . +xn)=J;.(Xt>'fz(x1).. .f;(x;)f;, (xi+ l' ... , xn)

a 1a solution generale continue

f(x)=f(O).ecx, /;(x)=/;(O)eCX, f. (x x )=
1(0) eC(Xi+1+"'+Xn)p t+ l' n J; (0) . . . fi (0)

.

3° L'equation fonctionnelle

f(xt. + . . . +Xlp, ... , Xn. + . . . +Xnp)=ft(Xlp .., ,

a la solution generale continue

(i=I,..., n)

et les solutions triviales f = 0 et un au moins des fonctions de droite identi-
quement nulle.

3.8. L'equation fonctionnelle

(3.8t) f(x+ y)-f(x)-f(y) = ~ (x, y)

ou ~ (x, y) est une fonction donnee et f(x) est inconnue, a ete etudiee par
G. GALBURA,Th. ANGHELUTZA,M. GHERMANESCU,en supposant des hypotheses
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supplementaires sur la fonction I(x). Le resultat suivant appartenant it. D. S. MI-
TRINOVIC et D. ~. DOKOVIC [16] n'intervient aucune condition supplemen-
taire sur I(x).

La condition necessaire et suffisante pour que l'equation (3.81) admette
une solution, c'est que la fonction donnee q>(x) satisfasse la relation

(3.8J cp(z, x + y)-cp (x, y + z) + cp(x, y)-cp (y, z) = O.

Observation. La relation (3.82) con~ue comme une equation fonctionnelle admet
comme solution generale les fonctions (3.81), OUI(x) est une fonction arbitraire.
D. S. MITRINOVICet D. ~. DOKOVICqui ont etudie de meme des equations
deduites de (3.82) par I'inversion des arguments, une partie de ces equations
admettant toujours it. la solution (3.81), tandis que par exemple l'equation

(3.83) cp(x, y+z)-cp(y, x+z)-q> (x, z)+q>(y, z)=O

a la solution generale

(3.84) cp(x, y) = I(x+ y)-f(y) +g(x)

ou I et g sont des fonctions arbitraires.
Nous allons etudier la generalisation suivante de I'equation (3.81)

I(x+ y)-u(x)-v (y) = q>(x, y)

ou cp est un fonction donnee et I, u, v sont it. trouver, mais sans y mettre de
conditions restrictives.

Nous allons etudier d'abord l'equation

I(x+ y)-u (x) = q>(x, y)

La condition necessaire et suflisante pour que ['equation (3.86) admette
une solution J, u, c'est que la lonction q>verifie fa relation

cp(x, y + z)-cp (y, x + z)-q> (x, y) + cp(y, x) = O.

Dans Ie cas de la condition (3.87) remplie, I'ensemble des
l'equation (3.86) est

(3.8s) I(x) = cp(0, x) + a, u(x) = q>(0, x)-q> (x, 0) + a.

solutions de

Demonstration. Le calcul direct nous montre qu'une fonction de la forme
(4.86) verifie la relation (3.87), Reciproquement, si (3.87) s'avere, on a:

q>(x, z)-cp(O, x+z)-cp(x, O)+q>(O, x)=O
done

q>(x,y)=q>(O, x+y)+cp(x, O)-q> (0, x)

ce qui nouS montre qu'il y a de I et u verifiant (3.86), Pour obtenir toutes
ces paires de fonctions, nous ecrivons l'equation (3.86) Sous la forme:

l(x+y)-q>(O, x+y)= u(x) +q>(x,0)-q>(0, x)

les deux membres dependant de variables independantes distinctes, sont egaux
a une constante a, d'ou on deduit la solution generale (3.8s)'
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Corrolaire. La solution generale de /'equation lonctionne/le (3.87) est donnee pa,.

cp(x, y)=/(x+y)-u(x)

ou 1 et u sont de lonctions arbitraires.

Ce corrolaire-ci complete les resuItats de D. S. MITRINOVICet D. Z. Do-
KOVICdans Ie sens qU'on a resolu une equation apparentee avec (3.82) nom-
mement (3.87), qui ne se trouve pourtant pas dans la liste des equations
etudiees par ces auteurs.

Observation. L'equation' (3.87) a ete mentionee aussi par M. GHEUfANESCU,
lequel a montre au cours d'une demonstration que la fonction (3.81) lavel1fie,
mais ne s'etait point in~eresse a trouver, to utes ses solutions.

Les conditions (3,87) et (3.89) sont equivalentes.
En realite (3:87) )mplique d'une maniere, evidente (3.89), Si I'on admet

(3.89) la fonction cp est de Ia forme (3.86) et alors resulte (3.87),
Condition necessaire et suffisante pour que I'equation (3...85) ait une

solution f, u, vest que la fonction donnee cp verifie la relation

cp(Z',x +y)-cp(x, y'+ z) +cp(x, y)-'-cp{y, z)-'cp(O, x+y)

+cp(O, y+z)+cp(y, O)-cp(O, y)-cp(z, O)+cp(O, z)=O.

Quand la condition (3.810) est realisee, I'ensemble des solutions de
I'equation (3.85) est constitue par les fonctions:

(3.811) I(X)=h (x)+h(x) +a+b, u(x)= u1(x) + h(x) +a, V(X)=Vl (x) +h(x)+b

ou h, up VI est une solution de l'equation (3.85) h(x) une solution arbitraire
de l'equation de CAUCHY,h(x+y)=h(x)+h(y), tandis que a, b des constantes
arbitraires. .

Demonstration. Posons l'equation (3.85) sous la forme de I'equation (3.86)

I(x+y)-u(x)=cp(x, y)+v(y)

Tenant compte de ce qui a ete indique, cette equation a des solutions
quand et seulement quand cp(x, y) + v(y) verifie la condition (3.89) c'est a-dire
quand si et seulement s'il existe une solution v de l'equation fonctionnelle

(3.812) cp(x, y) +v(y) =cp(O, x+y)+v(x+y)+cp(x, 0) + V(O)-cp (0, x)-v(x).

Mais on ecrit cette equation

[V(x+ Y)-V(O)]-[v (x)-v (O)]-[v (y)- V(0)]

=cp(x, y)-cp(O, x+y)+cp(O, xi-cp(x, 0)

done elle admet des solutions quand et seulement quand la fonction du membre
II satisfait la condition (3.82), En faisant les calculs nous obtenons la condi-
tion (3.810)' Soit (h, up VI)' (I, U, V) deux solutions de I'equation (3.85);

.alors
1 (x + y)-/l (x + y) = [U(X)-Ul (x)] + [V(X)-Vl (x)];

il resulte que I-h, u-Up V-VI verifient I'equation de PExIDER, ce qu'implique
les formules (3.811)'

10 Publikacije
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. La condition (3.810) peut etre etablie aussi par la reduction de l'equation
(3.81) a la forme (3.81) sans passer par la forme intermediaire (3.86), En
realite, s'il y a des fonctions f, u, v verifiant (3.85) no us pouvons supposer
sans restriction de la generalite que u(O) = v (0) = 0 (en faisant au besoin
l'addition ou la soustraction de certaines constantes). De t3.8s) no us deduisons

f(y)-v(y) = <p(0,y), f(x)-u(x) = <p(x,0),

f(x+ y)-f(x)-f(y) = <p(x,y)-<p(O, y)-<p(x, 0).

, Done si (3.85) a une solution (3.813) en a aussi une. Inversement, SI
(3.813) a une solution no us ecri vons

f(x+ y)-{f(x)-<p(x, O)]-[f(y)-<p(O, y)] = <p(x,y)

.d'ou 1'0n voit que (3.85) a aussi une solution. Mais (3.813) aura une solution
alars et seulement alors que <p(x,y)- cp(O,y)-<p(x, 0) verifie la condition (3.82),
Les calculs nous conduisent it (3.810)'

4. EQUATIONS FONCTIONNELLES DEFINISSANT DES FONCTIONS
TRIGONOMETRIQUES

Les fonctions trigonometriques circulaires on hyperboliques, directes
ou inverses ont ete caracterisees par des equations ou par des systemes
d'equations fonctionnelles, suivies ou non par certaines conditions supplemen-
takes, en diverses manieres.

Nos resultats dans cette direction, no us les exposons dans ce qui suit.

4~1. Les solutions generales de I'equation fonctionnelle

(4.1) f(x+y)=
g{x)+h(y)

1+e:g(x) h(y)

()U e; = - 1 respectivement e;= I, sont

s= -I f(x) = tg (IXX+ ci + c2), g (x) = tg (IXX + Cl)' hex) = tg (IXX + C2);

f(x) = 0, g tx) = -h (x) arbitraires;

e:= 1, f(x)=th(lXx+ct +C2)' g(X)=th(IXX+Cl)' h(x) = th(IXX+C2),

respectivement f(x) = 0, g(x) = -hex) arbitraires; lex) =g(x)=h(x) = I, f(x) =
=g(x)=h(x)=-I; lXI' C.. C2 constantes arbitraires.

En posant f(O) =10. g(O) = go et h(O) = ho et en faisant y = 0, respective-
ment x= 0, et eliminant les fonctions g(x) et h(x) on obtient une equation
qui peut etre ecrite

f(x) + f(y) go+ ho

f(x+y)=
I+e:f(x)f(y) 1 +e: goho .

Ko+ho f(x)+f(y)
l-e: .

1+e:goho 1+e:f(x)f(y)

g, +h
avec fo = 0 0,

1 +e:g"ho
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I'equation (4.11) devient
,f(xhfo

+ fey)

'f' ( ' .'

.)
'"

l-efof(x~ i
X +.Y ='

"

, . .
1 + ef(y)

f(x),~f,
, ,

1~&l.f(x)

En notant

F(~)~
,f(x)-fo

,.4'Qu. f(x)=
F(x)+fo

l~elof(x) . 'J~+eIoF(x)

on obtient que la fonction F(x) satisfait l'equation fonctionnelle
"

F(x+y)=
F(x)+F(y)

,
,.' 1,HF(x)F(y)

/ ',r

qui a la solution geil-eraleI(x) = tg cx sf e= -1 et f(x) = tg hcx
c E R constante arbitraire.

si &= I, avec

4.2. L'articIe interessant de P.M. VASICet R. R. JANIC[30] a ete com-
plete par nous avec les equations"fonctionnelles suivantes:

1° L'equation

f(x+ y)=
g(x) h(y)-1

g(x)+h(y)

a comme solution generale

2° L'equatiori '/

f(x+y)=
g(x)h(y)-2

g(x)+h(y)-2

a la solution

f(x) = l-ctg(CXX+Cl +cJ, g(x) = l-ctg(CXX+Cl)' h(x)= l-ctg(cxx+c2);

3° L'equation

f( )
g(x) + h(y)-2g(x) h(y)

x+y =
1-(I-e) g(x) h (y)

.a la solution si e:= -1

f(x) =
sin(tXx+cl+C2) ,

sin(tXx+ Cl + C2)-COS (tXx+ CI + C2)

( . ) , sin(tXx+cl)
gx= ,

sin(tXx+ CI)-COS (tXx + c,)
h(x)=.

sin(tXx+c2) .
sm(tX x + C2)-COS (tXX + C2)

tandis que si e:= 1, l'equation devient

I(x + y) = g(x) + h (y)-2 g(x) h (y)

10.
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qui a la solution generale

f(x) =
sh(oeX+CI+C2) ,

sh (oex+ CI+c2)-ch(oex+CI +C2)

g(x) =
sh(cu+cl)

., h(x)=
sh(oex+cz) ;

sh(oex+ cl)-ch (IXX+ CI) sh(lXx+ c2)-ch (IXX+ cJ

4° L'equation

f( ) f(x)+h(y)+2(I-oosa)g(x)h(y)
x+y =

1-2 (l-oos a)g(x) h(y)

a comme solution generale

f( ) sin (cx+ CI +C2) ( ) sin (cx+ CI)
x= , gx=

2sin~cos( CX+CI+C2+;) 2 sin; oos(CX+CI+ ~)

h(x) =
sin (CX+C2) .

2 sin ;COS(CX+C2+;)

Dans (4.21)-(4. 2s), c. c.. Cz et IXsont des constantes arbitraires.

4.3. Nous allons donner quelques equations fonctionnelles qui caracterisent
les fonctions trigonometrique inverses.

On sait que les equations fonctionnelles

f(x)+f(y)=f (X+Y ),
l-xy

ont comme solutions generales

(4.3) g(X)+g(y)+a=g (x+y )l-xy

f(x) = care tg x respectivement g(x) = care tg x-a

L'equation fonctionnelle .
(4.31) f(x)+g(y)=h (X+Y )l-xy

a comme solution generale

f(x)=c arctg x+cl' g(x)=c arctg x+cz, h(x)=c arctg x+c1 +cz

C, c1' Cz E R constantes arbitraires.

En effet, si dans (4.31) on fait premierem~nt y=O, x=t et puis x=O'
y=t, on deduit h(t)=f(t)+go' g(t)=f(t)+go-fo expressions qui, remplacees
dans (4.31), donnent

f(x) + f(y)-Io = f (x+ Y )l-xy

.equation qui est de forme (4.3).
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. 4.4. L'equation fonctionnelle

(

[Pit]

(-'I)HZ PZk+1

)h(Xt)+h(x2)+ ... +fn(xn)=f k-O
(-l)kHpZk

ou [~] represente la partie entiere du nombre
~ '

tandis que Pk represente la somme

de tous les produitsdes combinai$ons $imples des variables. Xt' . . . , xn prises k
a k, a comme solutiongenerale

f(x)=carctgx+cl +c2+. . . +cn' fj(x)=~arctgx+cl
i = 1, 2, . . . , n et Cj E R constantes arbitraires.

Pour la demonstration, no us faisons successivement n-2 variables egales
a zero. L'equation se reduit ainsi. a une equation de la forme (4.31),

4.5. Une equation fonctionnelle de sinus. Dans R. M. sp. 77 (1966-67),
434, a ete solutionne Ie probleme: Determiner une fonction reelIe f(x) con-
tinue sur R telIe que

(4.5)
x+y

f(x)f(y)=k J f(t)dt.

Nous donnerons plus bas, a CC(probleme, une solution plus simple, dans
laqueIle on n'utilise pas la derivabilite, ainsi qu'on a procede dans la note
mentionnee.

La fonction f(t) etant continue a des primitives, soit F(t). Alors l'equ-
ation (4.5) devient

f(x)f(y) = k [F(x+ y)-F(x-y)]

Nous rempla~ons ici x+y=2u, x-y=2v, d'ou x==u+v, y~u-v et aloTs

f(u+ v)f(u-v) =k [F(2u)-F(2 v)].

L'equation contient deux fOfictions inconnues et no us cherchons eliminer
la fonction F. A cette fin no us raisons v = 0 et u = t. On deduit

[2(t)=kF(2t)-kF(O) => kF(2t)=[2(t)+kF(O)
et l'equation (4.51) devient

f(u+ v)f(u-v) =[2 (u)-[2(v)

equation bien connue qui a des solutions netrivialIes

f(X)=CIX, f(X)=C2 sin c3x, f(X)=C4Shcsx

ou Cj sont des constantes arbitraires reelles.
Rempla~ant en (4.5) les solutions trouvees plus haut,

l'equation t4.5) a des solutions generales

f(x)= 2kx, f(x)=2ksinc3x, f(x)=2kshcsx
C3 Cs

identiques a celIes donnees dans la revue mentionnee.

on deduit que
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Soit maintenant l'equation fonctionnelle de trois fonctions IDconnues
continues

x+y

f(x)g(y)=k J h(t)dt, (f(x), g(x), h(x):R-R).
x-y

Si H(t) est une primitive de la fonction h (t), nous deduisons

f(x) g(y)=k[H(x+ y)-H(x-y)] =>j(u+v)g(u-v) =k[H(2u)-Hl2v)].

Faisant ici v=O et u=t, nous avons f(t)g(t)=kH(2t)-kH(0). Eliminant
la fonction H no us obtenons

.

f(u+ v) g(u-v) = feu) g(u)-f(v) g(v).

Changeant Ie role des variables u et v, no us avons

f(u+ v) g(v-u) =f(v) g(v)-f(u) g(u)

equation qui additionnee avec la precedente donne

f(u+v)[g(u-v) + g(v-u)]= O.

Nous supposons que g(u-v) + g(v-u) = 0, donc get) est une fonction
impaire. Restent les equations

feu + v) g(U-v) = feu) g(u)-f(v) g(v), feu-v) g (u+ v) = feu) g(u)-f(v) g(v)

d'ou il resulte f(u+v) g(u-v) =f(u-v)g(u+v), equation qui dans l'hypothese
que f(t) =1=0 n'est pas possible que si g(t)=cf(t), ou c peut etre egal a zero.

Si c =1=0, nous obtenons

f(u+v) cf(u-v) =f(u) cf(u)-f(v) cf(v) => f(u+ v)f(u-v) =j2(u)-j2(v).

Pour la solution f(x)=c,x il resulte g(x)=cc,x et
f(t)g(t)=kH(2t)-kH(0), H'(x)=h(x), nous deduisons

C,2ct2 =kH(2 t)-kH (0)

ayant en vue que

C2C
et la derivee par rapport a t, donne h (x) = Z'k x.

Analoguement nous trouvons
2

f(x) = c2 sin C3X, g(x) = c2c sin C3X, h (x) =
C2C3C

sin c3x
Zk

4.6. 10 Dans la travail [10] nous avons demontre que, si les fonctions
~(x) et f(x) sont analytiques, l'equation

b ~ b

Jf(x)~(x)dx=~(a) Jf(x)dx+~(b) Jf(x)dx
a a ~

n'a de solutions qu'a la condition que ~=~(a+b).
Z
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r Dans un travail [7] nous avons etudie Ie systeme a 9 fonctions reelles
mesurables.

p p+l-k

cp(X+Y)-A L Ck(X+Y) L ap+z-k_j(x)bj(y) = ap(x) + bp(Y)
k=l 1=1

ou p = I, 2, 3 et "Aun parametre.

5. EQUA nONS FONCfIONNELLES DEFINISSANT DES POL YNOMES

La definition fonctionnelle du polynome a une variable ou a plusieurs
variables a ete faite de differentes manieres. En general les equations intro-
duites dans la definition du polynome contiennent une seule fonction inconnue.

Dans ce chapitre nous etudions des equations integro-fonctionnelles,
con tenant plusieurs fonctions inconnues, definissant des polynomes.

5.1. L'equation fonctionnelle

(5.1)
f3

q>["AiX+(1-"A)~]=~ f f(t)dt,
~-OI:

ex

(V iX, ~ E R),

oil
"A

et k=FO sont deux constantes, f(t) et q>(t) elant deux fonctions reelles
bornees, sommables ou mesurables a les solutions generales

1° f(x)=~, q>(x)=c,
k

1 1
2° f(x)=-(ax+b), q>(x)=ax+b => A=-.

k 2

En effet, les variables iX et ~ etant que1conques, nous ferons dans (5.1)
successivement

1° iX=U-V, ~=U;

par consequent, on obtient

3° iX=U-V, (3=u+v,

u-.

u+.

~ f f(t)dt=q>[u+(l-A)v],

u

u

~ f f(t)dt=q>(U-AV),

u+.
~ f f(t)dt=q>[u+(1-2A)v].
2v

u-.

En utilisant la propriete

u u+. u+.

Jf(t)dt+ J f(t)dt= J f(t)dt

u-. u u-.
on obtient

q>(u-"A v) + q>[u+ (I-"A)v]- 2 q>[u+ (1-2"A) v] = 0
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equation de la forme (1. 72), On ded uit

Puisque L.aj OCj2ne s'annulent pas pour A= ~ , no us conc1uons pour
2

l'equation fonctionnelle (5.1) que: si A=F~ alors la solution generale est
2

<p(x)=con~nte, et si A=
~ ? alors la solution est un polynome du premier

degre <p(x)=ax+b, ou a et b sont deux constantes arbitraires.
. Par la suite, nous avons

~ ~ ~
10c=~ Jf(t)dt oil JCdt= Jkf(t)dt, doncf(t)==~:

~-~ k
ex ex ex

~
1 k J2° -a(oc+(3)+b=- f(t)dt.
2 ['-a

ex

Si on remplace f(t) = F' (t) on deduit immediatement les solutions
d()nnees.Rlu&., ~~ut.

5.2. Considerons maintenant l' equation fonctionnelle

~
1 J 1

- f(t) dt =-[g (OC1)+h «(31)]
['-a 2

ex

(5.2)

oil OC1= OC+ A«(3-oc), (31= (3-A «(3-oc), 0 ~ A~ ~ les
: , 2

supposee5 bornies, etc.

L'ensemble des solutions de !'equation (5.2) est

1 1
1° A~i' f(x)=2(ax+b),. g(x)+h(x)=ax+b;

1 1 ( 1 ) 1 1
2° A=F2 et A=F2 1- ..j3'

f(x)
=4 ax2+2(2b+c)x,

h(x)=ax+b, g(x)=ax+b+c;

3° A=
~

(1 - Jr), h(x) et g (x) polynomes du 3e degre, et f:(x) poly-

nome du 4e degre. .

Nous allons calculer les integrales suivantes

fonetions f, g et h sont

u+y

J,
u u+y

J, J .
u-p U-y u
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On obtient
u+v

;v J J(t)dt= ~[g(U-V+2Av)+h(u+V-2AV)]'

u-v
u

1 J 1- J(t) dt=-[g(U-V+Av) +h (U-Av)],
v 2

u-v
u+v

1 J 1- J(t) dt=-[g (u+ AV)+ h (u +V-AV)].v 2
u

En utilisant la propriete (5.11) on obtient l'equation

(5.21) g(u-v+Av) +h (u-Av) +g (u+Av) +h (u+v-Av)

-2g (u-v+2Av)-2 h (u+v-2Av) =0.

En ehangeant v en -v on a
g (u+v-Av) +h (u+Av) + g(u-h) +h (u-v + AV)

-2 g(u+v-2Av)-2h(u-v+2Av)=0.

En soustrayant la derniere egalite de la preeedente, on obtient

[g(u-v + Av)-h(u-v + Av)] + [g(u+ Av)-h(u + Av)]-[g(u-A v)-h(u-"A v)]
-[g(u+ V-A v)-h (u + V-A v)]-2 [g(u-v + 2 Av)-h(u-v + 2 Av)]

+2[g(u+v-2A v)-h(u+v-2 AV)]= o.

A l'aide de la notation g(t)-h(t)=<'D(t), on deduit

<'D[u+(A-I)v] + <'D(u+ Av)-<'D(u-A v)-<'D[u + (I-A) v]

-2 <'D[u+ (2 A-I) v] + 2 <I>[u+ (1-2 A)v]= O.
Cette equation a la forme (1.72), On deduit

L,o/= 0, L,O/IXin= (A-l)n+ An_( -A)n_(l-A)n-2(2A-l)n + 2(1-2A)n.
On verifie faeilement que quelque soit Ie nombre nature! n pour

A =J... on a L,OIXt = o.
2 I

Si 1.= J... alors IXl = ~l = J...(IX+ ~), et l'equation eontenant les fonetions g
2 2

et h devicnt

g( u+
~

V)-2g(U)+g( u-
~

V)+h( u+
~

V)-2h(U)+h( u-
~

v)=o .

En substituant dans eette equation v = 2 t et g(x) + h (x) = cp(x) on obtient
cp(u + t)-2cp (u) + cp(u-t) = 0 equation qui a eomme ensemble des solutions
cp(x)=ax+b, done g(x)+h(x)=ox+b et alors

"~ Jf(t)dt=J...
[

o(X+~
+b ]

, d'ou f(x) =J... (ox + b)
~-(X 2 2 2

ex

a et b etant deux eonstantes reelles arbitraires.
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Par consequent si ).= ~ l'ensemble des solutions est
2

f(x)=~(ax+b), g(x)+h(x)=ax+b.
2

Si ).#~ alors <I>=c, donc g(t)-h(t)=c. En prenant
2

(5.21) gtt)=h(t)+c on obtient

h(u-v+).v)+h(u-).v)+ h(u+). v) +h(u+v-).v)

-2h(u-v+2).v)-2h(u+v-2)' v) =0,

dans l'equatioD

equation qui peut etre ecrite

h [u+()'-l)v) +h(u-). v) +h(u+). v) + h [u+(I-)')v)

-2h [u+ (2),-1) v)- 2h [u+ (l-2)')v)= O.

Pour cette equatiop on a

2a/=0. 2a;iX/=0 et 2a/iX/= -2(6).2_6),+ I),

:2ajiX/=O, 2a;iX/= -60).4+ 120).2-84).2+24),-2.

Mais "i:.a;iX/=O pour ).=
~

(1- ~), (l'autre racine est, inacceptable).

Mais la racine). = ~ (1- ~ ) ne satisfait pas la relation "i:.a/'ll} = 0 et en te-
2 yl3

'
'.

nant compte du theoreme de T. POPOVICIUenonce plus haut, on d6duit les
solutions. donnees au debut du chapitre.

5.3. N. CIORANESCU[4] a etudie l'equation fonctionnelle

(5.3)
b

f(x + y) = J [f(sx) + f(sy») dues).
a

Nous considerons l'equation fonctionnelle
b

f(x+ y) = f [g(sx)+h(sy») dues)
a

oil u(s) est une fonction it variation bornee dans (a, b), la relation ayant lieu
quel que soit x et y, il est evident que les integrales du seconde membre
ont un sens.

Faisons dans (5.31), y = 0 et ensuite x = 0, on obtient

b b

f(x) = f g(sx)du(s) + h(O). C, fey) = f h(sy)du(s) + g(O). C oil
b

c= f dues)
a a a

En eliminant les integrales du seconde membre, on arrive it l'equation

f(x + y) = f(x) + f(y)-C(go + ho)'
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Distinguons deux cas

lOgo + ho = 0, alors I'equation (5.32) est l'equation
-consequent f(x) = Ax, a A arbitraire.

20 go+ho#O, alorsf(x)=Bx+C{go+ho)'

Par la suite, dans Ie premier cas, il resulte

de CAUCHY, et par

b

J g (sx) du (5') = Ax- ho C,
b

J h(sx)du(s)=Ax-goC.
a a

Supposant que la fonction g (sx) est developpable en serie soit

g(sx) =c,) +c1sx+ . . .
.on deduit

b b b

Ax-hoc=co J dU(S)+CIX J sdu(s) + C1X1 J s2du(s)+ . ..
a a a

il resulte
b

Cl =A: J sdu(s), i=2,
'"a

b b

g($x)=-ho+(Asx): J sdu(s), h(sx)=-go+(Asx): J sdu(s).
a a

Pour Ie 2e cas no us procedons exactement comme plus haut.

5.4. On montre facilement que les equations
y

J~ (t)f(t) dt = (y-x)f( x;y),
JC

y

J~(t)f(t)dt=y~x[f(x)+f(Y)]

."
.ont la solution f(x) = rx.x +~, ~(x) = I, rx.et ~ des constantes arbitraires.
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