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335. EINIGE FLACHEN UND KURVEN DIE DEM ELLIPTISCHEN
KEGEL ZUGEORDNET SIND*

Stanimir Fempl

Jedem Achsenschnitt eines geraden elliptischen Kegels (Basishalbachsen
a u. b, Héhe H) kann man einen FEUERBACHKkreis zuordnen der, wie bekannt,
durch neun Punkte: Halbierungspunkte der Seiten, Héhenfusspunkte und Halbie-
rungspunkte der oberen Hohenabschnitte hindurchgeht.

In dieser Arbeit be-
stimme ich in 1. den geo- z
metrischen Ort F sdmtli-
cher FEUERBACHKreise, die
Schnittlinien der so ent-
standenen Fliche mit dem
Kegel, und gebe eine Ge-
nesis der einzelnen Kurven
die die geometrischen Orte
der erwidhnten neun Punkte
darstellen. In 2. wird die
Komplanation des zwischen
den beiden Schnittlinien
liegenden Kegelteils ausge-
fiihrt. Im Resultate er-
scheinen elliptische Nor-
malintegrale die sich auf
Integrale I u. II Art (LE-
GENDREtypus)  zuriickfii-
hren lassen, so dass man
fiir die Auswertung des
erwihnten Flichenteils die
bestehenden Tafeln fiir el-
liptische Integrale benutzen
kann [1]. In 3. wird die
Rektifikation der Kurve,
die den geometrischen Ort Abb. 1
der Halbierungspunkte der
oberen Hohenabschnitte darstellt, ausgefiihrt. Im Resultat erscheint die JACOBIsche
,»Zeta*“-funktion, deren einzelne Werte sich ebenfals in [1] befinden.

* Presented June 2, 1970 by M. PrvANoOVIC.
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1. Man lege den Koordinatenursprung eines (linken) rechtwinkeligen Systems
in den Basismittelpunkt, die Grundellipse in die XY-Ebene, so dass die Spitze V
des Kegels in die Z-Achse fillt. Die Gleichung der Kegelfldche lautet

(¢)) H2(b*x* + a*y?) = a?b?*(H—2z)*.

Wenn man das Komplement der exzentrischen Anomalie mit ¢ bezeichnet, so
lautet die Gleichung eines beliebigen Achsenschnittes durch A(asing, bcosg, 0),
B(—asing, —bcose, 0), V(0,0, H)

2) bx—aytgp=0.

Um den zugehorigen FEUERBACHKkreis zu bestimmen, geniigt es eine Sphire durch
. . b H . b H

drei Punkte 0(0,0,0), S, (% sin @, > cos @, ?) » S, (—% sin ¢, — cos @, ?)

zu legen d. h.

R 2 2 Qin2 2 2
x2+y2+zz+l(y—b—xctgzp) _ Hidasinfe+bicos’y
a

2H

z=0 (4 beliebig),
und wegen (2),

(3) X2 424 72 H?*+a*sin g+ btcos’yp

2H

z=0.

Die Gleichungen (2) u. (3) bestimmen dem Achsenschnitte ABV zugehorigen
FruerBACHkreis. Indem man noch ¢ eliminiert, erhdlt man den gesuchten geo-
metrischen Ort
(4) x2+y2+22_i[m“2b2("2+”2) +H]z=0.

2 | H (0°x2 + a?y?)
Wie man sieht, diese Fldche ist symetrisch in Bezug auf die Koordinatenebenen x =0
und y=0, und sie berithrt die Ebene z=0 im Koordinatenanfang. Sie besitzt
mit der Kegelfliche (1) noch zwei Schnittlinien. Diese Schnittlinien erhilt man,
indem man den Wert fiir 52x%2+a2y® aus (1) in die letzte Gleichung einsetzt.
Es folgt

(x2+ Y2 +122) [ 1 Hz ] _H2(H-22)

2(H—2)? 2(H—z)*
und diese Gleichung kann man in der Form
(H—22)[(x*+y*+2z*) (2H—2)—H?*]=0

schreiben. Auf diese Weise erhidlt man zwei Schnittlinien. Die erste — wen man
noch z=H/2 in (1) setzt-hat die Gleichungen

Q) b*x% + a?y* = a?b?/4, z=H]/2,

ist also eine Ellipse mit Halbachsen a/2 und 5/2, mit dem Abstand H/2 vom
Kegelbasis, was auch auf Grund eines einfachen geometrischen Uberlegens zu
ewarten war. Indessen, die zweite Linie, deren Gleichungen man in der Form
6) x2+y?=(H—z)? » H¥b*x? + a*y?) = a*h*(H—z)?

z
2H—z

schreiben kann und die eine Raumkurve darstellt, besitzt eine interessante Genesis.
Némlich, eine durch O und den beliebigen Punkt P(x, 0, z) der Kurve
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2_(H_2_ % —

() P =(H-D—, =0
laufende Gerade schneidet die Gerade z=H der Ebene y=0 im Punkte
A(Hx/z, 0, H), und man ersieht leicht dass AB= AP ist, wo B den Punkt (0, 0, H)
darstellt. Eine solche Eigenschaft besitzt aber die Strophoide. Die erste Glei-
chung (6) stellt also eine Fldche dar, die
durch Rotation der Strophoide (7) um die .
Z-Achse entstanden ist. Diese Strophoide
berijhrt die  X-Achse im Koordinate-
nanfang, ihr Doppelpunkt ist der Punkt
(0, 0, H) und ihre Asymptote ist die Ge-
rade z=2H, y=0. A

Was den geometrischen Ort der Mit-
telpunkte der erwdhnten Hohenabschnitte 5 ~
anbelangt, und zwar von denjenigen HShen
die auf den Mantellinien senkrecht stehen
— da ein solcher Punkt Koordinaten

Abb. 2.

a? sin%p + b? cos?p

a . b
=—SIn =—CO0S @, =
®) X 251 Q, ¥y 5 s, z Y

besitzt — lauten die Gleichungen des geometrischen Ortes

(C)] b*x? + a?y? = q?b? /4, x?+y?=Hz[2

d. h. die Kurve stellt den Schnitt eines elliptischen Zylinders mit einem Rota-

tionsparaboloid (um die Z-Achse) dar. Auch diese Kurve ist keine ebene Kurve.
Schliesslich, der geometrische Ort der Mittelpunkte der HdShenabschnitte

die die Kegelspitze mit dem Orthozentrum verbinden, ist eine Strecke mit den

Endpunkten (0, 0, (H2+a?)/2H) und (0, 0, (H?+b*/2H) die auf der Kegelhshe

liegen.

2. Um die Oberfliche des Kegelteils zwischen seinen Schnittlinien (5) und (6)

mit der Fldche F zu berechnen, wird es zweckmissig sein, den Kegelmantel in

die Ebene auszubreiten. Wen die kleinste Mantellinie s,=)/5?>+H? in die Pola-
rachse fillt und die Kegelspitze im Pol liegt, so ist der Polarwinkel

P
(10) O =J(n, k, ¢)=\/n(n+1) \/l_kz, sinp do
n+k? 1+nsinZp
0

was ich in einer meiner fritheren Arbeit zeigte [2]; hier ist
R?—g5,2

an wp=

wo R den Radiusvektor bedeutet, und s, = \/a2+H2 die grosste Mantellinie. Hier
ist noch

(12) k=2 (<1) n=% (2=a2—p).
S 2

2 82

Fiir die ausgebreitete Kurve (5) besitzt © denselben Wert, nur ist der Radiusvektor
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r=R/2. Indessen, fiir die Kurve (6) ist (Abb. 1) der Radiusvektor r=R—AM,
und wegen AM =2p cosa=20?/R (0*=a’sin’ @ + b cos?g) ist r =(R*—20%)/R d.h.,
wegen R2—g@2=H? ist r=(H?*—p%[) H?>+0?, also

_ H?*—(a*sin’p + b*cos*yp)
VH? + a?sin’ + B cos’g

(13)

und die Grésse @ hat denselben Wert (10). Auf diese Weise stellen die Glei-
chungen (10) u. (13) parametrische Gleichungen der ausgebreiteten Kurve (6) dar.
Der Mantelteil des Kegels zwischen der Kegelspitze und Kurve (6), wegen

Symetrie, ist
Q

M1=4-%fr2d@,

wo £ den vierten Teil der Manteléfnung bedeutet [2]. Da noch

d@=\/n(n+1).\/1—kzsin2<p d(p=i v/1—k2sin%gp d

n+k? 1+nsin?e s, l+nsin?g
H? + a?sin?@ + b2 cos’p = 5,2(1 +nsin¢),

H?—(a?sin@ + b%cos?@) = 2H?—5,%(1 + nsin?e)

ist, so wird

YR

1=2£ 4H*—4H*s5,2(1 +nsin1fp)+sz4(1 + nsin?g)? \/m d(p
KA 5,2(1 + nsin?¢)?
0

d. h.

T T
4 I 2sin2 —12a]
4}ff\/1 k?sin (pdtp——4H2 V1 k2s1ntpd(p+s22E}.
2
0

(1 +nsin?g)? 1+ nsin?¢
°

(14) Ml=i—‘:{

s

Das dritte Integral E ist ein vollstindiges elliptisches Normalintegral II Gattung

(LEGENDREtypus), das zweite integral ist s,J1(n, k,7/2)/a auf Grund (10), wih-

rend sich das erste Integral in der form
7 7

n+k? f dp Kk dp

n

(1+nsin?@)>\/1—k*sin2p 7 ( + nsin?g)/1—k*sing
0

(15)

schreiben lisst. Bezeichnet man

dx
%= f (1 +nx?pX (X =v(1—x) (1—k2x?)),
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so gilt die Rekursionsformel [3]
(2v—2)aZ,—(2v—3)BZ,_1+(2v—A)y Z,_2—(2v—5)0 Z,_3
.2 S
(A +nxyp-1
a=n+1)(n+k)/n?, B=[n(n+2)+2n+3)k%/n?, y=[n+(n+3)k/n’, 6=K|n?

und das erwahnte erste Integral (sin @ =x) erscheint in der Form

i
1

(n+k*)Z)/n—k*Z,/n, ‘

+ const.,

wenn man noch die Integralgrenzen in Betracht nimmt. Nach dieser Formel er-
hilt man fiix =2 den Wert

1
Z,= 2% (BZ,—0Z-,))

und die Grésse Z, stellt ein vollstindiges elliptisches Normalintegral III Gattung
dar (LEGENDREtypus), dass man mit [/, bezeichnet. Die Grosse Z_; hat den Wert

24 T t

2

2 2

in2 2 ——

z, - 1+ nsinzg d<p="+2k f do n2 f V1—k%sin’g do.
v/ 1—k%sin?p k ; V/ 1—k*sinzg K s

Da noch das zweite Integral rechts von Z_; ein vollstindiges elliptisches Nor-
malintegral I Gatuung darstellt und dass man mit K bezeichnet, so ist Z_ =
(n+k¥)K/k2—n E[k? so dass auf Grund (12),

e A

2 0
25,2 25,4 25,2

ist. Weiterhin ist JI (n, k,n/2)=JI, in der Form
(16) To=— (s,2Io— HK)
as,

ausdriickbar, was man leicht ersicht. Demnach erhdlt man mit Riicksicht auf
(15) fiir (14) den Wert

4 4 2 2 L2
Ml=ﬂK+2—“(sz2+2H )E—4—H—(s12+a b ) o

as, §, 5,2 as, 5,2

Die Mantelfliche des Kegels ist [4): M,=2a+/b>+ H?E =2as,E und die Man-
telfliche zweischen der Kurve (5) und Kegelspitze ist as,E/2. Deshalb ist die
Oberfliche des Kegelteils zwischen den Kurven (5) u. (6): M=M,—M, d. h.

o+

a’h?

5,2

(17) M=4H4K+——(3s22+

a 8H* ) E_4H 2
as, 2s,

as,

)Ho.

5,2

Das vollstindige Integral 77, dritter Gattung kann man auf vollstindige
und unvollstindige Integrale I u. II Gatuung reduzieren. In meiner Arbeit [2]

4 Publikacije Elektrotehnitkog fakulteta
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zeigte ich dass die Funktion JI; durch eine linedre Kombination von vollstin-
digen und unvollstindigen elliptischen Normalintegralen I u. II. Gattung zus-
druckbar ist, ndmlich

(18) Jo=EF(K',p)+ KE(K',9)—KF(K', ),

wo die unvollstindige Integrale F(k',y) und E(k’,p) einen komplementi:en
Modul k' =+/1—k? besitzen, und deren Amplitude u sich durch tgy=+/n/k
ausdriicken ldsst. Wenn man noch 77, auf Grund (16) mittels JI, ausdriickt
und den erhaltenen Wert in (17) eintrdgt, so gelangt man zum Wert fiir den
Mantelteil M:

Héqb?

(19) M= 252(3 2+—)E— K—4H2(1 )ﬂo

5,78,

Dabei ist der Modul & mit (12) gegeben, wihrend die Amplitude ¢ in (18)
den Wert

(20) w=arctg(a/H)

besitzt, d.h. sie stellt den Komplement des Neigungswinkels der grossten Man-
tellinie gegen die Grundfliche des Kegels.

Beispielsweise sei a=6, b=4, H=10. Nach der Berechnung ergibt sich
M=~ 21,30.

3. Der Umfang der Kurve (9) ist, auf Grund (8),

2
_4f \/Hz(azcos2(p+bzsm <p)+4e“sm’tpcos2(pd
4 H?

Dieses hyperelliptische Integral fiihrt gleich auf ein elliptisches auf Grund der
Substitution sin?¢ =¢. Es folgt

1
@ s 1 \/ —de't 1 (deE—HYet + H 2a2 \/(tl—t)(t—tz)
H -t H (1—n¢
0

wo

tl,2=§1e§ [462-—H2:!: \/16€4+8H2(a2+b2)+H4]’

und man ersicht dass ,>>1, ,<0.
In den bekannten Tafeln von BYRD und FRIEDMAN [1, S. 113] findet man

y u
(a—t)y(t—d) dn?u du
22 @=0U=D gt (c—dy(a— _dnude
(22) f b—1)(t—c) (e )a c)gf (1—a?sn?u)?
c 0
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unter Vorzussetzung

{a>bgy>c>d’ anu:de)_(_t_c), k2=(l);c‘)__(a_d)’
(b—c) (1—d) (@—c)(b—ad)

O3 4 ge 2 o<ar=ttcky goamusint [OTO070
Via—e) (b—d) b—d —c) —d)
{ snu; =sin@.

Alle dicse Bedingungen crfiillen die Grossen in (21) wenn man nur a=t,, b=1,
¢=0, d=t,, y=1 annimmt. Es ist noch [1,S. 218]

(1—a?sn?u)? B —2a3(a2—1)

(24) f dn’u du 1 [al E(u)+ (k*—a®)u+ (2a®—a*—k?) II (u, a?)
0

_ ofsnucnudnu®

1—a?sn’u ]0 ’
Da im Falle (21) die Grbsse ¢ den Wert z/2 besitzt, so erhdlt man wegen
emuy, =mn/2 fiir die Giosie u, den Wert K. Fir die untere Itegrationsgrenze
u=0 ist E(0)=0, I7(0,a*)=0, sn0=0. Da noch fiir die obere grenze cny, =0
ict, werden die Integrale in (24) Normalintegrale E, K, II, und das letzte
Gleid in (24) fillt ab. So gelangt man zur Formel

“

(25) dnfudy L [0 E (kP —a?) K+ (202 —a* k) 1.

(1—a?sn?u)? _2a2(a2—1

Fiir das Integral [1y=1I(n/2, a? k) gilt {1, S. 229]

(26) M=K+ K280 (sin p=2)
V=) (ki—a?) k
unter der Bedingung O0<<o?<Ck? dic im Fall (21) erfiillt ist. Die Grosse Z(B, k)
ist die JAacoBische ,.Zetafunktion”’, fiir sie gilt [1, S.229]
(27) KZ (f, k)=KE(B, k)—EF (. k),

und die einzelne numerische Werte fiir KZ (8, k) befinden sich in den Tafeln [1].

Nach Einsetzung a=¢, b=1, y=1, ¢=0, d=t, in (22) bis (27) gelangt
man zur Umfangsfoimsl

_VA+B(p, A—B .\ H
s=Y2 (E+ K) -~ KZ (.k),

2b*H?
wo
A=4e*+ H¥(a? + b?), B‘—“€2\/16e4+8H2(a2+b2)+H4
ist, und wo
17,  @e—HH 1 _
sin = J7[1+ﬁf~ﬂez] k2 BA=B)
2 B ’ 202 H*

bedeutet.
Fiir den Fall a=6, b=4, H=10, ergibt sich s~ 18,62.

4%
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