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331. DREI NOTEN OBER STIRLINGZAHLEN*

Ivan Paasche

1, Eine Bemerkung zur Note [1]

Jm Literaturverzeichnis des Artikels [1] kann man anfiigen:
[18] L. OETTINGER:Hjjhere Analysis. Heidelberg 1831.
Dort stehen auf S.92 die ersten 7 STlRLINGpolynome 2. Art (Fehler bei eJn+7.n),
die ja absolut die gleichen Koeffizienten besitzen wie die STIRLINGpolynome 1.
Art. Bezeichnet man wie heute iiblich

eJu

eJ21 eJ22

eJ31 eJn eJ33

eJ41 eJ42 eJ43 eJ44

1
1 1
131
176 1

STIRLING2. Art

eJm.n-l + neJmn
= eJm+l.n

. . . . .

so schreiben sich die OETTINGERformelnso:

(n+l ) 1 (n+2 )eJn+1.n= 2 eJn+2.n=4
3

(3n+ 1)

1 (n+6 )eJn+6 n = - (63n5+ 315n4+ 315n3-91n2-42n + 16),
576 7

eJn+7.n=
1~ C;7) (9n6+ 63n5+ 105n4-7n3-42n2+16n).

Offenbar hat OETTINGERnieht beobachtet, daB aIle eJn+1+2k.n auch den Faktor

(n;l) enthaIten, denn er notiert eJn+7.n mit drei ganz falschen Koeffizienten
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1638, 5024, 3360 (statt 42, 16, 0), die er von S. 87 iibernimmt. - Die Bezei-
chnung von OETTINGERlautet ISn+k.n= SC' (k; 1,2, 3, . . . , n) und bedeutet die
vollsHindige homo gene Summe k-ten Grades der n Elemente 1,2, .. . , n, also
einen Quotienten zweier VANDERMoNDE-Determinanten.

1

13 l° /III 1°

1

BEISPIEL: 642=SC' (2; 1,2)=12+1.2+22= : =7.
23 20 21 20

2. Erweiterung einer Hypothese yon Mitrinovic

Betrachtet werden die STIRLINGZahlen I. Art

(0)
SI1

S21 S22

S31 S32 S33

1

-I 1
2 -3 1

Die Hypothese in [2] laBt sich nach MultipIikation mit dem Faktor n-I so
aussprechen: Die beiden Polynome in n des Grades 2k- 3 (k = 2, 3, 4, . . . )

(1) Ank=kSn.n-zk+2! (2k~1)
und Bnk= -Sn,n-zk+l / n(;)

besitzen das gleiche konstante Glied -( -1)kaZTc-3 nO mit positivem aZTc-3'Bei
dieser Formulierung gelangt man induktiv zu 4 weiteren Hypothesen tiber die
von k abhangigen Koeffizienten der Polynome (I) fiir k> 3: Mit positiven
ao, al, a2, aZTc-4'a2k-3 gilt

(2)

Bnk=
(

~nzk-3_~nzk-4+ ~nZk-S ):!: . . . _(-I)k(a2k-4nl+ aZk-3nO).
2k-1 2k-3 2k-5

Vber die mittleren Koeffizienten :!:... lassen sich keine so einfachen Vermu-
tungen anstellen. In den Fallen k = I, 2, 3 hat man analoge kiirzere Formeln.
Die Beispiele k = 1 bis 7 von (1) lauten

AnI = Iin (:f: Polynom in n) Po(n)

Bn1 = Iin (:f: Polynom in n) = (l-n)Pl (n)

2Anz = 3n-1 Pz(n)

2Bn2= n-I = (l-n)P3(n)

16An3 = 15n3-30nz + 5n + 2 P4(n)

16Bn3 = 3n3-IOn2+ 5n +2 = (l-n)Ps(n)

144An4=63ns-315n4+315n3+... -42n-16= P6(n)
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144Bn4= 9ns- 63n4-t- 105n3+. .. -42n-16 = (l-n)P7 (n)

768Ans=135n7-1260n6+3150ns +404n+144 = Ps(n)

768Bns= 15n7 -180n6+ 630ns +404n+ 144 = (l-n)P9 (n)

1536An6= 99n9-1485ns+6930n7 -2288n-768= PlO(n)

1536Bn6 = 9n9- 165ns + 990n7 -2288n-768 = (l-n)Pl1(n)

552960An7= 12285nll-270270n10+ 2027025n9- . . .
+ 3327584n + 1061376 =

945nll- 24570nlO+ 225225n9-...

+ 3327584n + 1061376 = (l-n)P13(n).

Die Grundformel der STIRLING-Dreiecksmatrix(0)

552960Bn7 =

(3) Sn,fTrl-nSnm

=Sn+l,m

muG hier flir m = n - 2k + 2 = (n + 1)- 2k + 1 benutzt werden. Setzt man (1) in

(3) ein und dividiert durch - ( n )~, so ergibt sich
2k-l 2k

n(n-2k + I)BnTe+ 2nAnk

= (n + I)Z Bn+l,k

Bei Einsetzen von (2) in (4) fallen die Potenzen nZk-1 und nZk-Z von selbst

(4)

(k = 1,2, . . .).

heraus, die Potenz nZTe-3jedoch nur, falls stets (2k-2 )2
ao= 3a1 ist, was sogar

in allen 6 Beispielen k = 2 bis 7 zutrifft.
Der Polynomansa.tz ohne Minuszeichen

AnTe= ~-3 + . . . + AZlc-3no

BnTe= BonZk-3+ . . . + B2k-po

liefert in Verbindung mit (4) folgende Koeffizientenvergleiche: Bei nZTe-1die
IdentiHit Bo = Bo und bei nZTe-t(t = 2, 3, 4, . . .) die Gleichung

2At-z = (4k-t)Bt-z +
tiZ

[(
2k-.-2

)+ 2(
2k-.-2

)+(
2k-.-2

)]Br-1 ,
r=1 1-.-2 1-.-1 1-.

also insbesondere Ao = (2k-I)Bo' Die vorderste Hypothese is~ damit bewiesen.
Die (hinterste) Hypothese von MITRINOVIC besagt genauer (t = 2k-l)

2k-3
2AzTc-3= 2BzTe-3= (2k + I)BzTc-3+ L: (2k--r:)Br-1 .

r=1
Die benachbarte hintere Hypothese besagt genauer (t = 2k - 2)

2k-4

[(
2k-.-2

) ]2AZlc-4=2BzTc-4=(2k + 2) BZlc-4+
'~l 2

+(4k-2-r:-3) Br-1.

2*



20 I. Paasche

AZk-3 und AZk-4 haben als Zahlenwert beide das Vorzeichen -( -l)k. Der Koef-
fizientenvergleich in (4) bei den Potenzen n2k-2, n2k-3, n2k-4 liefert zusammen
mit den 3 vorderen Hypothesen fUr k = 3, 4, 5,... die Kette

-3Bt -AI

die in bekannter Weise auch fUr k = 2 als formal giiItig erklart werden darf.

(4)n=o fUhrt auf O=Btk =Bo+Bt +. . . +BZk-3'

(4)n=-t auf A-t,k= kB_t,b
explizit -Ao+At-' . . +A2k-3=k(-Bo+Bt-' . . +B2k-3)'

Das sind 2 nur auf bekannten Polynomeigenschaften der Snm beruhende Rechen-
kontrollen, die von den 4 unbewiesenen Hypothesen unabhiingig sind.

Zusatz bei der Korrektur. Die eckige Klammer auf S. 19, 9 Zeilen nach

Formel (4), hat den beque men Wert C:~'), am Seitenende also Ck;').

3. Beweis dreier Hypothesen nach (berichtigten) Ergebnissen von Schweins

In 2. wurden der Hypothese von MITRINOVICaus [2] unter anderem drei
vordere Hypothesen nachgebildet, die sich gemaB [3] und 2. wie folgt notieren
lassen (Sn.n-v ist das STlRLINGpolynom 1. Art des Grades 2'1' in n): Sei t = 1
oder 2 oder 3. Flir k = 3, 4, 5,... besitzen die beiden Polynome des Grades
2k-3 in n

(1) Ank= kSn.n-2k+2 / (2k~1) = ka(n,2k-2) / (2k~1)

(2k-t)Bnk = -(2k-t)Sn.n-zk+t / (2:) = (2k-t)a(n, 2k-l) / n (2:)

die gleichen Koeffizienten bei der Potenz n2k-2-t. Diese haben in der Bezeichnung
von 2. folgende Werte:

Ao=(2k-l)Bo= l(~k)/ 22k-2 fUr t=l

und

(2) fUr t=2

Az = (2k-5)Bz = fUr t=3.

In 2. wurde nur die erste Hypothese in der schwachen Gestalt Ao = (2k-l)Bo
bewiesen. Der Beweis aller 3 Hypothesen (2) gelingt jedoch sofort, wenn man
in (1) fUr a(n. m) die Darstellung von SCHWEINS heranzieht. Die Formel bei
SCHWEINSist fehlerhaft, da er die aufsteigende und absteigende lexikographische
Anordnung der FakulHitenprodukte miteinander verwechselt. Flir das Bildungs-
gesetz von a(n, m) nach SCHWEINSist bereits der Fall m = 3 reprasentativ, der
Vertauschungsfehler kommt jedoch erst ab m = 5 zum Vorschein. Das berichtigte
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Bildungsgesetz lautet wie folgt und ]eistet unmmelbar den Beweis der 3 Hypo-
thesen (2). Wir benutzen m = 5 zur reprasentativen Darstellung:

5a(n, ~ =

1 n-l n-I n-2 1 n-I n-2 n-3 n-l n-2 n-3 n-4 1
-+-+ +--- +----
6! 1.2!5! 1 2 2!2!4! 1 2 3 2!2!2!3! 1 2 3 4 2!2!2!2!2l

n-2 n-l n-3 1 n-l n-2 n-4 1
+-+---+-----

2.3!4! 1 32!3!3! 1 2 42!2!3!2!

n-3 n-l n-4 1 n-l n-3 n-4
+-+ +---

3.4!3! 1 4 2!4!2! 1 3 4 2!3!2!2!

n-4 n-2 n-3 1 n-2 n-3 n-4
+-+ +---

4.5!2! 2 3 3!2!3! 2 3 4 3!2!2!2!

n-2 n-4 1
+---

2 4 3!3!2!

n-3 n-4 1
+-~-

3 4 4!2!2!
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