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324. SUR LE PROBLEME DE CAUCHY POUR UNE CLASSE
D’EQUATIONS PARABOLIQUES*

Jovan D. Keckié¢

1. Dans le cas ou les coefficients de ’équation parabolique
@))] AUy, + 2buyy, + cliy,, + 2du, + 2eu, + fu="0 (ac=0b?)

satisfont 4 la condition
(2) b(2d——ax—£ay)=a (2€—b$——iby)
a a

la détermination de la solution générale de (1) se raméne a 'intégration d’une équ-
ation différentielle ordinaire [1].

Ce fait n’était pas considéré comme important, étant donné-qu’on n’a
pas attribué un intérét suffisant aux solutions générales des équations aux
dérivées partielles. D’ailleurs, J. HADAMARD [2] a dit: ... dans I’ étude des
équations aux dérivées partielles, plus encore que dans celle des équations
différenticlles ordinaires, on doit cesser de rechercher, comme le voulait 1’Ana-
lyse classique, I’intégrale générale, c’est-a-dire une expression satisfaisant forcé-
ment & J’équation donnée E et susceptible, grdce aux éléments arbitraires
qu’elle contient (constantes ou fonctions), de représenter n’importe quelle solution
de cette équation.« C’est pourquoi des mathématiciens ont donné des procédés
particuliers fournissant des solutions aux limites des équations aux dérivées
partielles, sans développer une théorie générale.

2. Cependant, contrairement i ladite opinion de HADAMARD, nous avons ob-
tenu un procédé fournissant une solution detérminée au sens de HADAMARD
en partant de la solution générale. En fait, dans cette Note nous allons montrer
comment on peut obtenir, & partir de la solution générale de I’équation (1)
suivie de (2), la solution du probléme de CauUcHY, vérifiant les coditions sup-
plémentaires

3) u(x, h(x)) = a(x), uy(x, h (x)) =f(x),

ot h, a, B sont des fonctions données.

* Présenté le 17 juin 1970. par D. S. MiTrRiNovIC.
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Toute équation parabolique (1), suivie de la condition (2), peut &tre
écrite sous la forme suivante

4 Au+m(x, y) Au+n(x, y)u=0,

ol
Au= f(x, y)uz+ g(x, yIuy, Au= A(Au).
Soit p(x, y) une fonction non identique & une constante telle que Ap=0, et

q(x,y) une fonction telle que Ag=1. Alors p,q,—p,q, n'est pas identique-
ment nulle, et on peut prendre p et ¢ comme variables indépendantes. Cela

. . 2
étant, u(x, y) devient une fonction #%(p, g) et on démontre que 3—"= Au, ‘)—"=A2u.
q

Posons
m(x, y)=K(p, q), n(x, y)=H(p, q),

et I’équation (4) devient alors
o on
©) oz K@, 05, +Hp, =0,

ce qui est une équation différentielle ordinaire avec un paramétre p.

Soient f,(p, q) et f,(p, ) deux solutions linéairement indépendantes. La
solution générale de (5) est

C(p) fi(p, @) + C, (D) f3(p, @)

ot C, et C, désignent des fonctions arbitraires.

Soit & une fonction donnée, et supposons que p(x,h(x))=r(x) ait la
fonction inverse r-1 (ce qui signifie 4 la fois que r'(x)s£0, et que la ligne
y=h(x) n’est pas caractéristique de I’équation aux dérivées partielles don-

née (5)).
Posons
t= r(x), x=r1 (t)7 a(r_l (t)) =q, (t)
g(r-1(t), h(r-1(t))) = F(t)
©) Au— Z—Z =T ()= T(1()) =G,

ol T est une fonction indéterminée pour le moment.
Les expressions suivantes

£ (2, F(p) £, (p.d)—f> (0, F(P)) 1 (P, @)
Lo Fo) 30, Fo)—£,(p, F(2) £ 1 (0. F(1))’

(P(P,‘])=

£, Fo) £, —1 1 (0. F(P) £,(p, D)
f1 (o F0) £, (2, F 0)—£.((p, F(P)) £1 (P, F(P))

v(p,q) =
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sont chacune une solution de I’équation de (5). De plus, nous avons

¢(p,F(p)=0, w(p,F(p)=1,

(B F(P))=1. v,(p,F(p))=0.
Donc,
@ G ep.9+o(D)y(p,9

est la solution de (5) qui pour g=F(p) se réduit & a,(p), tandis que sa dé-
riveé par rapport & g se réduit & G(p).

~

Déterminons a présent la fonction G, c’est-a-dire T, afin que la solu-
tion (7) soit la solution du probléme de CaUCHY donné. Nous avons

u(x,h(x)):a(x), uy(x,h(x))=[3(x).
A partir de ce systéme nous obtenons
Uy thu,=a, fu,+gu,=T,

c’est-a-dire

®) T =(g (. hE)—f (. RN K () BG) +7(x, h() o’ ().

Par conséquent, la solution (7), ou G est déterminé par (8) et (6), et a,,
@, ¢ dans ce qui précéde, présente la solution du probléme de CAUCHY pro-
posé plus haut.

EXeMPLE. En posant f(x,y)=x, g (x,y)=y, nous obtenons Péquation de BERTRAND [3] que
voici:

€ X2 Uy + 2 XUy, + Y2 Uy, + XU, + YU, =12 U (n=const.)

x x
C, (—) x*+C, (—) X",
y Y

ol C,, C, sont des fonctions arbitraires.

Sa solution générale est

x
On est tout naturelement amené & poser p (x, y)=—, g(x,»)=logx. Alors nous avons

x X x
t =——, logx=F{-——|, sous la condition que —— ne s édui a constante.
h® g X (h(x)) qu ") n ¢ rcduise pas & une constan
Nous avons
u(x,h () =a@x)=a,()

3—2— =(h—xk)B(x)+xa’ (¥)=G ().

1
Par exemple, nous pouvons poser h(x)=x% a(x)=x®et B(x)=x2% Alors r(x)=—,
x

1 on y . 3
x=—, et —=3x"—x4 cest-a-dire G(t)=———
t o t3

et et la solution cherchée en p, g est

1/3 1 1
— (—3——) sh n(g+logp)+— ch n(q +logp),
n\ps p* P
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x
et en posant p=—, g=Ilogx, nous trouvons que
y

1 X x\n—4 x x\—n—4
"X y)=-— [(n +3) ——1] (—) xm 4 [(n—3) —+ 1] (—) x—n
2n y y y y

est la solution de I’équation (9) satisfaisant aux conditions

u(x,x)=x% wu,(x,x?)+x%

Je suis redevable 3 M. M. JANET qui a eu la bonté de lire cette Note
dans sa premiére rédaction et de m’avoir donné des observations grice aux-
quelles le texte final est considérablemenet amélioré.
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