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320. t)BER UNGLEICHUNGEN YON DER FORM

f(Mop(x; a), M\p(Y; a»)~MX<f(x,y); a)*

Eugen Beck

1. Einleitung

Ungleichungen yon der Form

(I) f(M",(x; a), M\p(Y; a»~Mx(f(x, y); a),

zu denen die klassischen Ungleichungen yon CAUCHY,HOLDERund MINKOWSKI
geh6ren, werden hier mit einer einheitlichen Methode untersucht, die auf der
Theorie der konkayen (konyexen) Funktionen yon zwei Vedinderlichen beruht.
Ungleichung (I) verkniipft drei pseudoarithmetische Mittelwerte

M",(x; a): = ct>C~1 ak9J(Xk»); cp:Jx-+Jop mit xkEJx,

M\p(Y; a): = 'P (i ak tp(Yk»); tp: Jy-+J\p mit YkEJy,
k~1

Mx(z;a):=x ( i a/r.X(Zk» )
; X:Jz-+Jx mit ZkEJz,(k=I,...,n).

k~1

Mit ct>, 'P, X werden hier die zu den "Abbildungsfunktionen" cp, tp, X inversen
Funktionen bezeichnet. Es wird angenommen, daB die cp(x), tp(y), X(z) in ih-
ren Definitionsintervallen Jx, Jy, Jz stetig und monoton sind. Da man Z.B.
statt cp(x) auch jede Funktion acp(x) + b mit beliebigen reellen Zahlen a,
b(a=f.=O) nehmen kann, ohne daB sich der Mittelwert Mq;(x; a) andert, ma-
chen wir im folgenden die grundsatzliche Voraussetzung:

(V) Die Abbildungsfunktionen cp(x), tp(y), X(z) sind monoton zunehmende
Funktionen.

Dasselbe gilt dann auch fUr die Umkehrfunktionen.
Die "Gewichtszahlen" (a) = (aI' . . . , an) seien reelle, nichtnegative Zahlen

n

mit der Summe 2: ak = 1.
k=1

Die "Verkniipfungsfunktion" z=f(x, y)
partielle Ableitungen erster und zweiter

(1.1)

besitze im Rechteck Jx x Jy stetige
Ordnung; der Wertebereich yon
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2 E. Beck

lex, y) sei das Intervall Yz. Die wichtigsten, hier in Frage kommenden Funk-
tionen sind die Summef(x,y)=x+y und das Produktf(x,y)==xy;wirnennen
die zugehorigen Ungleichungen "additive" bzw. "multiplikative" Ungleichungen.

Zu den multiplikativen Ungleichungen unserer Klasse gehort die HOLDER-
sche Ungleichung, die wir in der Form schreiben

( 1.2)

mit p-1 + q-1 ~ ,-1 und x, y, p, q, ,>0. Die Mp, Mq, Mr sind dabei Potenz-
mittelwerte mit den Abbildungsfunktionen rp(x)=xP, 1p(y)=yq, X(z)=zr. Der
Sonderfall p = q = 2, ,= 1 stellt die CAUCHYScheUngleichung dar.

Zu den additiven Ungeleichungen unserer Klasse gehort die Ungleichung
yon MINKOWSKI

(1.3) Mp (x; a) + Mp(Y; a) ~ Mp(x + y; a)

mit p~ 1, x, y>O. Ein weiteres Beispiel ist die Ungleichung

(1.4)

mit gl' g2' g 3> 1 und 1/log gl + l/log g2~ 1/log g3 (x, Y beliebig). Die @g (

sind Exponentialmittelwerte; sie sind durch rp(X)=glX, 1p(y)=g2'V' X(Z)=g3Z ge-
kennzeichnet.

Neben der Ungleichung (I) betrachten wir auch ihre Umkehrung

(I') f(M",(x;a), M'I'(y;a»)~Mx(f(x,y);a).

Beispiele zu (I') stellen z.B. die Ungleichungen (1.3) im Fall 1 <p< 1 und
(=)

(1.4) im Falle O<g« 1 dar.
Die Ungleichungen yon CAUCHY, HOLDER und MINKOWSKI werden

iiblicherweise nach unterschiedlichen Methoden bewiesen. Wahrend man beim
Beweis der HOLDERschen Ungleichung meist auf die Ungleichung zwischen
dem arithmetischen und geometrischen Mittel [2, S.21 ff.] zuriickgeht (auch
die Anwet:dung der YouNGschen Ungleichung [1, S.15] flihrt auf diesen
Zusammenhang), wird die MINKOWsKIsche Ungleichung in der Regel mit
Hilfe der HOLDERschen bewiesen. Beweise, die ohne die HOLDERsche Un-
gleichung auskommen, sind selten. So geben DAYKIN-ELIEZER [8; 11; 12] (vgl.
auch CALLEBAUT[6]) flir jede der bekannten Ungleichungen eine monotone
Funktion f(x) an, die an der Scelle x = 0 gleich der linken Seite, an der
Stelle x = 1 gleich der rechten Seite der Ungleichung wird. A. DINGHAS[10,
S. 322 f.] stellt mit Hilfe yon vergleichbaren Mittelwerten, die auf der Theorie
der konkaven Funktionen yon einer Veranderlichen beruht, allgemeine Un-
gleichungen auf, aus denen sich durch Spezialisierung die HOLDERschebzw. die
MINKOWsKIsche Ungleichung gewinnen lassen.

Urn Ungleichung (I) bzw. (I') mit Hilfe der Theorie der konkaven bzw.
konvexen Funktionen yon zwei Veranderlichen untersuchen zu konnen, wird
in Abschnitt 2 der Begriff der iiquivalenten Ungleichung eingefiihrt. So gibt
es i.a. zu einer additiven Ungleichung eine aquivalente multiplikative Unglei-
chung u. u.. Beispielsweise sind die HOLDERsche Ungleichung (1.2) und die
Ungleichung (1.4) aquivalente Ungleichungen. Unter den aquivalenten Unglei-
chungen ist die konkave bzw. konvexe "Hauptform" vonbesonderer Bedeutung



Dber Ungleichungen von der Form... 3

fUr den Beweis der Ungleichung. Schon bei HARDY-LITTLEWOOD-P6LYA [2,
S. 81 f.] wird diese Methode bei der Frage nach Verallgemeinerungen cler
HOLDERschen Ungleichung benutzt. Die Frage, wann das Gleichheitszeichen
gilt, wird dabei allerdings nicht angeschnitten. Sie ist bei der HOLDERschen
Ungleichung insofern interessant, weil hier die zugehorige quadratische Form
(siehe Abschnitt 3) nur noch semidefinit ist, so daB die iiblichen Kriterien
einer Erganzung bediirfen. Die weitere Untersuchung der einer konkaven
Funktion zugehorigen quadratischen Form fUhrt bei den additive und mul-
tipJikativen Ungleichungen (Abschnitte 4 und 5) auf notwendige und hinrei-
chende Defini1heitsbedingungen. Bei diesen werden gewisse aus den ersten und
zweiten Ableitungen der Abbildungsfunktionen tp (x), 1p(y), X(z) gebildete
Funktionen Fi bzw. Di (i = 1, 2, 3) miteinander in Beziehung gezetzt. Diese
Funktionen sind gerade bei den klassi~chen Ungleichungen besonders einfach.
Mit Hilfe dieser Funktionen ist es moglich, weitere Ungleichungen der Form
(I) bzw. (1') aufzustellen. Beispielsweise kann die MINKOWSKIscheUngleichung
auf Ungleichungen zwischen verschiedenen Potenzmittelwerten Mpt (x; a) er-

weitert werden.

2. Aquivalente Ungleichungen

Man kann Ungleichung (I) so transformieren, daB sich wieder eine
Ungleichung derselben Form ergibt. Wir behandeln zwei dieser Moglichkeiten
und kombinieren beide in Abschnitt 3 so, daB wir zu einer konkaven bzw.
konvexen Form der Ungleichung gelangen.

a) A'nderung der Verkniipfungsfunktion. Die Funktion a: Jz-+Ju sei eigent-
lich monoton zunehmend in Jz und besitze dort stetige Ableitungen erster
und zweiter Ordnung 1). Setzt man

(2.1) a{f(x, y»: = g(x, y) und T(U): = X( (Jl (u»,

wobei a-I die zu a inverse Funktion ist, so kann man Ungleichung (I) um-
formen zu

(II. I)

Dies ist eine Ungleichung derselben Form. 1st a monoton abnehmend,
dann kehrt sich die Ungleichung urn.

Ein wichtiger Sonderfall ist der Fall a=x, wobei X jetzt als zweimal
stetig differenzierbar vorausgesetzt wird. In diesem Sonderfall erscheint auf
der rechten Seite der arithmetische Mittelwert M1 (u; a); die spezielle Verkniip-
fungsfunktion bezeichnen wir mit

(2.2)
Man erhalt

x(J(x, y»: =go(x, y).

(IL2) go(M<p(x; y), M",(y; a»;SMI (go(x, y); a).

Natiirlich kann man aus der Ungleichung (II. 1) oder (IJ.2)
eindeutig (I) erhalten.

umgekehrt wieder

1) Die Existenz und Stetigkeit dieser Ableitungen wird lediglich im Hinblick auf die
spiiteren Abschnitte gefordert.
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b) A'nderung der Punktmengen. Die Funktionen

seien eigentlich monoton zunehmend mit stetigen Ableitungen erster und zwei-
ter Ordnung 1). Wir setzen

(2.3)

dann ist

(2.4)

Ferner sei

(2.5)

f }.J.<{s,t) ist eine im Rechteck J. x Jt definierte Verkniipfungsfunktion. Aus
Ungleichung (1) wird nun

(II.3)

und dies ist wieder eiene Ungleichung derselben Form.
Natiirlich kann man umgekehrt wieder aus (II.3) eindeutig (I) erhalten.

Ein wichtiger Sonderfall ist der Fall ),,-1=1p, p,-1=1p, es wird hier
Ip}.{s)=s, 1pJ.<{t)=tund man erhiilt

(II.4) ftP'P(Ml (s, a), M1 (t; a» ~ Mx (ftP'P{s, t); a).

Bezeichnung. All Ungleichungen, die durch ein- oder mehrfache Anwendung der
Transformationen 2a) und 2b) aus (I) entstehen, heij3en iiquivalente Ungleichungen.

BEISPIELE.Die V.::rkn'i)fuIl]sfun'<tion s~i I(x, y)=xy mit x>O, y>O. Wir setzen

s=logx, t=logy d.h. x=e", y=et,
dann geht (I) Uber in

Mrp}.(s; a) + M'i'J.<
(t; a) ~Mxv (s + t; a)

mit rp}.(s)=rp(e'), 'IJIJ.«t)='IJI(et) und Xv(u)~x(eU).

Aus einer mu~tip1ikativ.::n U Ilsleichuns ist ein: adjitiv~ U Il]leichung
das Verfahren auch umkehren.

geword.::n. Man kann

Aus der HoLDERschen Ungleichung (1.2) wjrd die aquivalente additive
Ungleichung (1.4) mit den Abklirzungen

gl=eP, g2=eq, g3=er, cp}.{s)=ep8=gl', 1pJ.<{t)=g2','Xv{U)=g3"'

Die B~dingung 1/p+1/q~1!r (p,q,r>O) geht iiber in 1/logg1+1/logg2~
~ l/log g3 (gp g2' g3> 1). D.l Gleichh~it bei d~r HOLDERSchen Ungleichung

nur daM. gilt, wenn die XkP zu den Ykq (k = 1, . . . , n) proportional sind, so
gilt bei der aquivalenten Ungleichung, daB die gl'k im Fane der Gleichheit
zu den g2'k (k = 1, . . . , n) proportional sind.

1) Die Existenz und St~tigkeit dieser Ableitungen wird lediglich im Hinblick auf die
spiiteren Abschnitte gefordert.
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Die zu der MINKOWsKIschen Ungleichung aquivalente multiplikative Un-
gleichung Iautet

exp
L~I

ak(1og Sk)Pr . exp
Lt ak(log tk)P]

P

~ exp
L~I

ak(log Sktk)P]
P

.

Anmerkungen.1. Die Verknlipfungsfunktionlex, y)=x-y kann auf die Verknlipfungsfunk-
tion x +y zurlickgeflihrt werden. Man setzt in

(2.6)

M<p(x; a)-M'I'(y; a)~Mx(x-y; a)

z=x-y, dann erhalt man wegen x=y+z

2. SchlieBlich JaBt sich die Verknlipfungsfunktion I(x, y)=x/y auf die Verknlipfungsfunktion
xy zurlickflihren. Aus

M<p(x; a)/M'I'(y; a)~Mx(x/y; a)

wird mit z = x/y die Ungleichung

(y, z>O).

In beiden Fallen hal sich das Ungleichheitszeichen umgekehrt.

3. Die konkave (konvexe) Haaptform der Ungleichung

Wir fUhren zunachst die Transformation 2a) mit (J==X und anschlieBend die
Transformation 2b) mit J..-I==cp, ,u-I=1p aus; dann erhaIten wir mit der Abkiirzung

(3.1) H(s, t): = X( f (ct>(s); P(t»))

die Ungleichung

H(MI (s; a), M1 (t; a» ~ M1 (H(s, t); a)
d.h.

(III)

(III) driickt aus, daB H(s, t) eine im Rechteck J<px J'I' konkave Funktion ist.
Wir nennen deshalb (III) die konkave Hauptform der Ungleichung (I). Ent-
sprechend entsteht aus (I') die konvexe Hauptform

HC~laksk' k~laktk)~k~Iak H(Sk' t,J.

dieser Ungleichung. H(s, t) nennen wir die Hauptverkniipfungsfunktion.
Da die Ungleichungen (I) nnd (III) aquivalent sind, kann (III)

eindeutig in (I) zuriicktransformiert werden. Daher gilt

(III')

wieder

Satz 3.1. Notwendig und hinreichend fiir das Bestehen der Ungleichung (I) ist,
daft die durch (3.1) definierte Hauptverkniipfungsfunktion H(s, t) in J<px J'I' kon-
kav is!.
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Der Nachweis, daB H(s, t) eine konkave Funktion ist, kann wegen der
Ex'stenz der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung mit Hilfe der quadra-
tischen Form

(3.2) Q(s, t; h, k): = Hss(s, t)h2+2Hst(s, t)hk+Htt(s, t)k2

geftihrt werden (vgl. [2], S.80). Es sei
n

so: = Lat St ,
i=1

n

to: = Lattt,
i=1

dann ist
n n

'2,atht= '2,atkt=O,

i=1 ;=1
und es folgt aus

H(st, tt)=H(so' to)+htHs(so, to)+ktHt(so, to)

I
+

2!
Q (so+#tht, to+#tkt; hi, ki) (O<#i< 1)

(3.3)

im Hinblick auf (Ill)
n 1 n

06; '2, atH(st, tt)-H(so,to) =
2'

'2, atQ(so+#jht, to+#tkt; hi>kt)
;=1 . i=1

(O<#t< 1).

Da die (St, tt) E Jrpx Jop belie big wahl bar sein sollen ebenso wie die Ge-
wichtszahlen ai, so schlieBt man aus (3.4), daB die Hauptverkni1pfungsfunktion
H(s, t) in Jrpx Jopgenau dann konkav ist, wenn die quadratische Form Q(s, t; h, k)
fiir aile (s, t) E Jff XJopund aile h, k negativ-definit ist. 1st Q(s, t; h, k) eigent1ich
definit, gilt also Q = 0 nur fUr h = k = 0, dann schlieBt man aus (3.4) weiter,
daB in der Hauptform (III) das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn
alle ht = kt = 0 sind, d.h., wenn alle (St, tt) = (so, to) sind. 1st dagegen die
quadratische Form nur semidefinit, d.h. gibt es bei bestimmten Werten (8, i)
Richtungen hjk, fUr welche Q(s, t; ft, k)=o ist, dann ist damit zu rechnen,
daB das Gleichheitszeichen in (III) fUr bestimmte Kombinationen (.Y;", ..., "Sn),

(~, . . . , tn) eintritt, bei denen nicht alle ~ oder 1; einander gleich sind. We-
gen So+ #t ht =s ist #t ht =s-so ftir alle i. Der Fall, daB es nur ein einziges
Wertepaar (s, t) gibt, scheidet offensichtlich aus, da sonst #t ht fUr i = 1, . . . , n,
konstant Ware, was wegen der Vorzeichen yon ht nur fUr h; = 0 mog1ich ist.

Die quadratische Form Q(s, t; h, k) ist genau dann negativ-definit, wenn dif
drei folgenden Definitheitsbedingungen erfiillt sind:

(D. 1, 2, 3) Hss(s, t)~O, Htt(s, t)~0, Hss(s, t)Htt(s, t)-Hs7(S, t)6;O.

Q(s, t; h, k) ist genau dann positiv-definit, wenn

(D'.l, 2, 3) Hss(s, t)6;O, Hu(s, t)6;O, Hss(s, t)Htt(s, t)-Hs7(S, t)6;O

ist. Ftir die eigentliche Definitheit darf in (D.3) bzw. (D'.3) das G1eichheitszel-
chen, nicht stehen, und daraus ergibt sich, daB dann auch in (D. 1) und (D.2)
die Gleichheitszeichen fehlen.

(3.4)
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Bl!ISPIELE. 1) Bei HARDY-LITILEWOOD-P6LYA [2, S. 81 f.] wird die multiplikative Ungleichung
Mrp(x; a)M",(y; a)~M1 (xy; a) auf die konkave Hauptform gebracht. In diesem Fall ist
H(s, t) = tP(s) 'P(t). Ein Sonderfall ist die HOLDERsche Ungleichung; hier ist die Hauptform

1 1

H(s,t)=sP tq, die fUr p>l, q>l, (p-l)(q-l)~1 konkav und fUr p<l, q<I,(I-p)(I-q)~1
konvex ist.

Wir wollen hier die HOLDERsche Ungleichung in der Fassung (1.2) behandeln. Die
r r

Hauptform ist H(s,t)=sP tq. Die Bedingungen fUr Konkavitiit lauten

2 2(-i-1)2(f-1)r2 ( r r )H..(s,t)Htt(s,t)-Hst(s,t)=s t - 1 ~O.pq p q

Diese Bedingungen sind gleichbedeutend mit

r r r
-~O und -+-~1.q p q

r r
Die quadratische Form liiBt sich iibrigens mit der Abkiirzung 10:= 1 in der Form

p q
schreiben

r2

(h k )
2

(r h2 r k2 )Q(s,t;h.k)=-H(s,t)- --- -eH(s,t) -. -+-.- .
pq S t P S2 q t2

r r
Gilt ->0, ->0, dann sieht man aus dieser Darstellung unmittelbar, daB fUr 10>0 die qua-

p q
dratische Form stets negativ-definit im eigentlichen Sinne ist. In der HOLDERschen Ungleichung

r r
gilt das Gleichheitszeichen also im FaIle - + - < 1 nur dann, wenn aile (Si' ti)' also auchp q

aIle (Xi'
yj) einander gleich sind. 1st dagegen 10= 0, dann wird die quadratische Form semi-

definit und verschwindet genau dann, wenn hjtj-kjSi = 0 (i= 1, . . . ,n) wird. Wegen

hj = Sj-SO' kj = tj-to ist dies gleichbedeutend mit ~ = ~ = const., d.h. Gleichheit besteht
t j to

r r
im FaIle - + - = 1 genau dann, wenn a!le x/ proportional den Yi

q
(i = 1, . . . , n) sind.

p q

2) Bei der MINKOWsKIschen Ungleichung ist f(x, y)==x + y; aIle drei Abbildungsfunk-
tionen sind einander gleich und durch q:>(x)=xP(x~O) gekennzeichnet. Die Hauptverkniip-
fungsfunktion ist

(
1 1

)
p

H(s, t) = sP + t P .

Die Definitheitsbedingungen (D. 1, 2, 3) lauten hin
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und es folgt, da~ H (s, t) bei positivem p fUr p> 1 konkav und fUr p< 1 konvex ist. Die
quadratische Form

1 1
(

I 1
)P-2

Q(s, t; h, k) = -( 1-
~ )S

p-2 tp-2
sP + tP (th-sk)2

ist wieder semidefinit. Gleichheit gilt wie bei der HOLDERschen Ungleichung nur fUr

~ =const. (i= 1, . . . , n), d.h. hier, wenn aile Xi proportional den y, sind.
t,

3) Eine iihnliche Oberlegung liiBt sich fUr die additive Ungleichung (1.4), die der
HOLDERschen Ungleichung aquivalent ist, anstelJen. Die Hauptverkniipfungsfunktion ist

(log g3 log g3

)H(s,t)~exp ~logs+~ logt .
log gl log g2

Setzt man z. Abk.
log g3 log g3

e:=I ~,
log gl log g2

dann besteht fUr die zugehorige quadratische Form die Darstellung

(log g3)2

(h k )
2

(h2 log g3 k2 log g3'
)Q(s,t;h,k)=-H(s,t) -eH(s,t) - ~+- - ,

log gl log g2 S t S2 log gl t2 log g2

und hierausergeben sich dieselben SchluBfolgerungen wie bei der HOLDERschen Ungleichung.

4. Additive Ungleichungen

(IV)

gehort die

(4.1)

Zu den Ungleichungen der Form

Mrp(x; a) + M'I'(Y; a) ~ M x (x + Y; a)

Haup tverkntipfungsfunktion

H(s, t)= X ((/>(s)+ 'I'(t»).

Die quadratische Form ist in naheliegender, vereinfachter Schreibweise

(4.2) Q(s, t; h, k) = X" (h (/>'+ k '1")2 + X' (h2 (/>" + k2 '1''').

Aus dieser Darstellung ergibt sich sofort die folgende hinreichende Bedingung
daflir, daB Q negativ-definit ist:

(4.3) (/>"~ 0, '1''' ~ 0 und X" ~ 0,

in ihren Definitionsintervallen. Ein triviales Beispiel daflir ergibt sich flir
X(z)=z. Aus (/>"< 0, '1''' < 0 folgt namlich

Mrp(x; a) ~ M1(x; a) und M'I'(Y; a) ~ Mj (y; a).
Daher ist sieher

Mrp(x; a) + M'I'(Y; a) ~ Mj (x + y; a).

Urn weniger triviale Beispiele zu erhalten, gehen wir yon den Definitheitsbe-
dingungen (D. 1,2,3) aus. Sie lauten hier

(4.4) X" (/>'2+ X' (/>" ~ 0; X" 'Y'2 + X' '1''' ~ 0;

XX' «(/>'2'1''' + '1"2 (/>") + X'2 (/>" '1''' ;;; O.
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Wenn wir nun die Ableitungen CP',CP",P', P" durch die Ableitungen cp',cp",

"P',"P" ausdriicken, dann erhalten wir die drei Bedingungen

x" (x + y)
<

ql' (x) . x" (x + y)
<

tp" (y) .
x'(x+y) = '1"(X)' x'(x+y) = tp/(y) ,

(4.5)
x" (x + y)

{
'1'''

(x) tp" (y)

}
q;" (x) tp" (y)

-+- +- --~O.
x' (x + y) tp' (x) tp' (y)

'1"
(x) tp' (y)

folgende Funktionen einzufiihren:Es ist zweckmaBig,

F1(x): = '1"(x) , F2(y):
=

tpl(y),
F3(z): =x'(z)

'1'''
(x) tp" (y) x" (z)

(vorausgesetzt, daB diese Funktionen existieren). Die Falle, in denen eine der
drei Nennerfunktionen identisch verschwindet, lassen sich leicht vorwegnehmen.
Der wichtigste Fall ist X" (z)=O, d.h. X(z)==z; in diesem Falliauten die Bedin-
gungen einfach

q/' (x);;;;0,
"P"

(y);;;;0, oder cp" (s) ~ 0, P" (t) ~ 0,

und dies ist gerade der oben erwahnte triviale Fall. Die iibrigen FaIle cp"= 0
und "P"= 0 lassen sich ahnlich einfach diskutieren. Die Definitheitsbedingun-gungen lauten jetzt

(F. a,f3, y) a) 1 ~~; f3) 1 ~~;
F3(x + y) F1(x) F3(x + y) F2(y)

y) 1 (~+~ )~
1 .

F3(x + y) FI (x) F 2(y) F, (x) F2(y)

Yon den acht Moglichkeiten iiber die Vorzeichenverteilung der Funktionen
F1(x), F2(y), F3(z) sind folgende vier sinnvoll:

1) F1;;;;0; F2~0; F3~0: a) F3;;;;F;; f3) F3;;;;F2; Y) F3;;;;F;+F2.

1st y) erfiillt, dann sind a) und f3) yon selbst erfiillt.

2) FI ;;;;0; F2;;;;0; F3~O: a) F1;;;;F3; f3) F2~ F3; y) FI + F2;;;;F3'

AIle drei Bedingungen sind trivialerweise erftillt.

3) F1;;;;0; F2~ 0; F3~O: a) F1;;;;F3; f3) F2~ F3; y) F; +F2 ~F3.
a) ist trivialerweise erfiillt.

4) F1~0; F2;;;;0; F3~0: a) F1~F3; f3) F2;;;;F3; y) F1 +F2~F3.
f3) ist trivialerweise erftillt.

Die FaIle 3) und 4) gehen durch Vertauschung yon F1 in F2 ineinander
iiber. 1m Fall 2) ist cp" ~ 0, p" ~ 0 und X" ~ 0; wir haben es also mit dem
in (4.3) angegebenen Fall zu tun. Der wichtigste Fall ist der erste; wir formu-
lieren ihn als

(4.6)

Satz 4.1. Unter der Voraussetzung, dajJ die Ableitungen q/, "P',X' and
X" aile positiv sind, ist die quadratische Form Q (s, t; h, k) genau dann
-definit, wenn die Ungleichung besteht

(4.7) F3(X+ y) ;;;;F1(x)+ F2(y).

cp", "P",
negativ-
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Anmerkung. Flir positiv-definite Formen hat man ebenfalls vier sinnvolle Moglichkeiten.
Man erhalt sie aus den Fallen I) bis 4), wenn man dort aile Funktionen Fj (i = 1,2,3) durch
-Fj ersetzt.

Insbesondere gilt der

Zusatz zu Satz 4.1. Unter der Voraussetzung, daft die ersten Ableitungen ({i',
tp', X' positiv, die zweiten Ableitungen ({i", tp", X" negativ sind, ist die quadra-
tische Form Q (s, t; h, k) genau dann positiv-definit, wenn die Ungleichung besteht

(4.8)

Die Funktion F) hat, da wir stets ({i'~ 0 annehmen, nach Definition das-
selbe Vorzeichen wie ({i", und analog verbalt es sich mit den beiden andern
Funktionen F2 und F3 beziiglich tp" und X". 1st FI (x) bekannt, so erbalt
man aus der Definitionsgleichung die zugehOrige Funktion ({i(x) durch Inte-
grationen.

(4.9)
x

((i(x)=c) Jexp(
u,

u

J dt )d
F,(t)

u

UJ

mit CI>O und x ~a).

Ebenso erbalt man
y

tp(y) = c2 Jexp (
U2

z

und X(z) = c3 Jexp (
UJ

u

J dt )d
FJ(t)

u.

UJ

BEISPIELE. 1) Al/e drei Funktionen sind einander gleich. Es kommt nur der Fall 1) in Frage;
nach Satz 4.1 ergibt sich als notwendige und hinreichende B~dingung fi.ir die Negativ-De-
finitheit der quadratischen Form das Bestehen der Ungleichung
(4.IO) F(x+y)~F(x)+F(y)

F(x) ist demnach ein~ positive, superadditive Funktion. Hinreichend flir die Superadditivitat
ist die Bedingung (vgl. [2] S. 83), daB die Funktion F(x)fx monoton zunimmt (nicht abnimmt).

l+~
Einfachster Fall ist F(x) = cx (c>O flir x>O); nach (4.9) erhalten wir rp(x) = xc,

und dies fUhrt mit c= If(p-I) (p> 1) auf die Ungleichung yon MINKOWSKI. (Flir O<p< I,
d.h. c<O dreht sich die Ungleichung urn.) Weitere mogliche Funktionen sind offenbar die
Potenzen F(x) =xJ+a mit a~O. Die zugehOrigen Abbildungsfunktionen rp(x) sind flir a>O
allerdings wenig instruktiv. Moglich ist offenbar auch die Funktion F(x)=xlogx; die zuge-
horige Abbildungsfunktion ist rp(x) = x (log x-I) mit positiver erster und zweiter Ableitung
flir x> 1.

Auch flir F(x)=tanx ist (F(x)fx)'>O flir x>O; man erhalt
n

{j'J'(x) und rp"(x) flir O<x<- positiv ausfallen. Beschrankt man
2

n n
.Jy:O~y~4' Yz:O~z~2' dann besteht die Ungleichung

rp(x)=-cosx, so daB
n

sich auf J_:O:S::x:S::- .,~ - - 4

(4.11) Arccos (i ale cos Xle)+ Arccos (i ale cos Yle)
~Arccos (i ale cos (Xle + Yle»).

k=l k=l k=l

2) Aile drei Funktionen sind Konstante.

Fj(x)=cj>O (i=I, 2, 3)
Nach (4.9) ist
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Man erhiUt die zur HOLDERschen aquivalente Ungleichung (1.4) liber die Exponentialmittel-
werte mit der in (1.4) angegeben~n Bedingung

1 1 1
-:2-+-.
log g3 -log gt log g2

Wahlt man aIle Ci<O mit C3~Ct + C2, dann werden die gi< 1, und es dreht sich die Unglei-
chung (1.4) urn.

3) Es sei Fi(x) = CiX und Cj(x+ Y)~Ctx+ CzY. Diese Ungleichung schreiben wir in der.Form

(4.12) (C3-CJX + (C3-C2)Y~O.

Zu Fi(x) gehort qJ;(x)=XPi mit Pi= 1 + llc;. AIle Ci seien posit iv, dann gilt pi>l, und es
ist qJ;'(x»O, qJi"(x»O}) Satz 4.1 laBt sich daher anwenden und flihrt auf eine Verallge-
meinerung der MINKOWSKIschen Ungleichung

(4.13) Mp, (x; a) + Mp2(Y; a)~Mp3(x + y; a) (Pi> 1).

Flir den Geltungsbereich hat man folgende Fallunterscheidungen:
a) C3>Ct, C3>C2 d.h. P3<P" P3<P2' Die Ungleichung (4.12) und damit auch auch (4.13)
ist ftir aIle x>O, y>O erflillt. Dieser Fall ist mehr oder weniger trivial, denn er laBt sich
aus der MINKOWSKlschen Ungleichung folgern, wenn man berlicksichtigt, daB Mp(x; a) mit
P monoton zunimmt.

Die beiden folgenden FaIle sind dagegen nicht trivial.
(3) CI<C3<C2 d.h. P2<P3<P" Ungleichung (4.12) und damit auch (4.13) gilt jetzt nur noch
im Winkelraurn

O~y~ (C3-Cl
X)=

(Pt-p3)(p2-1)
x;

C2-C3 (p3-p2)(Pt-l)

y) C2<C3<C" d.h. Pt<P3<P2' Ungleichung (4.13) gilt jetzt im Winkelraurn

SchlieBlich dreht sich die
q>"(x)<O urn; jetzt gilt

(4.14) Mpt (x; a) + Mp2(y; a)~Mpj (x+ y; a)

und zwar in folgenden Fallen:

(Ct-C3 ) (p3-p,)(p2-1)
y~ -x = x~O.

C3-C2 (p2-p3)(Pt-l)

Ungleichung (4.13) flir O<pi<l, d.h. ci<-1 wegen qJ'(x»O,

5. Multiplikative Ungleichuogen

Zu diesen Ungleichungen von der Form
(V) M'I'(x; a) .M1p(y; a)~Mx(xy; a)

gehOrt die HOLDERsche Ungleichung. Da nach Abschnitt 2 b)
Werten x, y jeder multiplikativen Ungleichung eine aquivalente

bei positiven
additive Un-
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gleichung zugeordnet werden kann, wollen wir die entsprechenden Untersuchungen
hier etwas kiirzer fassen.

Die konkave Hauptform der Ungleichung (V) fuhrt auf die Hauptver-
knupfungsfunk1ion

(5.1) H(s, t)=X(([> (s). P(t».

Die quadratische Form ist

(5.2) Q(s, t; h, k) = X" . [h([>'P + k P'([>]2+ x' . [h2 ([>"P + 2hk ([>'P' + kz ([>P"].

Hinreichend daftir, daB Q(s, t; h, k) negativ-definit ist, ist offensichtIich

(5.3) ([>"~ 0; P" ~ 0; X" ~ 0 und ([>([>"PP" - ([>'zp'z ~ O.

Um die allgemeinen Ddinitheitsbedingungen einfacher zu formulieren, ftihren
wir die folgenden drei Funktionen ein:

1
D1(x): = ;

ql' (x)
l+x- qI (x)

mit xEJx, yEJ", zEJz'
Dann erhalten wir die drei notwendigen und hinreichenden

1
Dz(y):= ;

","(y)
l+y-

",'
(y)

D (z'=
1

3 ) .
X" (z)

l+z-
X' (z)

(5.4)

Bedingungen

(E. a, fl, y)
1 1

a)-=s:;-'
D3(xy) - D, (x)'

y) ~ [~+~ l~
1 .

D3(xy) Ddx) D2(y) D1(x)D2(y)

Bei der Diskussion der moglichen Vorzeichenkombinationen def drei
Funktionen Di ergeben sich dieselben vier Vorzeichenfalle wie in Abschnitt 4.
Man hat dort nur F durch D zu ersetzen. Der wichtigste Fall ist auch hier
der Fall positiver Di. Wir erhalten

Satz 5.1. Unter der Voraussetzung, daft die Ableitungen qi, 'IjJ',X' und die in
(5.4) definierten Funktionen Di(i= 1, 2, 3) positiv sind, ist die quadratische
Form Q (s, t; h, k) genau dann negativ-definit, wenn die Bedingllng

(5.5)

erfiillt ist.

Analog gilt der

Zusatz zu Satz 5.1. Unter den Voraussetzungen, daft die Ableitungen cp', 'IjJ',X'
positiv und die in (5.4) definierten Funktionen Di(i= 1,2,3) negativ sind, ist
die quadratische Form Q(s, t; h, k) genau dann positiv-definit, wenn die Bedingllng

(5.6)

erfiillt ist.
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Zwischen <p(x) und Dl (x) besteht der Zusammenhang

(5.7)
x u

<p(x)=C f exp (J~ )dU.

. 1 DI (I) U
01 at

Entsprechende Formeln geIten fUr 1p(y) und x (z).
Sind die Variablen x und y beide positiv,

(5.5) mit der Transformation

(5.8)

so laBt sich die Beziehung

x=eU, (i= 1, 2, 3)

auf die Ungleichung

(5.9)

also auf die Ungleichung (4.7) zuriickfUhren.

BElSPlELE. 1) Sind aile drei Funklionen Dj konstant,

so erhiilt man mit p= llcl, q= llcl> r= 1/c3 die Abbildungsfunktionen q;(x)= xP, Ip(y)=)l'1,
1 1 1

X(z)=zr. Dies bedeutet die HOLDERscheUngleichung mit -~-+-.
r p q

Man kann die HOLDERscheUngleichung auf Grund der Definitheitsbedingungen (E. a, (J,1'(
diskutieren und erhiilt dann das folgende Ergebnis: Die Ungleichung

gilt im Fall
1 1 1

a) p>O, q>O, r>O, wenn -+-:;;;- ist;
p q r

(J) p>O, q>O, r<O ohne jede Bedingung (trivialer Fall);

1 1 1y) r:;;;q<O<p und 0) r:;;;p<O<q, wmn -+-:;;;- ist.
p q r

Es gilt die umgekehrte Ungleichung im Fall

1 1 1
a') p<O, q<O, r<O, wenn -+-~- ist;p q r

fJ') p<O, q<O, r>O, ohne jede Bedingung (trivialer Fall);

1 1 1
y') q<O<p:;;;r und 0') p<O<q:;;;r, wenn -+-~- ist.p q r

2) Sind aile drei Funktionen Dj einander gleich, dann ist die zugehorige Funktion E(u) wegen

(5.10) E(u + v) ~E(u) + E(v)

superadditiv. Einfachster Fall ist E(u) = cu (c>O fUr u>O) d.h. D(x) = clog x (x> 1). Nach
(5.7) ist dann q; (x)

= (Jog x)P mit p
= I + 11c, und damit erhalten wir die bereits frtiher ange-

gebene Ungleichung (2.6), die der MINKOWsKIschen Ungleichung iiquivalent ist. Auch diese
Ungleichung liiBt analoge Erweiterungen zu wie die MINKOWsKIsche. Auf weitere Diskussionen
kann jedoch verzichtet werden.
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