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320. UBER UNGLEICHUNGEN VON DER FORM
f(M,(x; @), M,(y; @))=M,(f(x,y); )*
Eugen Beck

1. Einleitung

Ungleichungen von der Form

¢y S(My(x; @), M,(y; @) 2 M, (f(x, y); @),

zu denen die klassischen Ungleichungen von CAucHY, HOLDER und MINKOWSKI
gehbdren, werden hier mit einer einheitlichen Methode untersucht, die auf der
Theorie der konkaven (konvexen) Funktionen von zwei Veridnderlichen beruht.
Ungleichung (1) verkniipft drei pseudoarithmetische Mittelwerte

M, (x; oz):=d>(kz1 a,ccp(xk)); p:J,—J, mit x,&J,,

n

(1.1) M,(y; a):=‘1’(kZl ak'/’()’k)); i Jy—>J, mit y,cJ,

n

M,(z; a): -——X( Z akx(zk)); v J,—Jy mit z&J,, (k=1,..., n).
1

Mit @, ¥, X werden hier die zu den ,,Abbildungsfunktionen” @, v, x inversen
Funktionen bezeichnet. Es wird angenommen, daB die g(x), v(»), x(2) in ih-
ren Definitionsintervallen J,, J,, J, stetig und monoton sind. Da man z.B.
statt ¢(x) auch jede Funktion a¢@(x)+b mit beliebigen reellen Zahlen a,
b(a+#0) nehmen kann, ohne daB sich der Mittelwert M, (x; @) &ndert, ma-
chen wir im folgenden die grundsitzliche Voraussetzung:

(V) Die Abbildungsfunktionen @(x), ¥(»), x(z) sind monoton zunehmende
Funktionen.

Dasselbe gilt dann auch fiir die Umkehrfunktionen.

Die ,,Gewichtszahlen” (a)=(q,, ..., a,) seien reelle, nichtnegative Zahlen

n
mit der Summe Zak= 1.
k=1

Die ,,Verkm';pfung.sfunktion” z=f(x, y) besitze im Rechteck J,x J, stetige
partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung; der Wertebereich von
* Presented March 28, 1970 by D. S. MrTrRmNOVIC
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2 E. Beck

f(x, y) sei das Intervall Y,. Die wichtigsten, hier in Frage kommenden Funk-
tionen sind die Summe f(x,y)=x+y und das Produkt f(x, y)=xy; wir nennen
die zugehdrigen Ungleichungen ,,additive” bzw. ,,multiplikative” Ungleichungen.

Zu den multiplikativen Ungleichungen unserer Klasse gehdrt die HOLDER-
sche Ungleichung, die wir in der Form schreiben

(1.2) My (x; a) - My(y; @) = M, (xy; o)

mit p~14+¢-1<r-1 und x, y, p, q, r>0. Die M,, M,, M, sind dabei Potenz-
mittelwerte mit den Abbildungsfunktionen @(x)=x?, y(y)=»9, y(z)==z" Der
Sonderfall p=¢g=2, r=1 stellt die CaucHysche Ungleichung dar.

Zu den additiven Ungeleichungen unserer Klasse gehort die Ungleichung
von MINKOWSKI .

(1.3) My(x; )+ My(y;a)ZzMy(x+y; @)
mit p=1, x, y>0. Ein weiteres Beispiel ist die Ungleichung
(1'4) (JItgl (x;a)+wyz(y;a)g(ntgg(x_!-y;a)

mit g,, g, g;>1 und 1/log g, + 1/log g, <1/log g, (x,y beliebig). Die ‘JI?gi

sind Exponentialmittelwerte; sie sind durch @(x)=g% »(¥)=g¥, x(2)=g,* ge-
kennzeichnet.
Neben der Ungleichung (I) betrachten wir auch ihre Umkehrung

a f(M(x;0), M,(y; )< M, (f(x,y);0)-

Beispiele zu (I') stellen z.B. die Ungleichungen (1.3) im Fall 1<p<1 und
(=)
(1.4) im Falle 0<<g;<1 dar.

Die Ungleichungen von CAUCHY, HOLDER und MINKOWSKI werden
iiblicherweise nach unterschiedlichen Methcden bewiesen. Wihrend man beim
Beweis der HOLDERschen Ungleichung meist auf die Ungleichung zwischen
dem arithmetischen und geometrischen Mittel [2, S.21 ff.] zuriickgeht (auch
die Anwendung der YouNGschen Ungleichung [1, S.15] fiihrt auf diesen
Zusammenhang), wird die MINKOWSKIsche Ungleichung in der Regel mit
Hilfe der HOLDERschen bewiesen. Beweise, die ohne die HOLDERsche Un-
gleichung auskommen, sind selten. So geben DAYKIN—ELIEZER [8; 11; 12] (vgl.
auch CALLEBAUT [6]) fiir jede der bekannten Ungleichungen eine monotone
Funktion f(x) an, die an der Scelle x=0 gleich der linken Seite, an der
Stelle x=1 gleich der rechten Seite der Ungleichung wird. A. DiNGHas [10,
S.322f1] stellt mit Hilfe von vergleichbaren Mittelwerten, die auf der Theorie
der konkaven Funktionen von einer Verinderlichen beruht, allgemeine Un-
gleichungen auf, aus denen sich durch Spezialisierung die. HOLDERsche bzw. die
MinkowsKische Ungleichung gewinnen lassen.

Um Ungleichung (I) bzw. (I') mit Hilfe der Theorie der konkaven bzw.
konvexen Funktionen von zwei Verédnderlichen untersuchen zu kénnen, wird
in Abschnitt 2 der Begriff der dquivalenten Ungleichung eingefiihrt. So gibt
es i.a. zu einer additiven Ungleichung eine &dquivalente multiplikative Unglei-
chung u.u.. Beispielsweise sind die HOLDERsche Ungleichung (1.2) und die
Ungleichung (1.4) dquivalente Ungleichungen. Unter den &dquivalenten Unglei-
chungen ist die konkave bzw. konvexe ,,Hauptform’ von besonderer Bedeutung



Uber Ungleichungen von der Form... 3

fiir den Beweis der Ungleichung. Schon bei HARDY—LITTLEWOOD—POLYA [2,
S.81f.] wird diese Methode bei der Frage nach Verallgemeinerungen der
HoLpeRschen Ungleichung benutzt. Die Frage, wann das Gleichheitszeichen
gilt, wird dabei allerdings nicht angeschnitten. Sie ist bei der HOLDERschen
Ungleichung insofern interessant, weil hier die zugehdrige quadratische Form
(siche Abschnitt 3) nur noch semidefinit ist, so dal die tiblichen Kriterien
einer Erginzung bediirfen. Die weitere Untersuchung der einer konkaven
Funktion zugehorigen quadratischen Form fiihrt bei den additive und mul-
tiplikativen Ungleichungen (Abschnitte 4 und 5) auf notwendige und hinrei-
chende Definitheitsbedingungen. Bei diesen werden gewisse aus den ersten und
zweiten  Ableitungen der Abbildungsfunktionen ¢(x), v (»), x(z) gebildete
Funktionen F; bzw. D;(i=1,2,3) miteinander in Beziehung gezetzt. Diese
Funktionen sind gerade bei den klassischen Ungleichungen besonders einfach.
Mit Hilfe dieser Funktionen ist es moglich, weitere Ungleichungen der Form
() bzw. (I') aufzustellen. Beispielsweise kann die MINKOwsKIsche Ungleichung
auf Ungleichungen zwischen verschiedenen Potenzmittelwerten My, (x; a) er-

weitert werden.

2. Aquivalente Ungleichungen

Man kann Ungleichung (I) so transformieren, daB sich wieder eine
Ungleichung derselben Form ergibt. Wir behandeln zwei dieser Moglichkeiten
und kombinijeren beide in Abschnitt 3 so, daB wir zu einer konkaven bzw.
konvexen Form der Ungleichung gelangen.

a) Anderung der Verkniipfungsfunktion. Die Funktion o:J,—J, sei eigent-
lich monoton zunehmend in J, und besitze dort stetige Ableitungen erster
und zweiter Ordnung?. Setzt man

(2.1 o(f(x, »): =g(x, ») und v(u): =x(o1 (),

wobei o-t die zu o inverse Funktion ist, so kann man Ungleichung (I) um-
formen zu

(IL.1) g(M,(x; ), M,(y; @) =M, (g(x, y);a).

Dies ist eine Ungleichung derselben Form. Ist ¢ monoton abnehmend,
dann kehrt sich die Ungleichung um.

Ein wichtiger Sonderfall ist der Fall o=y, wobei y jetzt als zweimal
stetig differenzierbar vorausgesetzt wird. In diesem Sonderfall erscheint auf
der rechten Seite der arithmetische Mittelwert M, (u; a); die spezielle Verkniip-
fungsfunktion bezeichnen wir mit

22 - 2(f(x 1) =g (x, ¥).
Man erhilt
(11.2) (M, (x; ¥), M,(»; @) =M, (g,(x, y); a).

Natiirlich kann man aus der Ungleichung (II.1) oder (II.2) umgekehrt wieder
eindeutig (I) erhalten.

1) Die Existenz und Stetigkeit dieser Ableitungen wird lediglich im Hinblick auf die
spiteren Abschnitte gefordert.
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b) Anderung der Punktmengen. Die Funktionen
At J,—>J, und wiiJ,—J,

seien eigentlich monoton zunehmend mit stetigen Ableitungen erster und zwei-
ter Ordnung?. Wir setzen

(2.3) Sgl =AT1(xy), el =uT (),
dann ist

2.9 Xe=A(S), Ye=p(h).
Ferner sei

@25) a0 =F06), 5®); a(s): =p(A6); v.(t): =v(u(®)).

Sau(s, ©) ist eine im Rechteck J; xJ; definierte Verkniipfungsfunktion. Aus
Ungleichung (1) wird nun

(113) flu(Mq’l(S; (1), Mwu(t; a))ng(fl[l(sa t); a),

und dies ist wieder eiene Ungleichung derselben Form.
Natiirlich kann man umgekehrt wieder aus (II.3) eindeutig (I) erhalten.

Ein wichtiger Sonderfall ist der Fall A-i=¢, u-l=y, es wird hier
@:(8)=s, p,(f)=t und man erhilt

(11.4) fou(M,(s, @), M,(t; ®) =M, (fou(s, 1); a).

Bezeichnung. All Ungleichungen, die durch ein- oder mehrfache Anwendung der
Transformationen 2a) und 2b) aus (1) entstehen, heifien dquivalente Ungleichungen.

BeiseieLe. Die Verkniisfunizsfunktion szi f(x, y)=xy mit x>0, y>0. Wir setzen

s=logx, t=logy d.h. x=e% y=¢t,
dann geht (I) iiber in
Mo, (s; @) + Mwﬂ(t; =My, (s+1t; a)

mit g;(s)=p(e®), yu(®) =y (e und x,(u)=x(e*).
Aus einer mu'tiplikativean Unzleichuny ist ein: additiv: Ungleichung gewordsn. Man kann
das Verfahren auch umkehren.

Aus der HOLDERschen Ungleichung (1.2) wird die dquivalente additive
Ungleichung (1.4) mit den Abkiirzungen

g =€, g,=el, g,=¢, Pa(s)=err =gy, "/’u(t)=g2ta X,(u)=gs".

Die Bedingung l/p+1/g<1l/r (p, q, r>0) geht iiber in 1/logg, +1/logg, <
<1/logg, (g, &, &>1). Da Gleichh=it bei der HOLDERschen Ungleichung
nur dann gilt, wenn die x;? zu den y2(k=1, ..., n) proportional sind, so
gilt bei der &quivalenten Ungleichung, daB die g% im Falle der Gleichheit
zu den g, (k=1, ..., n) proportional sind.

1) Die Existenz und St:tigkeit dieser Ableitungen wird lediglich im Hinblick auf die
spiteren Abschnitte gefordert.
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Die zu der MinkowsKIschen Ungleichung dquivalente multiplikative Un-
gleichung lautet
1

n

1 1
(2.6) exp[ 3 ay(log sk)?] -exp[ S a(log tk)l’:l > exp[ S ay(log sktk)p] :

k=1 k=1

Anmerkungen. 1. Die Verkniipfungsfunktion f(x, y)=x—y kann auf die Verkniipfungsfunk-
tion x +y zuriickgefiihrt werden. Man setzt in

My (x; a)—My(y; )2 My(x—y; a) &y, x&d,, x—yEJ,)
z=x—y, dann erhdlt man wegen x=y+z
My (y; @)+ My (z; ) = Mo (y + z; a) yedy, z&J,, y+z&J,).

2. SchlieBlich 148t sich die Verkniipfungsfunktion f(x, y)=x/y auf die Verkniipfungsfunktion
xy zuriickfithren. Aus

My (x; )| My (y; @) 2 My(x]y; a) (x.y>0)
wird mit z=x/y die Ungleichung
My(y; @) My(z; )=Mp(yz; @) (y, 2>0).

In beiden Fillen hat sich das Ungleichheitszeichen umgekehrt.

3. Die konkave (konvexe) Haaptform der Ungleichung

Wir fithren zunichst die Transformation 2a) mit o=2X und anschlieBend die
Transformation 2b) mit A-'=¢, y~1=y aus; dann erhalten wir mit der Abkiirzung

3.1) His, 0 =2(1 (@) ()

die Ungleichung

H(M,(s; @), M,(t; @)) =M, (H(s, 1); a)
d.h.

(III) H( Z (2770798 Z aktk)g Z ag H(Sk, tk)'
k=1 k=1 k=1

(I1) driickt aus, daB H(s, t) eine im Rechteck J, xJ, konkave Funktion ist.

Wir nennen deshalb (111) die konkave Hauptform der Ungleichung (1). Ent-
sprechend entsteht aus (1') die konvexe Hauptform

(IIII) H( Z A Sy » Z a,ctk> = Z ag H(Sk, tk)‘
k=1 k=1 k=1

dieser Ungleichung. H(s, t) nennen wir die Hauptverkniipfungsfunktion.

Da die Ungleichungen (I) und (III) dquivalent sind, kana (III) wieder
eindeutig in (I) zuriicktransformiert werden. Daher gilt

Satz 3.1. Notwendig und hinreichend fiir das Bestehen der Ungleichung (I) ist,
daf die durch (3.1) definierte Hauptverkniipfungsfunktion H(s, t) in J,xJ, kon-
kav ist.
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Der Nachweis, daB H(s, t) eine konkave Funktion ist, kann wegen der
Existenz der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung mit Hilfe der quadra-
tischen Form

3.2) O(s, t; h, k). = Hg(s, t) B2+ 2 Hy, (s, 1) hk + Hy (s, 1)k?
gefiihrt werden (vgl. [2], S.80). Es sei

n n
S0:=zaisi: toi=zaiti, sii=8g+h, tl=ty+k,
i=1 i=1

dann ist

n

Zaih¢= Za‘ki=0,
i=1 i=1

und es folgt aus
(3.3) H(sy, t;)=H(s,, to) +hi Hy (s, to) + ki Hy(sy, 1)

1
+’2_,Q(So+19ihi, to+Piks; by, kg) (0<9;< 1)

im Hinblick auf (I1I)

n

G4aH 0z

i=1

1 n
o H(sis 16)—H(80,00) =57 2, @@ (o +Fihe, 1o+ 9k by, ki)
fi=1
O<B,<1).

Da die (s;, ;) € J, xJ, beliebig wihlbar sein sollen ebenso wie die Ge-
wichtszahlen a;, so schlieBt man aus (3.4), daB die Hauptverkniipfungsfunktion
H(s, t) in J,xJ, genau dann konkav ist, wenn die quadratische Form Q(s, t; h, k)
fiir alle (s, t) € J, < J,, und alle h, k negativ-definit ist. Ist Q(s, t; h, k) eigentlich
definit, gilt also Q=0 nur fiir A=k =0, dann schlieBt man aus (3.4) weiter,
daB in der Hauptform (III) das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn
alle h;=k;=0 sind, d.h., wenn alle (s, #)=(5, %) sind. Ist dagegen die
quadratischeﬁF_orm nur semidefinit,_d;h.__gibt es bei bestimmten Werten (s, )
Richtungen h/k, fiir welche O(s, #; h, k)=0 ist, dann ist damit zu rechnen,
daB das Gleichheitszeichen in (III) fiir bestimmte Kombinationen (s;, ..., sa),
(t,, ..., tp) eintritt, bei denen nicht alle s; oder f; einander gleich sind. We-
gen s0+z9ihL =5 ist &;hy=s—s, fiir alle /. Der Fall, daB es nur ein einziges
Wertepaar (s, t) gibt, scheidet offensichtlich aus, da sonst & h; fiir i=1,..., n,
konstant wire, was wegen der Vorzeichen von h; nur fiir A;=0 moglich ist.

Die guadratische Form Q(s, t; h, k) ist genau dann negativ-definit, wenn die
drei folgenden Definitheitsbedingungen erfiillt sind:

(Dla 2’ 3) Hss(s’ t)§09 Htt(s’ t)éo’ Hss(S, t)Hu(S, t)—HS‘2(S’ t)go
Q(s, t; h, k) ist genau dann positiv-definit, wenn
(D'.1,2,3)  Hy(s, )20, Hy(s, 1)=0, Hy(s, 1) Hu(s, )—H,X(s, )=0

ist. Fiir die eigentliche Definitheit darf in (D.3) bzw. (D'.3) das Gleichheitszei-
chen, nicht stehen, und daraus ergibt sich, daB dann auch in (D.1) und (D.2)
die Gleichheitszeichen fehlen.
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BeispieLe. 1) Bei HARDY —LITTLEWOOD —POLYA [2, S. 81 f.] wird die multiplikative Ungleichung

M,p(x; @) My(v; @)=M, (xy; @) auf die konkave Hauptform gebracht. In diesem Fall ist

H(s,t)=P(s)¥(9). Ein Sonderfall ist die HOLDERsche Ungleichung; hier ist die Hauptform
11

H(s,t)=s? 19, die fir p>1, g>1, (p—1)(g—1)=1 konkav und fir p<1, g<1, (1—p)(1—g)=1
konvex ist.
Wir wollen hier die HoLDERsche Ungleichung in der Fassung (1.2) behandeln. Die
r r

Hauptform ist H(s, t)=s—"—t‘1. Die Bedingungen fiir Konkavitit lauten

r

r r r
r — ri{r — —=2
H“(s,t)=—i(——1)sp t7 <0, Hn(s,t)=—(——1)sp t? <o,
P\DP a\q

v

Hoy(5, ) Hy (s, y—H, (s, D) = s i (%_1 >‘2 G_l ) - (1 _L_L) O

pq P q
Diese Bedingungen sind gleichbedeutend mit

r r ror
—=0, —=0 und —+-—<1.
p q P q

ror
Die quadratische Form lidBt sich iibrigens mit der Abkiirzung ¢: =1———— in der Form
P q

schreiben

r*(h kN2
Qs, b, hok)y=—H(s, t)—(———) —eH(s, t)( . —
pgNs

h2 r k?
t )

r
p & g
r r . . . .
Gilt —>0, — >0, dann sicht man aus dieser Darstellung unmittelbar, daB fiir £>0 die qua-
P q
dratische Form stets negativ-definit im eigentlichen Sinne ist. In der HoLDERschen Ungleichung
¥ r
gilt das Gleichheitszeichen also im Falle — + — <1 nur dann, wenn alle (s;, f;), also auch

P 9
alle (x;,y;) einander gleich sind. Ist dagegen £¢=0, dann wird die quadratische Form semi-
definit und verschwindet genau dann, wenn h;7;—k;s5,=0 (i=1,..., n) wird. Wegen

. .. S¢S . .
hy=5,—~5,, k;=t;—t, ist dies gleichbedeutend mit —:—=t—°=const., d.h. Gleichheit besteht
i I

roor
im Falle —+—=1 genau dann, wenn alle x/ proportional den y,? (i=1,..., n) sind.
P q

2) Bei der Minkowskischen Ungleichung ist f(x,y)=x +y; alle drei Abbildungsfunk-
tionen sind einander gleich und durch @(x)=x?(x=0) geckennzeichnet., Die Hauptverkniip-
fungsfunktion ist

RN RV
H(s,t)=(sp +tp) .
Die Definitheitsbedingungen (D. 1, 2, 3) lauten hier
1 1

122 ~( 1 Ly
H, (s, t)=——(l—;)s” t? (s” + tp) =<0;

1 1_ i_z i LRVEE:
H,,(s, t)=—(l—;)s" t? (s” + t”)

A

0;

Hyg (5, 8) Hy (5, )= H 2 (5. 1) =0,
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und es folgt, daf H (s,t) bei positivem p fiir p>1 konkav und fiir p<1 konvex ist. Die
quadratische Form
1y L-2 _._2( RS )p—z
Qs t; h, k)=—(1——)s” t? sP +¢? (th—sk)*
14

ist wieder semidefinit. Gleichheit gilt wie bei der HOLDERschen Ungleichung nur fiir
k) . .

2t _ const. (i=1,..., n), d.h. hier, wenn alle x; proportional den y, sind.

4

3) Eine #hnliche Uberlegung 148t sich fiir die additive Ungleichung (1.4), die der
HoLperschen Ungleichung dquivalent ist, anstellen. Die Hauptverkniipfungsfunktion ist

lo lo
H(s,t):exp( £é log s + CLE logt).
log g, log g,

Setzt man z. Abk.
: logg, logg,

logg, logg,’

dann besteht fiir die zugehorige quadratische Form die Darstellung

(log g5) ( h k\2

_— ———) —eH(s, 1) (
logg,logg, \s ¢

h? log g, +k1 log gs‘)

,t; h,k =—H 3 — N
QG 15 1) = —H(s, 1) 7 ioss 7 lozg,

und hieraus ergeben sich dieselben SchluBfolgerungen wie bei der HoLDERschen Ungleichung.

4. Additive Ungleichungen

Zu den Ungleichungen der Form
av) M, (x; )+ M, (y;a)=zM, (x+y; a)
gehdrt die Hauptverkniipfungsfunktion
4.1) H(s, )=2(®(s)+ ().
Die quadratische Form ist in naheliegender, vereinfachter Schreibweise
“4.2) O@s, t; B )=3"(h®' +kV'2 + 3 (R D" + k2 "),

Aus dieser Darstellung ergibt sich sofort die folgende hinreichende Bedingung
dafiir, daB Q negativ-definit ist:

4.3) D" <0, ¥Y’'<0 und x"<0,

in ihren Definitionsintervallen. Ein triviales Beispiel dafiir ergibt sich fiir
2(2)=z. Aus ®” <0, ¥'<0 folgt nimlich

M,(x;0)z M (x;a) und M, (y;a) =M, (y; a).
Daher ist sicher
My (x; @)+ M, (y; @) = M (x +y; a).

Um weniger triviale Beispiele zu erhalten, gehen wir von den Definitheitsbe-
dingungen (D. 1, 2, 3) aus. Sie lauten hier

(4'4) x// ¢r2 +xl dj// < 0; xu 1}/-/2 + xl TI/ < 0;
xx, (¢/2 T” + TIZ ¢u) + xlz Qb” y’]u = 0.
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Wenn wir nun die Ableitungen @', @”, W', ¥” durch die Ableitungen ¢’, ¢”,
y', v ausdriicken, dann erhalten wir die drei Bedingungen

x”(x+y)£tp”(x), 95”(X+y)S vy .
XY@ty ¢ @ v

(4.5)

_2(x+)) {!P”(x) + ¥ (y)} LED YO S o
rEeNlyE vYo) ¢ vo)
Es ist zweckmiiBig, folgende Funktionen einzufiihren:

o)’ v 2@

(vorausgesetzt, daB diese Funktionen existieren). Die Fille, in denen eine der
drei Nennerfunktionen identisch verschwindet, lassen sich leicht vorwegnehmen.
Der wichtigste Fall ist y”’(z)=0, d.h. x(z)=z; in diesem Fall lauten die Bedin-
gungen einfach '

¢’ (x)=0, v’ (¥)=0, oder @' (s5)<0, P"(1)=0,
"~ und dies ist gerade der oben erwihnte triviale Fall. Die iibrigen Fille ¢'' =0
und 9" =0 lassen sich dhnlich einfach diskutieren. Die Definitheitsbedingun-
gungen lauten jetzt

(F.a,6,7) Q)

(4.6) F(): =29 Fp): =YD F: =L@

11, 1 _ 1

F(x+y»  F®’ F(x+y) F()

1 1 1 1
7) ( + )_ .
F,(x+y)\F,(x) F,(») F,(x) F,(»)

Von den acht Moglichkeiten iiber die Vorzeichenverteilung der Funktionen
F (x), F,(y), F;(z) sind folgende vier sinnvoll:

1) F20; F,20; F20: o F2F; f) FzF; y) HzFE+F,.
Ist ) erfiillt, dann sind a) und B) von selbst erfiillt.
2) F,20; F,=0; F,<0: o) FF=F,; f) F,=F,; y) F,+F,=F,.
Alle drei Bedingungen sind trivialerweise erfiillt.
3) F20; F,<0; F;<0: a) F,2F,; pB) F,<F,; y) F;+F,<F,.
a) ist trivialerweise erfiillt.
4) F,<0; F,20; F;,<0: a) Fi{<F,; p) F,=F,; y) F{+F=F,.

f) ist trivialerweise erfiillt.

Die Fille 3) und 4) gehen durch Vertauschung von F; in F, ineinander
iiber. Im Fall 2) ist &” <0, P”'<0 und x”<0; wir haben es also mit dem
in (4.3) angegebenen Fall zu tun. Der wichtigste Fall ist der erste; wir formu-
lieren ihn als

Satz 4.1. Unter der Voraussetzung, daff die Ableitungen @', ', y' and ¢", y",
%" alle positiv sind, ist die quadratische Form Q (s, t; h, k) genau dann negativ-
-definit, wenn die Ungleichung besteht

4.7) F(x+y)2 F(x)+ F,0)
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Apmerkung. Fiir positiv-definite Formen hat man ebenfalls vier sinnvolle Méoglichkeiten..
Man erhilt sie aus den Fillen 1) bis 4), wenn man dort alle Funktionen F;(i=1,2,3) durch
—F, ersetzt.

Insbesondere gilt der

Zusatz zu Satz 4.1. Unter der Voraussetzung, daf die ersten Ableitungen ¢,
v, x' positiv, die zweiten Ableitungen ¢”, v, ¥ negativ sind, ist die quadra-
tische Form Q(s, t; h, k) genau dann positiv-definit, wenn die Ungleichung besteht

{(4.8) F,(x+y)< F,(x) + F,(y).

Die Funktion F, hat, da wir stets ¢’>=0 annehmen, nach Definition das-
selbe Vorzeichen wie ¢/, und analog verhilt es sich mit den beiden andern
Funktionen F, und F, beziiglich 9 und yx”. Ist F,(x) bekannt, so erhilt
man aus der Definitionsgleichung die zugehérige Funktion ¢(x) durch Inte-
grationen.

X u

dt

4.9 (p(x)=c1fexp( f;;(t—)>du mit ¢,>0 und x=gq,.

ay a;
Ebenso erhilt man

u

y z u
dt dt
q)(y)—czfexp( f;z—(t—))du und x(z)—gfexp( fm)du.

a a; as a3

BeisPIELE. 1) Alle drei Funktionen sind einander gleich. Es kommt nur der Fall 1) in Frage;
nach Satz 4.1 ergibt sich als notwendige und hinreichende B:dingung fiir die Negativ-De-
finitheit der quadratischen Form das Bestehen der Ungleichung

(4.10) Fx+y)=Fx)+FQ)

F(x) ist demnach eins positive, superadditive Funktion. Hinreichend fiir die Superadditivitit
ist die Bedingung (vgl. [2] S. 83), daB die Funktion F(x)/x monoton zunimmt (nicht abnimmt).
1
14—
Einfachster Fall ist F(x)=cx (c>0 fiir x>0); nach (4.9) erhalten wir p(x)=x €,
und dies fiihrt mit ¢=1/(p—1) (p>1) auf die Ungleichung von MiNkowskr. (Fir 0<p<1,
d.h. ¢<0 dreht sich die Ungleichung um.) Weitere mdgliche Funktionen sind offenbar die
Potenzen F(x)=x'te mit a=0. Die zugehdrigen Abbildungsfunktionen ¢(x) sind fir a>0
allerdings wenig instruktiv. Moglich ist offenbar auch die Funktion F(x)=xlogx; die zuge-
horige Abbildungsfunktion ist ¢(x) =x(logx—1) mit positiver erster und zweiter Ableitung
fiir x> 1.

Auch fiir F(x)=tanx ist (F(x)/x)'>0 fiir x>0; man erhalt @(x)=—cosx, so daB
7 n
¢’ (x) und ¢’ (x) fiir 0<x<7 positiv ausfallen. Beschrdnkt man sich auf J,:nggz—;

T 7T

Jp 0=y, Y, 0525 —
y ——y 4 z 2

A

, dann besteht die Ungleichung

n n n
“.11) Arccos ( z a; CoS x,,) + Arccos ( z ay, cos y,c) =Arccos ( z a;, cos (x; + yk)) .
k=1 k=1 k=1

2) Alle drei Funktionen sind Konstante.

Fi(x)=¢;>0 (=1,2,3) mit c;=c, +c,.
Nach (4.9) ist

P =g v0)=8&7; 2(2)=g° mit gi=exp (l/e))>1.
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Man erhilt die zur H6LDERschen #dquivalente Ungleichung (1.4) tiber die Exponentialmittel-
werte mit der in (1.4) angegebenen Bedingung

1 1 1
= + :
logg, logg, logg,

Wihlt man alle ¢;<0 mit ¢;<c¢, +¢,, dann werden die g;<<1, und es dreht sich die Unglei-
chung (1.4) um.

3) Es sei F;(x)=c;x und c;(x+y)=cx + c,y. Diese Ungleichung schreiben wir in der Form
4.12) (e;—c)x+(c3—c,) y=20.

Zu F;(x) gehort @;(x)=x?* mit p,=141/c;. Alle c; seien positiv, dann gilt p,>1, und es
ist @, (x)>0, ¢,/ (x)>0. Satz 4.1 liBt sich daher anwenden und fiihrt auf eine Verallge-
meinerung der MinkowsKischen Ungleichung

“4.13) Mp, (x; @) + Mp,(y; &) ZMp, (x + y; @) (r:>1).

Fiir den Geltungsbereich hat man folgende Fallunterscheidungen:

a) ¢,>c¢,, ¢3>¢, d.h. p,<p,, p,<p,. Die Ungleichung (4.12) und damit auch auch (4.13)
ist fiir alle x>0, y>0 erfiillt. Dieser Fall ist mehr oder weniger trivial, denn er 148t sich
aus der Minkowskischen Ungleichung folgern, wenn man beriicksichtigt, daB M, (x; a) mit
P monoton zunimmt.

Die beiden folgenden Fille sind dagegen nicht trivial.

B) ¢,<ec;<e, dh. p,<p,<p,. Ungleichung (4.12) und damit auch (4.13) gilt jetzt nur noch
im Winkelraum

Oéyé(c:;—cx x)_(P1—P3)(p2——l) )

(=P (2D

Y) e,<e;<e;, d.h. p,<p;<p,. Ungleichung (4.13) gilt jetzt im Winkelraum

>(01_"3 ) (ps—p)(p,—1)

= X )=
(P.—p3)(P—1)

C;—C,
SchlieBlich dreht sich die Ungleichung (4.13) fiir C<p;<1, dh. ¢;<—1 wegen ¢’ (x)>0,
@’ (x)<0 um; jetzt gilt

4.14) Mp, (x; @) + Mp,(y; ) =Mp, (x +y; @) O<p:i<?)

und zwar in folgenden Fillen:

C,—Cy

x=0

a’) p;<p,, ps<p, fir alle x, y>0;
(p—p3)(1—p,) x
(ps—P)(A—p) "’

(p;—p)(1—>py) x
(p,—p)(A—p)

In dhnlicher Weise lassen sich weitere Funktionen diskutieren.

B) p,<ps<p, fir 0<y<

Y) pi<py<p, fir y=

5. Multiplikative Ungleichungen

Zu diesen Ungleichungen von der Form
V) M, (x; @) M, (y; ) =2 M,(xy; a)
gehort die HOLDERsche Ungleichung. Da nach Abschnitt 2b) bei positiven
Werten x, y jeder multiplikativen Ungleichung eine #quivalente additive Un-

)@=, @,=y, ¢;=Y%.
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gleichung zugeordnet werden kann, wollen wir die entsprechenden Untersuchungen
hier etwas kiirzer fassen.

Die konkave Hauptform der Ungleichung (V) fithrt auf die Hauptver-
kniipfungsfunktion

(5.1) H(s, 1)=x(® (s5)- ¥ (1)).

Die quadratische Form ist

(5.2) Q(s,t; hky=y" ThO'P+kVP' DL +y - [R2D"V+2hk &'V’ + k2Q¥P"'].
Hinreichend dafiir, daB Q(s, t; h, k) negativ-definit ist, ist offensichtlich
(5.3) ?"'=<0; P"=<0; x"=0 und @P"PP"—-P2¥'2=(.

Um die allgemeinen Dezfinitheitsbedingungen einfacher zu formulieren, fiihren
wir die folgenden drei Funktionen ein:

1 1 1
(54) Dl(x):: » 5 DZ(.]’)="~ » s D3(Z): =
1 9" (%) v’ 2@

+x 1+y 1+z
¢ (%) v () 2 (@)

mit xc J,, y&J,, 2E J,.
Dann erhalten wir die drei notwendigen und hinreichenden Bedingungen

1 1 1 1
E.a,pB, a = ; = ;
(E.a, 8,7) ) D,(xy)_ D, (x) 2 Dy(x») "~ D,()

1 1 1 1
) [ ]é .
D;(xy) LD (x)  D,(») D, (x) D,(y)

Bei der Diskussion der moglichen Vorzeichenkombinationen der drei
Funktionen D; ergeben sich dieselben vier Vorzeichenfélle wie in Abschnitt 4.
Man hat dort nur F durch D zu ersetzen. Der wichtigste Fall ist auch hier
der Fall positiver D;. Wir erhalten

Satz 5.1. Unter der Voraussetzung, daf die Ableitungen ¢', v', ' und die in
(5.4) definierten Funktionen D;(i=1, 2, 3) positiv sind, ist die quadratische
Form Q (s, t; h, k) genau dann negativ-definit, wenn die Bedingung

(5.3) Dy(x, y)= D,(x) + D, (y)
erfiillt ist.

Analog gilt der

Zusatz zu Satz 5.1. Unter den Voraussetzungen, daf die Ableitungen ¢',v', x
positiv und die in (5.4) definierten Funktionen D;(i=1,2,3) negativ sind, ist
die quadratische Form Q(s, t; h, k) genau dann positiv-definit, wenn die Bedingung

(5-6) Dy (xy) = D, (x) + D;(y)

erfiillt ist.
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Zwischen ¢(x) und D,(x) besteht der Zusammenhang

(5.7 <p(x)=Cfxexp(f a )"“.

tD,0) u
Entsprechende Formeln gelten fiir ¢ (y) und x(2).

Sind die Variablen x und y beide positiv, so 148t sich die Bezichung
(5.5) mit der Transformation

(5.8) x=e* y=e* Dy(e¥): =E;(u), (i=1,2,3)
auf die Ungleichung

5.9 E,(u+v)zE,(w)+ E,(v)

also auf die Ungleichung (4.7) zuriickfiihren.

BeisPiELE. 1) Sind alle drei Funktionen D; konstant,
D;=¢;>0 mit cy=¢, +c,,

so erhdlt man mit p=1/c,, g=1/c,, r=1/c,; die Abbildungsfunktionen ¢@(x)=x?, w(y)=)9,

1_1 1
X(2)=2z". Dies bedeutet die HOLDERsche Ungleichung mit —=—+—.

r p g«
Man kann die HoLDersche Ungleichung auf Grund der Definitheitsbedingungen (E.a,§, 7(
diskutieren und erhalt dann das folgende Ergebnis: Die Ungleichung

Mp(x; a)'Mq(y; a)ng(x.y; a) (xi>09 y€>0)
gilt im Fall

1 1 1
a) p>0, ¢>0, r>0, wenn — + —=<— ist;
P q r

B p>0, g>0, r<0 ohne jede Bedingung (trivialer Fall);
1 1 1
) r£¢<0<p und 6) r<p<0<gq, wenn —+—=<— ist.
p q r
Es gilt die umgekehrte Ungleichung im Fall
1 1.1
a’) p<0, g<0, r<0, wenn —+—=— ist;
rp q r
B) p<0, g<0, r>0, ohne jede Bedingung (trivialer Fall);

1 1_1
) g<0<p=<r und §’) p<O0<g<r, wenn —+—=— ist.
p q r

2) Sind alle drei Funktionen D, einander gleich, dann ist die zugehorige Funktion E(x) wegen
(5.10) E(u+v)=E®W) +E(v)

superadditiv. Einfachster Fall ist E(@)=cu (¢>0 fiir 4>0) d.h. D(x)=clogx (x>1). Nach
(5.7) ist dann @ (x)=(logx)? mit p=1+1/c, und damit erhalten wir die bereits frilher ange-
gebene Ungleichung (2.6), die der MiNkowskischen Ungleichung &quivalent ist. Auch diese
Ungleichung 148t analoge Erweiterungen zu wie die MiNkowskische. Auf weitere Diskussionen
kann jedoch verzichtet werden.
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