PUBLIKACUE ELEKTROTEHNICKOG FAKULTETA UNIVERZITETA U BEOGRADU
PUBLICATIONS DE LA FACULTE D'ELECTROTECHNIQUE DE L'UNIVERSITE A BELGRADE

SERIJA: MATEMATIKA I FIZIKA — SERIE: MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE

Ne 274 — Ne 301 (1969)

282. GENERALISATION D’UNE EQUATION FONCTIONNELLE*

Petar M. Vasi¢ et Radovan R. Jani¢

0. Dans larticle [1] D. Z. DOKOVIC a considéré I’équation fonctionnelle

m SO+ x5, X3) +F 00+ x5, %)+ (x5+ x40, x,) =0

et il a obtenu sa solution générale continue réelle.

Plus tard, O. EM. GHEORGHIU [2] a trouvé la solution générale continue
réelle de I’équation fonctionnelle plus générale:

) SO+ x5, x3) 4+ (0 + X35 %) +f (%5 + X1, X,)
=af(x;+ Xy, X3) [ (X5 + X35 %) O3+ X1, X5)s

oll a est une constante réelle donnée.

Dans [3] D. Z. Pokovi¢, R. Z. DorpEVIC et P. M. VAsSIC ont résolu,
entre autres, 1’équation fonctionnelle

&) Si(axy + x5, X3) + 1o (@x, + x5, x1) +f3(@xs + x5 x,) =0

sous la supposition que f; (i=1, 2, 3) sont des fonctions complexes continues
et ¢ une constante complexe donnée.

1. Tout d’abord, nous allons considérer 1’équation fonctionnelle
C)) fi (ax, +bx,, cx3)+ 1, (ax, + bxy, cx,) +f3 (ax; +bxy, cx,)

=af; (ax, +bx,, cx;) [, (ax,+ bxs, cx;) f;(ax;+bxy, cx;)

ot fi(i=1,2,3) sont des fonctions complexes et a, b, ¢, a des contantes
complexes telles que a3=1, b3=1.

En posant

z z z
X=x+—, Xy=ab’{y+-—), x3=ab’(—x—y+—),
1 3 2 (y 3> 3 ( y 3)

* Regu le 1 aolt 1969.

47



48 P. M. Vasi¢ et R. R. Janié

I’équation fonctionnelle (4) devient

() ﬁ(a(x+y+33i), a2be (—x—y+§))+1;(a2bz(2§_x), c(§+x>)
) welre3)

—af, <a<x+y+%), abe (—x—y+—;—)>f2 (aZbZ (23—2— x), c(§+ x))
) 3]

En introduisant les nouvelles fonctions g,, g,, g; avec les formules
1 x—2y
\/-—— gl 3 ’ x+y A

g (x, ¥) = \/—af1< (—+x), a2bc(.§—— ))

Ji(ax, a®bcy) =

\/—a 2( 3

st (3. ()
el -
g (x, y)=—\/—af3( <?—x), abzc(%-l— x))

I’équation fonctionnelle (5) prend la forme suivante:

Li(a2brx, cy) =
(6)

f3(bx, ab2¢cy) =

2)= 8 (x,2)+g;(,2)

1+g,(x 2) g (»s Z)
1.1. Si 'on a g;(x,x)=1 (=1, 2, 3), en introduisant les fonctions nouvelles
h; par

® &=

(7) gl(x+y’

M=l 218D ),
h(x, 2)+1 1—gi(x, 2)

I’équation (7) se réduit a

® hy(x+y, 2)=hy(x, 2) by (3, 2),

dont la solution générale continue complexe est

h (x, 2)=¢,(z) c,(2) exp[c; (z) Re x + ¢, (z) Im x]

10
{0 h; (x, 2)=c¢;—; (2) exp[c; (2) Re x + ¢, (2) Im x] (i=2, 3).
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ou

(11 h,=0, h,=0, §h; arbitraire;
ou

(12) h,=0, h, arbitaire, hy;=0.

Donc, d’aprés (10), (11), (12), (8) et (6) on obtient

_ 2hox—
| ¢, ¢, exp (63 Re a,bcx 2ay+ ¢, Ima bc;cb 2ay)_ 1
c
(1 3) fl (X’ y) = \/——— a’bex—2ay a’bex—2a
% ¢ c,exp <c3 Re —-—=+ ¢, Im- 3b—z)+ 1
c

2
(ci=ci("b"x+”y); i=1,2,3,4),
be

¢, exp (03 Re __Zy;abcx +c, Im 22 —bex. )— 1
c

3¢

— 2y— 2y—
\V—a ¢, exp (c3 Re 27=%% 3abcx +¢, Im 22— 2% abex ) +1
c

3¢
(CZ=01<M>, l=1, 3, 4>,
4

(DEACEE

2 Zb _h2 2 2b —h2
czexp(c3 Re=%% b cx+c4 Imw)—l
—1 3¢ 3¢

15 A=

2a’by—bicx

+c,Im

V—a ¢, exp (c3 Re
3c

2 2
(qu(ZQQﬁlz% i=%3,ﬁ,

2a2by—b? cx) 1

(4
ou
%  fi y)=_‘¢l_—a’ A y):vi—a, £,(x, ) arbitraire,
ou

1 1

, f»(x, y) arbitraire, f,(x, y)=—=.

T S A e

1.2. Dans le cas ot g;5£1 (i=1, 2), g;=1, de (7) on obtient g,=1. Ce n’est
pas possible.

a7 Sl )= —

1.3. Sig;#£1 (i=1, 3), g,=1, d’aprés (7) on obtient que g;=1, ce qui est en
contradiction avec I’hypothése g, 1.

1.4. Soit, maintenant, g;%1 (i=2, 3), g,=1. Alors, ’équation (7) prend la forme
(18) (&.—1)(g;—1)=0.

4 Publikacije Elektrotehnitkog fakulteta
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Nous avons supposé que g, 1. Donc il existe au moins une couple de
nombres complexes y,, z tels que g;(y,, z2)%1. En posant y=y,, de (18) il
vient g,=1, ce qui est impossible d’aprés I’hypothése g,%1. Donc, dans ce
cas, I’équation (7) n’a pas de solutions.

1.5. Supposons, maintenant, que g;=1 (i=1, 2), g;# 1. Alors, I’équation (7) est
identiquement satisfaite, et g; est arbitraire.

1.6. Si 'on a g;=1 (i=1, 3), g,7Z1, on obtient que g, peut étre arbitraire.

1.7. Dans le cas ou g;=1 (i=2, 3), g,£1, de (7) il vient g,=1, ce qui est
impossible.
1.8. Enfin, dans le cas g;=1 (i=1, 2, 3) I’équation (7) est satisfaite.

Donc, nous avons le théoréme suivant:

Théoréme 1. La solution générale continue complexe de I'équation (4) est donnée
par les formules (13), (14), (15) ou (16) ou (17) ou

1 —1
(19) fl(xi Z)=ﬁ’ fz(x, Z)=\/_a

1 —1
ma S3(x, Z)z_\/—:a

2. Supposons, maintenant, que dans I’équation (4) f; sont des fonctions réelles
et a, b, ¢, a des constantes réelles telles que a=1, b=1. Alors, en posant
Jilx, e»)=gi(x,») (i=1, 2, 3), Péquation (4) prend la forme

, f; arbitraire continue,

ou

(20) Silx, 2)=

, f, arbitraire continue.

(21) 81 (X + X5, X3) + &, (X2 + X3, X1)+ 83 (X3 + X1, X5)
=ag; (X1 +Xy, X3) & (%, + X3, X1) & (x5 + X, x;).

De 1a, pour g;=f (i=1, 2, 3) on obtient ’équation fonctionnelle (2). En
posant

X =x+ x—y+z X5 = xy+Z
! 37 7 37 7 3’

2y—x

-2
gl(x,y)=h1(x 3 7, x+y), g (x, y)=——hi( , x+y) (i=2,3),

I’équation (21) devient

hy (x, 2)+ hy (9, 2)
1—ah, (%, 2) hy(y, 2)

(22) h(x+y,2)=

En utilisant les résultats de l’article [4] on obtient:
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Théoréme 2. La solution générale réelle continue de I’équation fonctionnelle (21)

—2
y~|—cl+c2),

dans le cas a>0, est
1
X, Y)=—==tg|c-
g (%, y) Ja g( |
(23)
—1 2y—x
gi(x, y)= *tg<c- 24 +Ci-1) (i=2, 3),
\Va
avec c=c(x+y), cp=ci(x+y) des fonctions réelles continues arbitraires.
Théoréme 3. La solution réelle générale continue de Uéquation (21) dans le cas
a<0, est
g (x, y):ﬂl—_—th(c. X2y +c + c2> ,
V—a
24
—1 2y—
g (x, 9)= fth(c‘ L +c,-_1) (=2, 3),
J=a
ou
1 _
g (x, y)=—= th(c-x—z—erc1 + c2) R
\/—a 3
(25)
—1 2y—x .
Biw )= e T ran) (=23,
\/—a
ou
x—2y
& (X, Y)=—— Cth(c-——-—+cl+cz),
V—a
—1 2y—x
26 2 (x, )= _,th(c-—~—+c),
(26) (5 )~ = Tt
—1 2p—
g3(x, y)= ——= cth (c-—L)-C— + cz>,
V—a
ou
gi(x »= 1_: cth (c- X2y +e + cz) ,
\V—a
—1 2y—x
27 x, ¥)=——cth{c- +c¢ s
@7) () = = cth e
& (x, y)= ——lth<6~ﬂ+cz),
\/—a 3

4%
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ou
—1 1 o .
(28) gi=———, & =——=, & arbitraire continue,
V—a V—a
ou
—1 . . 1
29 g8 =—==—=, g, arbitraire continue, g,= ,
Vv —a \V—a
ou
1 —1 o ,
(30) g=————, g=——=, &, arbitraire continue,
V-—a V-a
ou
1 o . —1
3D &= g, arbitraire continue, g,—

V-a’ V—=a’
avec c;=c;(x+y) (i=1, 2, 3) des fonctions réelles continues arbitraires.

D’aprés les résultats de Particle [3] on a:

Théoréme 4. La solution réelle générale continue de I'équation fonctionnelle (21),
pour a=0, est

gi(x, Y)=x-c(x+y)+c;(x+y) @(i=1,2),
g&(x »)=—(x+2y)-c(x+y)—c, (x+y)—c (x +y),

ol ¢, ¢, ¢, des fonctions réelles continues arbitraires.
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