PUBLIKACIJE ELEKTROTEHNICKOG FAKULTETA UNIVERZITETA U BEOGRADU
PUBLICATIONS DE LA FACULTE D'ELECTROTECHNIQUE DE L'UNIVERSITE A BELGRADE

SERIJA: MATEMATIKA I FIZIKA — SERIE: MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE

Ne 247 — Ne 273 (1969)

250. PRILOG PROUCAVANJU SKUPA MONOKONFOKALNIH ELIPTICKIH
PUTANJA U JEDNOM SPECIJALNOM PROBLEMU DVAJU TELA*

Dobrivoje Mihailovi¢

U ¢lanku autor tretira specijalni problem dvaju tela koji je formulisao Karl
Schiitte, a koji se odnosi na odredivanje monokonfokalnog skupa eliptickih
putanja sa zadatom velikom poluosom i fiksiranom kruZnom brzinom Kkretanja
u jednom kraju male ose.

1. Problem odredivanja vremenskih promena elemenata putanja u pro-
blemu dvaju tela, koji u nebeskoj mehanici tretira teorija poremecaja, moZe se
proudavati i ne primenjujuéi ovu teoriju i to u sluéajevima u kojima se radi
o velikim promenama elemenata putanja (u Dinamici zvezda), ili su u pitanju
promene tih elemenata zavisne od saopStenih impulsa (u Dinamici kosmickih
-objekata).

KARL SCHUTTE je u svome radu [1], polazeéi od promena vektora brzine,
analizirao neposrednim postupkom uticaj tih promena na odredivanje elemenata
putanje. Ograni¢avaju¢i se na problem u ravni, moguée je odgovarajuda tri
elipti€na elementa: a — veliku poluosu putanje, e — numeric¢ki ekscenticitet i
v — pravu anomaliju, izraziti kao funkcije modula vektora brzine i jediniénog
vektora njegovog pravca i smera. K. SCHUTTE polazi od JACOBI-evog integrala
u problemu dvaju tela u obliku:

r a
gde je
K2=k2(1+m)

i uvodi u analizu pojam kruZne brzine koju definife kao brzinu u tacki putanje
u kojoj je radijus vektor r=a tj.

{(2) Vgr=—.
r

Na osnovu (2) integral Zive sile dobija oblik
y2 — vKZr <£___1_> s
r a
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ili
2

©) <l> —2—-L.
Uvodenjem nove promenljive

2
) =)

Vk

relacija (3) daje
®) f=2—=,

a
pri demu, poSto je f>0, mora biti
Q) ' 0<f<2.

Neka je jednadina eliptiCne putanje zadata u obliku

,_al=e)

- b
1+ecosv

(M

gde je e ekscentricitet elipse. Eliminiacijom radijus vektora r iz (3) i (7) dobija se
8) e+e(—f)cosv+1—f=0.

Ograni¢imo se na specijalnom slufaju koji uzima i SCHUTTE u razmatranje.
naime kada je

9 : f=1, tj. v=vg.

Tacka eliptiéne putanje, u kojoj je brzina jednaka kruZnoj brzini, odredena je
radijus vektorom r=a tj. predstavlja krajnju tacku male poluose elipse. Eks-
centricitet putanje se na osnovu (8) i (9) odreduje iz relacije

e2+ecosy=0,
odakle je

(10) : e,=0, e,=—cos».

ReSenje e; defini§e kruZnu putanju sa centrom u ZiZi F poluprenika r=a.
Resenjem e, definisan je skup elipsi sa zajedni¢kom Zizom F i zajedniCkom
jednom krajnjom tac¢kom S malih poluosa (r=a), u kojoj je brzina tela
jednaka kruZnoj brzini vg. To znadi da re¥enje ovoga specijalnog problema
nije jednozna¢no: ono je definisano skupom monokonfokalnih elipsi sa zajed-
ni¢kom ZiZom F, &iji jedan kraj male poluose leZi u tacki S odredenoj relacijom
r=a, u kojoj vektor brzine ima vrednost kruZne brzine vg i velikom poluosom
a elipse.

K. ScHUTTE u ¢lanku [1] je na osnovu elementarnih geometrijskih raz-
matranja izveo zakljucke o osobinama ovoga skupa elipsi.

2. Cilj je ovoga c¢lanka da, razmatrajuéi problem odredivanja putanja
sa kruZnom brzinom u kraju male poluose elipse, analiti€¢ki definise skup
monokonfokalnih elipsi i na osnovu toga izvede njihove osobine u uofenom
specijalnom problemu dvaju tela.

Jednadina skupa monokonfokalnih eliptiénih putanja moZe se izvesti na
ovaj nalin. Neka je F zajedniC¢ka ZiZa, a S zajedni¢ka krajnja tatka malih
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poluosa elipsi. Odaberimo DEKARTov pravougli koordinatni sistem tako da
njegov pocetak leZi u tacki S, a osa OX da se poklapa sa SF=a.

y

e

9

Skup monokonfokalnih elipti¢énih putanja

Glavni dijametar efipse koji prolazi kroz tacku F ima jednainu
1 y=~i(x—a) , . .
gde je A=tgy, pri &mu je y ugao koji 6vaj dijémetar zaklapa sa pozitivnim
smerom ose SX. Neka je O; ortogonalna projekcija temena elipse S na glavni
dijametar (11), tada je
(12) - SO,=b.
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Druga ziza F’ elipse leZi na glavnom dijametru (11), pri &emu je SF'=a.
Kada ugao y varira glavni dijametar ¢e se obrtati oko stalne ZiZe F; velika
poluosa a <e ostati konstantna. Teme S e predstavljati zajednicko teme svih
elipsi koje pripadaju monokonfokalnom skupu, dok ce se ekscentricitet i mala
poluosa elipse menjati. Iz ovoga neposredno proizilazi da ée geometrijsko mesto
Ziza F' biti kruZna linija X’ sa centrom u koordinatnom poéetku S i polupred-
nikom a. Krug K (F, a) predstavlja onaj element skupa monokonfokalnih elipsi
koji odgovara vrednosti ekscentriciteta e=0. Brzina kretanja tatke na ovome
krugu predstavlja napred uvedenu kruznu brzinu &iji ée intenzitet predstavljati
i modul brzine taCke u temenu S ma koje elipse iz posmatranog skupa.
Nosa&i ovih vektora brzina su paralelni velikoj osi eliptiCne putanje, a smer
vektora odgovara smeru kretanja tela na odgovarajuéoj putanji.

Jednadina direktrise koja odgovara %iZi F je

(13) y=—7te @
ili
14) x+Ay—Au=0 &€).

Uotimo tatku M (x, y) na elipsi, pa oznaéimo sa r njeno rastojanje od ZiZe F,
a sa d — njeno rastojanje od direktrise (L). Po definiciji elipse je

r
~=e,
d
ili
(15) r2=ed2.
Kako je
— x+dy—Au
r=~/(x—a32+y?;, d=———=,
Ver—aity +y/1+2

to relacija (15) daje
o (x+Ay—Au)

x—ay+y>=e
( ity 1422

) (1+ ) [(r—a)+ y] =€ (x+ Ay —Hp2,

Posle sredivanja ova jednadina daje

(16) (1 +22—e) x2—2e2 A xp + (1 + R2—e222) y2
+2[e2dp—a(l +A)]x+2e2 2uy +[a2 (1 + 22)—e222u2] = 0.

Uslov da kriva (16) prode kroz koordinatni podetak S (0,0) je

17 @ (1 +A2)—e2A2u2=0.

Stoga jednacina (16) skupa monokonfokalnih elipsi dobija oblik

(18) (1+A2—e)x2—2e2ixy+ (1 + A2—e242) y2

+2[e2iu—a(1+ )] x+2e2l2uy=0.
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Pokazaéemo da ovaj skup krivih zavisi samo od jednog parametra. Rela-
cijom (17) uspostavljena je jedna veza izmedu parametara e, 4, p. Dalje iz
AO,SB proizilazi

. atgy
b=as1ny; b=:,
_ V1+tg2y
tJ.
al
19 b=:.
(19 V1+22
Odavde je
azi2

20 b2 — ,
(20) T
a kako je

b2=q2(1—e?),
to iz (20) proizilazi

2
1—e2= A ,
1+ A2
tj.
1
[#3)) 2= ——
1+ A2

koja predstavlja drugu relaciju kojom su vezani parametri e¢ i A.
Uslovna relacija (17) na osnovu (21) daje

a2 (1 + 22— A2u2 =0,

odakle je
(22) =a(l+19).
Bududi da je a>0 1 1+42>0, to # i A=tgy moraju imati isti znak.

Eliminacijom parametara e i x4 pomodu relacija (21) i (22) iz jednacine
(16) dobija se jednafina skupa monokonfokalnih elipti€kih putanja u obliku
(23) [(1+22)2—1]x2—2Axp +[(1 + A2)2— A2} y2

—2al2(l+A2)x+2ai(1+212)y=0,

u kojoj je A promenljivi parametar.

3. Na osnovu jednaline (23) moZe s¢ pokazati da prave
X
(24) y=i(x—a) (O\F), y=—7 (Say)

zaista predstavljaju glavne dijametre elipsi. Kao S$to je poznato koeficijenti
pravaca glavnih dijametara krivih drugog reda sa centrom odreduju se iz
jednadine

ay, S2+(ay—ay,) S—ay,=0.
Iz jednaline (23) imamo

ay=(1+22—1, a,=—4 a,=(1+202-2
pa prethodna jednadina daje
(25) AS24+(1—212) S—i=0,
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L . | Lo
&ija su refenja S;=4, S,= - ¢ime je potvrdeno da prave (24) predstavljaju

glavne dijametre elipsi.
Refenja sistema jednadina (24) daju koordinate centra O, (&, %) u para-
metarskom obliku:

2
26) al al

=14—&2’\77 1+ 42

Eliminacijom parametra A nalazimo
@ (E——%)Z +m2 =%2.
To znali da je geometrijsko mesto centara monokonfokalnih elipsi krug sa
centrom u tacki (—;-, O) i polupre¢nikom —az-—. Do ovoga rezultafa moZe se doéi
i neposrednim geometrijskim razmatranjem. '

4. Jednadina skupa direktrisa (L) koje odgovaraju ZiZi F je prema (14)i(22)
(28) x+Ay—a(l+42)=0.
Izvodna jednadina po parametru A daje
29) 'y—~2al=0. .
Eliminacijom parametra A iz (28) i (29) nalaii se obvojnica skupa direktrisa
(30) y2=—4da(x—a).

1z mneposrednih elementarnih geometrijskih' rasudivanja proizilazi da je
geometrijsko mesto drugih ZiZa monokonfokalnog-skupa elipsi krug
(31) | X2+ y?=az.

Koordinate ovih ZiZa kao funkcije parametra A dobijaju se iz (31) i y= ——x/Z

u obliku ' -
' o 5= al

Vit T 1+

5. U vezi sa.obvojnicom skupa monokonfokalnih elipsi u€ini¢emo sledecu
napomenu.

U é&lanku [1) K. SCHUTTE navodi da za skup monokonfokalnih eliptiCkih
putanja egzistira obvojnica i da ova takode predstavlja elipsu. ZiZe ove elipse
leZe u tatkama S i F, a njena velika poluosa g, i ekscentricitet e, imaju res-
pektivno vrednosti: T

3—- 3 1
a=—FS=—a; e¢=—.
) 2 0 3

Mala poluosa obvojnice odreduje se iz relacije

D bt=a2(1—e?), -
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tj. na osnovu navedenih vrednosti za g, i e,
bo =a ‘\/2 .

Kako centar ove elipse leZi u tacki (—;— , ,0), to je njena jednalina

L2 =1,
a, by?
tj.
2
(x_%) y?
(E) IR

Svaka putanja iz skupa monokonfokalnih elipsi dodiruje elipsu (E). Odatle
proizilazi da uofena masa, bez obzira na to po kojoj se od eliptickih putanja
krece, neée izai iz unutra$njosti zatvorene oblasti &iju granicu predstavlja
kriva (E).

Jz napred izvrSenih razmatranja mogu se izvesti slede¢i zakljudci:

1. da obvojnica (E) predstavlja graniénu liniju oblasti iz koje uocena
masa ne izlazi u toku kretanja;

2. da ée se u toku kretanja po bilo kojoj od monokonfokalnih eliptickih
putanja, u odredenom momentu, pokretna masa naéi na obvojnici (E).

S ovim u vezi od interesa je napomenuti da u Nebeskoj mehanici ima
problema u kojima je egzistencija obvojnica vezana za mehani¢ku prirodu pro-
blema. Takav je slufaj sa obvojnicom HiLL-ovih graniénih krivih u asteroidnom
problemu triju tela sa eliptiCkom putanjom perturbirajuce mase, koji tretira i
reSava A, WILKENS u Clanku [2].

U Dinamici zvezdanih sistema se, u slufaju kada se funkciia raspodele
koordinata i projekcija brzina znatno ne menja pri punom obrtu Galaksije,
smatra aproksimativno da se Galaksija nalazi u stacionarnom stanju. B. LINDBLAD
je pokazao da se tretiranje problema moZe izvr§iti uvodenjem skupa karak-
teristiénih dijagrama (parabola), &ija obvojnica predstavlja geometrijsko mesto
taaka koje se kreéu po kruZnim putanjama i koja predstavlja deo granice one
oblasti u kojoj se vr§e moguca kretanja zvezda, ukljuéujuéi u ova i rotaciju
(v. npr. [3]).
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Zusammenfassung

BEITRAG ZUR FORSCHUNG DER SCHAR
DER MONOKONFOKALEN ELLIPTISCHEN BAHNEN
IN EINEM SPECIELLEN ZWEIKORPERPROBLEM

Dobrivoje Mihailovi¢

In dieser Arbeit analysiert der Verfasser ein specielles Zweikdrperproblem,
welches KARL SCHUTTE in seinem Artikel [1] formuliert und geometrisch inter-
pretiert hatte.

Das Problem bezieht sich auf die Bahnbestimmung mit der fixierten gros-
sen Halbachse und der gegebenen Kreisbahngeschwindigkeit in dem Endpunnkt
der kleinen Achsen der elliptischen Bahn.

Von der Formulierung des Problems in [1] ausgehend, gelangt der Verfasser
zur Gleichung der Schar des monokonfokalen Bahnen und zwar in der Form
(23) gekommen. Er zeigte auch auf einige Charakteristiken dieser Schar. Neben
der analytischen Bestittigung des Ergebnisses von SCHUTTE zeigte der Verfasser,
dass der geometrische Ort der Mittelpunkte der elliptischen Bahnen der Kreis
(27) ist, und dass die Hiillkurve der Leitlinienscharen die einem gemeinsamen
Brennpunkt entsprechen eine mit (30) Parabel ist.



