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1. Envisageons dans le plan z=x+yi une ligne polygonale orientée

AgA14;, ... (fig. 1) et la droite y=mx+n. A cette ligne polygonale correspond
la série

¢)) zdneq’"i ,

ol

AnAnJ,—I:dn: Yn=Pnt1— Pans n=0,1,3, ...
Autour du cote 4,4, .1, n=0,1, 2,... nous décrirons le cercle C,(n=0, 1, 2,...)
de sorte qu’il coupe la droite donnée aux points o, et B,, n=0,1,2,... (fig. 1}

Fig. 1
D’aprés la figure on obtient le résultat suivant
0,_1+96
2 Y”=_L_1_”_+8_nm

2
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parce que :
Y=~ ( Ay Auri+ <Ly An Ay 1 —€4),
ol

en—l + e’l

L An—1Asoy=m— (— 2———ﬂ+q“n+lﬁn+1 An+1> ,

< 0‘n+1AnAn+l=%:an+lﬁn+1-'4n+l-
Dans la susdite formule 6, désigne I'angle sous lequel on voit la droite

AnAnyq du centre du cercle C,. Il est facile de s’assurer que la susdite formule
revét a la forme suivante

Op_1+9,
(23) . Yn = —'“21 + l'],, —E,,

lorsque les points «, 1 et B, sont situés en dehors de la droite a,?, Si
I'un des points 0,4, ou f,, n'est situé que sur droite «,B, on a alors la
formule suivante

en—— +en
(2b) Y,.=—————;——— £ (En-+ 1)
Il est évident que Yy, preds aussi les vateurs suivantes:
61— 6

Yn=ﬂf+-——2——" + (e, F 1),
(20)

en—l + en

Yn= 27— + (& F ).

2. On sait que les transformations hyperboliques, semihyperboliques,
loxodromiques et paraboliques peuvent avoir un point attractif. Parmi ces
transformations, les transformations loxodromiques seules ne font invariantes la
citconférence du cercle qui passe par leurs points fixes. Désignons par H
Iensemble des transformations: hyperboliques, semihyperboliques et paraboliques
que font invariantes toute ciconférence passant par leurs points fixes.

Soient les points a, et B, qui sont situés sur la droite donnée y=mx+n,
les points fixes d’une des transformations de P'ensemble H dont, supposons,
o, est le point attractif. La transformation

3 P~ n=1,2,3,...

transpose le point A4,, dont p, est I’affixe, au point A4,,; avec laffixe 1, .
De cette fagon-la, on peut associer & toute ligne polygonale non seulement la
suite des cercles, mais aussi la suite des transformations de forme (3).

On sait que toute homographie est déterminée lorsque ses points fixes et
son multiplicateur sont connus. Par conséquent, si les points a, et §, sont les
points fixes de la transformation (3) avec le multiplicateur correspondant de la
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suite {k,}, dont les membres sont ajustés de sorte que les points attractifs
appartiennent soit a la suite {e,} ou bien a la suit {3,}, alors la ligne poly-
gonale 4,4, A,..., dont les cotés sont
AnAn-l»l:Panrl"‘P«m n=0,1,2,...,
ou
[ Prt+1—Pn | Zdn;

peut se former uniformément.

Donc, toute série de forme (1) peut étre considéré comme s’étant formée
de la fagon exposée ci-dessus. Si

Yr=Pnp1—0n<m 0,1,2,...,

les points attractifs de la susdite suite des transformations apparatiendront a
la suite des points {c,}, mais si cette différence est toujours négative et
0 <] @ur1—9, | <= les points atractifs appartiendront alors a la suite {B,}. Si

0<(‘Pn+l_q‘n < 2“:

les points attractifs de la svite (3) appatiendront tantdt a la suite {o,} tant6t

a la suite {B,}.
La séric de forme (1), qui s’est formée de la fagon exposée plus haut,

converge si
lim a,=1lim B,
n—>o0 n>o00
elle ne converge pas, mais elle est limitée si
tmj o, | <lim|B, ]|,
. . - . n'—)OO n—)w
tend vers l'infinité si
Buroo. nroc.
Si les membres des suites {a,} et {B,} sont disposés sur la droite donnée
y=mx selon le procédé suivant

[ [eol<lof<ogl<eec]ay]<e--,

@ P > B> | Baloeee> (B 5o e,

i L tn | <1 ful n=0,1,2,1 -+,
Iangle vy, est donné alors uniquement par la formule (2) ou (2c). Au contraire, si
]’,126";1;& , (n=1,2,3,..-), ouque y,=6 (n=1, 2, 3,...) les mem-

bres de la suite {c,} et {B,} satisfont uniquement a ces conditions.

2. 1. Soit {C,} la suite de tous les cercles qui correspondent a la ligne
polygonale' donnée et qui passent respectivement par les points fixes o, et {3,
lequels satisfont la condition (4). Alors, leur centre se trouve dans le point
d’affixe

Sy .
(1n —Pa—1) €Xp o
0,,_1:}1.,,_1—|—i 5 ,n:1,2,3,---
2 sin —2"—
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La suite des rayons de ces cercles, c’est-a-dire la suite
An An+1

, n=0,1,2,..),

Fp=
2 sin 2%
2

seia monotone toutes les fois que la condition (4) est satisfaite.

Cette assertion peut étre prouvée de la fagon suivante. En partant des
équations
_ AnAnir | =

. e - 3
2 sin—2% 2 sinZ2
2 2

, n=0,1,2,...),

Fn

ou " = B,A4,0, on obtient, si 'on prend en considération I’équation

2
(Dn=wn+l+€n+I]n:wn+l+8m

laqulle, d’aprés la figure, est évidente, les équations suivantes

An An-i— 1 sin _(_Un= AnAn—}—_l sinw"+ 1 +&

I Un_Bn | =
sin-;— 2 sin—*

A, A, @ — w

= Lnfn+ 1 (k” S]ﬂ—”t—l—}— I/l'—‘kstS "+1>
n
sin—* 2 2
3 On+1

A, Ay 1 sSIn-="—
= IUnJ,—l_Bn»&—l |kn

An+1An+25in—62£
Ay A, V1—k2 (2 0 111/
P e it S : +1 2

+ _ 9, {An+1An+2_ (Xn+1_8n+1 I 25in2 =" ——}

An+1An+ZSin_2- 2

ou

S ey k 0
k,,=cos—21=cos~'i .

Il en résulte ensuite, en prenant en considération la supposition (4), linégalité
suivante

0, 6,
(A,,_HA,,” sin 2 k=, A, Ay 1 sin ;1) | i 1~ B |

——2 L
Z)T—kp A,,An+1{A”+1:An+2— O 1= B | 28in270
De 1a, si
‘ .
An An Sin — '
(6) Sny 18032 | 2 :r"ﬁ‘lékngl,(nz(),]’z,...),

Andusy  sin o,
2
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il s’ensuit I'inégalité suivante

A, 1A, V1 —k2
[ py1~Baty | £ D250 n

sin Snt1
2
sin _eL 2 sin2 & l/2
AnAn+1 . 2 AnAn+1 .
s 1— 2kn‘_ ! + 2 sin2 Snt1 ’
n+ IA’H‘ 2 Sm An+ IAn—Z
Cette inégalité sera satisfait si
o o 1/
sin - 2 gin2-*% 2
T3 AnAn+I 2 AnAn+1 2
V1K< 1—2k,,_A__ZJr S e el £
n+ 1410 1 Sln¥2— n+1An}—2 sin 5
c’est-a-dire si
. sin O
A, 14 2 r
(M R b (M )}
A,, A,,+ 1 sin 1’-_2*-—1 ¥n

ou bien si la condition (6) est satisfaite.

L’inégalité (6) démontie qui la suite {r,} est monotone décroissante, tandis
que I'inégalité (7) démontre qu’elle peut étre monotone non décroissante. Ce
deinier cas aura lieu lorsque dans I’xpression (4) le signe d’inégalité changera
de sens. Par 14, notre assertion est prouvée.

La condition contenue dans la 1elation (6) est nécessaire, mais pas suf-
fisante pour que les suites {c} es [} satisfassent la condition (4). Dans la
relation (6) seront contenncs pour nous les conditions suffisantes lorsque

o

_ sin ="
lim Ani1A4n42 2 lim Fas+1 o ,
®) Hyoo %—‘—9 = e = lim (1-F)=1, &.>),
A, A, sin 2L Fn n-r%0
‘ 2

ou bien, dans le cas spécial, lorsque

lim Ane14n 41 im (1-8)=1;
1300 A,,A,,+1 n—>00
.0,
sin2
lim — 2 lim (1 g) -1, 5, £>0)
n00 Lo Sut1 noeo
Si dans la condition (8)

A,,A;,H:A,H_lA,,+2=A=const., n=0,1, 2,....,
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la suite {6,}, a cause de la condition (6) doit étie alors une suite monotone
non décroissante. De méme la suite des c6tés de la ligne polygonale {4, 4, . 1}
sera une suite monotone décroissante loisque 6,=96,,1=6, n=1, 2, 3,....

Par conséquent la susdite condition sera satisfaite lorsque la suite {4, A4, 1}
satsifait les coditions

ApA1 > ArAy = A4y > ..

et la suite {%,} les conditions:
0<91<92<63< cee <o
Si la suite {y,} est monotone croissante et que

Op 0,
SO e n=1,2, 3,

2

la condition (8) peut étre alois écrite dans la forme suivante

fim Areidiiz g
nveo A, An+ 1
La suite cercles associés {C,} du centre O, desquels on voit la droite A A, .4
sous l’angle 6,< sera identique a la suite des cercles mentionnés ci-dessus
uniquement dans le cas ol e,=1n,(n=1, 2, 3, ....). lls couperont alors la
droite déterminée aux points c,ctB, n=0, 1, 2,...., qui satisferont la condi-
tion (4). Pour la monotonie de ces cercles, outre la condition de la monotonie
du c6té A,4,.1, n=0, 1, 2, ..., la condition [4}.
©) {\',,—2\*,,+1+yn+2>0, n=4,56,....,
\‘2—91 >0, \"3~2\"2+91> 0,

est aussi nécessaire. _
Dans le cas général, lorsque

0 <<y <. <Y< L0 o< 23,

a la ligne polygonale donnée peut étre alors associée, de la maniéie exposée
ci-dessus, la suite des cercles dont les rayons forment une suite monotone
décroissante ou monotone non décroissante. Elle peut étre alors placée, lorsque
la suite |r,} est monotone décroissante, dans le cercle dont le rayon peut étre
déterminé dans certains cas. Ainsi, par exemple, a la suite :

n
E:eZH)\mi,

m=1
0l <dpg— 1< . <hp— 1 <0'<1,

correspond la ligne polygonale qui peut étre placée dans le cercle au rayon [2]

Rf—1 (ctg v +tg 6”)
2 2 2]
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Si
— T Epi1
lim &k, = llmcos—(—"——l'i)—=l< 1,
no0 n—»00 2
alors
.8,
e sin -
. A1 A, 2 .
lim foklfnt2, <<
n-yo0 A,, A"+1 sin bnt1
2

Dans ce cas, les membres des suite {,} et {3,) ne satisfont pas toujows a la
condition (4). Mais si

lim Znds A:+_1 =0,
"% §in-
2
on a alors lim ¢o,= lim B,.
oo 1n-»00
3. Envisageons la série de Taylor
(10) J@) = Z a,z", ay#0,

qui converge dans le cercle |z, < 1. A chaque point z=z, dans lequel cette
série converge uniformément, correspond une ligne polygonale orientée 4y A; A4, ...
Le point
f(zg)=lim ¢, = lim 3,
n—co n-»00

est situé dans ce cas-1a sur la droite y =mx. Par conséquent, la transformation H:

Pt

P1=——:

F1 A+ S
laquelle a, comme ses points fixes, les points O et 35, ou By est situé sur la
dioite y=mux, transposera le point A=a, au point p;=ay+a; e’ . Si Ton
continue ce procédé on obtiendra, de cette fagon, la transformation de forme (3),
dont les points doubles sont situés sur la droite y =m x qui transforme le point

n—1
Pon = E :amemsz
m=0
€n pont
n
P = E : aemel,
m=o

Si le point A=a, n’est pas situé¢ sur la droite y=mx, aucun des points
b n=1,2,3,..+, ne sera pas situé sur cette ligne. Car, si ce point avait été
situé sut la droite donnée, la droite aurait été alors invariante pour cette
fonction.
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De ce que nous venons de dire plus haut il résulte cette conclusion:

Si la fonction (10) converge uniformément dans le cercle, |z|=1, si elle
ne fait invariante aucune droite de forme y=mx et que

O<arga,z"—arga, z° " 1<2x, n=1,2,3,--.,

alors largument de tous les zéros du polynéme

n

Sy (2) = 2 a, z",

[2]

qvi sont situés dans le cercle |z| <1 différe de argument de la fonction
f(@=1lim S, ()
n—oo

3. 1. Il est aisé d’appliquer les résultats de ’al. 2. 1. a la série de Dirichlet

an f©= D et s=x+tyi,
1

O<hi<hr <o <hyoo, B0 )
Ainsi, par exemple, si

lim | % +1
n—ro0

e(}\n_ln+1)c — %, ((C: 1—];1 lg _an\),

n—yoo )\n

ay

a,,e_}"'c=0(1), n>o,
et que
O<y,<2x, (n=1,2,3,--),

Ya=arga, e M1 _apg g M

alors il faut et il suffit que la fonction f (s) n’ait point de zéro dans I'intervalle

. 2n—(arga,_1—arga

0<y_4_11m (gnl gn)
ny00 - P

Cette série converge uniformément sur le segment

n—(arga, | —argay)

O<y £ lim
n—o0 }‘~n - }\”# 1

situé sur I'abscisse de convergence x=c, lorsque la suite ga,,e —)\nC% est une

suite-nulle monotone, et la suite {y,,} est monotone non décroissante et satisfait
la condition (9). Dans cet intervalle la 10nction f(s) n’a point de zéros.

Il s’ensuit de 1'a, pour la série de Taylor, le résultat suivant de M.
Tomi¢ [4]:
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La série de Taylor (10), ou les modules de ses coefficients forment une
suite-nulle monotone, et leurs arguments satisfant la condition (9), est uni-
formément convergente et n’a point de zéros dans l’intervalle

0<6<n—lim (arga,~arga,_1)
n—»oo
Si la suite {y,} est convergente, les suites {J,} et {3} ={+(e,Fnn.)} con-
vergent aussi dans les expressions (2), (2a) et (2b). A cause de cela
lim 9,,= lim (y,—8§,).
n—>oo n—»oo
On aura, alors, pour la ligne polygonale, coirespondant 4 la série (11), dans
le point s=c+yi, ol ¢ est abscisse de convergence absolue de cette série,
le résultat suivant
—2,C
. . lay| e
2 lim r,=lim '~’—-— ,

8
H0 n—yoo sin n_

ol r, est le rayon du cercle C, qui est associé, de la fagon exposée plus haut,
au coté |a,|e ~*C. Si la suite {Y,} est convergente et satisfait la condition

O<vy,<l<2m n=1,2,3.--.
on aura alors ¢videmment

| —2?,C
2im r, - lim (2l €C

. Yp—d
n—»00 nroo Sln\—né—"

Par conséquent, la série donnée converge dans le point envisagé si r,~0,
n-oo. Donc, si la suite
{la,| e =tn}

est une suite-nulle, la série donnée converge alors uniformément dans chaque
point oll Y,#3,, n>co. Comme Y,=(4,— 1) ¥+ P2, Yn £, %, Ol @ =
arga,_i—argay, il sera alors
T— : 2a—¢

Pet ray<s" 22,
g . g

0<y<

g=lim (—2p_ ) =lim 22, o= lim g,
n—>00 T N0 R n-»o0

D’aprés ce que nous venons d’exposer plus haut on peut formuler ce
Théoréme 1. — Si
Qpy1
ay

hm e_(}"n‘f'l—)\n)(_‘ = 1,
n-»o0

g=1lim (\, 1—%,), p=Ilim(arga,_.,—arga,),
ny00 nyo0

alors la série (11) sur le segment
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0<,s< =2
g

situé sur [Dabscisse de convergence x=c est uniformément convergente lorque

) Wy

|a,,\e_ =0 (1), no>oo,

et uniformément limitée lorsque
tay,| ¢ M 0(l), nreo.
20—

Le point s=c+i est un point singulier.

Si T'on applique ce raisonnement & la série (10), on obtient:
Théoréme 2.— Si

. a
lim ——=aqa, (a|=1),
>0 d, 41

alors la série 2 a, z°

converge uniformént dans tous les points sur le cercle de convergence, a I'excep-
tion du point o et du point B (|B|=1, arg B=x—arg u™1), lorsque
a,=o (1), oo,
ou bien elle est uniformément limitée dans tous les point ¢ Iexception du point
a et de point B lorsque
an=0 (1), nrwo.
Le point o« est un point singulier.
De ce théoréme il résulte le théoiéme de Fabry.
3. 2.— Si la suite {y,} a p points d’accumulation, a savoir &, &, -+, &,
Envisageons la suite partielle Yn,, " k=1,2,3,---, ayant un point d’accumu-

lation, & savoir E,. On peut écrire alors

lim Ony, = lim (y,, =95, ),
ko kom k

k—yoo rm
ou S = (¢ T
My m ( My g, m)
Si . a, . i
1 llm_k’_"’__:egm,mzl,Z,B,...’p,
- k ,
alors la séric oAy w1
o0
\
k
a, z
Z Meom
k=0

peut converger dans tous les points sur le cercle de convergence, ou bien étre
limitée dans tous les points a ’exception du point e Emi- Par conséquent la série
[+

:}: ay, mz"mk peut admettre p péles, sur le cercle de convergence, parce que
.

k=o

hm (nk+lxm_nk:m) épsm = ]: 27 3: e P [3]
ko0
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De ce que nous venons de dire plus haut il s’ensuit le vésultat suivant:

Si la suit {a,/a,.1} a p points d’accumulaton, situés sur le cercle |z |=1,
la série donnée converge alors uniformmément dans le cercle |z|=<1 et a &
sa circonférence au moins p points singuliers.

Si dans ce cas-la est remplie aussi la condition
ap=0 (1), n>,

- notre série sur le cercle de convergence |z|=1 est alors limitée par sa valeur

absolue dans tous les points & 1’exception des points singulier dans lesquels
elle devient infinie. Ces points seront, dans le cas général, les pdles de la
somme de cette série, lorsque, suivant le théoieme de Hadamard [1].

C ay Api1°°* Qnip—1 I l/n
n-yo0 e
Anrp—1 Onip Qn 4 2p—1
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REZIME

NEKE OSOBINE FUNKCIJA KOJE SU DEFINISANE TAYLOR-ovim
ILI DIRICHLET-ovim REDOM

Lazar Karadzié¢

Ako se u kompleksnoj ravni uoti orijentisama’ poligonalna linija 4; 45 A3...,
onda se ovoj poligonalnoj liniji moZe asocirati niz krugova na taj naéin S§to
¢e se oko svake njene strane A4, A4, opisati krug C, koji ée sjeéi datu pravu
y=mx-+n (S 1.). U tekstu je pokazato kako se ova poligonalna linija moZe
formirati pomoc¢u niza transformacija oblika

_az+b
cz+d.

Z

Iz osobine niza asociranih krugova {C,} dolazi se” do nekih rezultata iz teorije
funkcija koje su deinfisane Taylor-ovim ili Dirichlet-ovim redom.



