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238. QUELQUES OPERATIONS SUR LES SUBSTITUTIONS
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Tihomir Z. Aleksi¢

1. Introduction
Soit
) Sp={1,2, ..., k}
un ensemble fini et A le symbole d“signant un élément indéterminé.

L’application uniforme d’ensemble (1) en lui-méme, qui est partielle en cas
général, peut €tre d(crite par la substution

12...k

a, a,...a

) <p=( )={(i,a‘)|i=)\, L ..., k &€ Si; ax=%
ou Sk—_“Sk U {7\}.

Chaque (i, @;) désigne un couple de substitution. Parmi les couples de
substitution pris comme vecteurs, c’est la relation d’égalité ou celle d’inégalité
qui peu étre valable.

(i, a;) est un couple de substitution déterminé dans le cas ol aq; # A, et
par contre il est un couple de substitution ind terminé.

L’ensemble D(¢) de tous les symboles i, de I’équation (2), pour lesquels
(i, a;) est le couple de substitution déterminé représente le domaine de la sub-
stitution ¢. Indiquons par P(p) le nombre d’éléments du domaine D (g).

L’ensemble A (p) de tous les éléments de I'ensemble {a;| i=1,..., k;
a; # A} pris sans rép-tition est ’antidomaine de la substitution ¢,

Parmi les substitutions ¢, et ¢,, prises comme ensembles des couples de
substitution, la relation d’inclusion ou celle d’égalité peut étre valable ou non.

Nommons ¢ la substitution permutante si elle a la propriété

3) A(e)=D (o).

Si encore, P(p) est égal au nombre cardinal de I’ensemble (1) ¢ est la sub-

stitution strictement permutante.
¢ est la substitution variante dans le cas ol la satisfaction de I'égalité (3)

n’est pas obligatoire.
* Recu le 5 juillet 1968.
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Si P(9)=0, on dit que ¢ est une substitution vide.

¢ défini par I’équation (2) est une substitution identique, si on prend pour
chaque i que a;=1i.

2. L’opération de la multiplication des substitutions

L’opération binaire de la multiplication des permutations est bien connue.
On y définie 'opération de la multiplication des substitutions d’une fagon un
peu plus générale qu'avant. Cela permet que chaque facteur peut étre la sub-
stitution permutante ou variante aux nombres- arbitraires des couples de substitution. .

Soient
o ={Wdl,d)| i=)1,..., k),

CPZZ{(d.Iz’ a_lz)l ]=7\, 1, LEENEI ) k2},
et

Q=A@ =d), we, 1, ..., k}

ol on peut prendre que ¥ représente la valeur vraie et F la valeur fausse du
cantificateur existentiel Q,.

Alors, 'opération de la multiplicaticn des substitutions est définie par

=0, 9=, & ={(di, @) | i=A\1,..., k}

avec a; déterminé d’apres:

y

Q1=V—>ai=a%v
Qi=F——>ai:7\.

Il est facile de constater qu’une telle cpération de la multiplication des:
substitutions est asscciative et non ccmmutative. De plus, on peut prouver les
relations suivantes:

@ D (9, 9,) C D (%),
(&) 4 ((Pl $,) C A (9,),
(6) P (o, 9)<<P(9,).

Dans le cas spécial o A(p,) C D(¢,) les relations (4) et (6) deviennent des
égalités.

3. Quelques opérations unaires

L’opération unaire d’élévation & la puissance de la substitution ¢ peut
étre introduite par la définition récursive:

pl=9, ¢"=¢"1 ¢, n=2,3,...
ol ¢° représente la substitution identique.
Théoréme 1. Pour chaque substitution ¢ les relations suivantes ont lieu:
) D(e™ C D ()
®) A4(9") C 4(9)-
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Démonstration. Etant donné que (p”—(p(p"*l et, d’aprés la relation (4), Ia
relation (7) est évidemment vraie. De la méme fagon, ayant (p"'—cp""—lcp et la
relation (5) on voit que la relation (8) est valable, Dans le cas ou P(cp) k
on peut voir que la relation (7) devient une égalité.

Soit * le symbole d’une opération unaire définie sur la substitution ¢ comme
il suit:
o*={i,a’) | iCA(@) >a/=a;; i€ A(p)—>a/ =1}

Maintenant, indiquons par R(¢) le résultat de 1’opération unaire de la
réduction de substitution o:

R(p=

'Prenons aussi que R” (¢) est le résultat de 'opération unaire de la réduction
du rang n de substitution ¢:

R’ (p)=9; R'(p)=R(p);
R™ (@)= R[R" ! (9)], n=1, 2, .

Théoréme 2. Pour les substitutions ¢,, et ¢, satisfaisant la relation:

® A(e) C A(py)
on a '
(10) P, 2=, R(p,).

Démonstration. Considérant (d;, a;) € ¢, cn voit d’aprés la relation (9) que
a; € A(p,). Alors, s’il 'y a (q;, a,') € o, il sera aussi (a;, ;') € R(g,). Par con-
séquant pour le couple de substitution (d;, a;") on a simultanément (d;, a;") € ¢, ¢,
et (d;, a;/) €, R(p,). Si l'on a (a;, a;') & ¢,, on aura aussi (a;, a,') € R(9,)-
C’est-a-dire (d;, A) € 9, ¢, et (d;, 1) € ¢, R(¢,). Par conséquant, dans les deux.
cas possibles les substitutions ¢, ¢, et o, R(p,) ont les mémes couples de sub-
stitution. Ce procédé peut étre appliqué pour chaque index i ce qui démontre
la validité de I’équation (10) et ceci prouve le théoréme.

Puisque A4(p)=A4(¢) comme la conséquénce du théoreme 2, on a
(1n P =9 R(9).
Théoréme 3. Pour chaque substitution ¢ [I'équation suivante est valable
(12) " =¢" ! Re (), 0<{z<in—1.

Démonstration. Par la méthode d’induction on peut d’abord montrer
(13) @™ ="' R (9).

En effet, pour n—=1 I'équation (13) est vraie eu égard & ¢'=¢°R(p) =
9% ¢ = ¢. Supposons que I’équation (13) est valable pour n=m. Alors, & partir de
@M+l — @ gm~1 Rm~1 (¢) = o™ R™~! () on obtient

(14) ™+ = ™1 R™~—1 () = o™ R™1 ().

Posant n=m dans ’équation (13) et substituant la valeur correspondante dans
I’équation (14) on obtient

(Pm+1 — (Pm—l Rm—1 (‘P) Rm—l (<p)

4%
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et puis selon I'équation (11) et la validité de I’équation (13) pour n=mon a
™! =™ R (¢) R™(9) = ¢™ R™(9)

ce que démontre I’équation (13).
A présent, pour prouver 1’équation (12) on peut écrire

" R? (9) ="' 9% R* ()
d’oll on a selon I’équation (13)

Ppn—1-2 ‘PZH = on.

De méme les limitations z>0 et n—1—2z>0 sont évidentes, c’est-a-dire
0<z<<n—1. Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.

4. L’ensemble des puissances de la substitution d’application

Soit le nombre entier nonnégatif selon
) R*=1 (p) =R (9) = R**' (9)
le rang variant de la substitution o.

Théoréme 4. Pour la substitution ¢, avec le rang variant v et le domaine contenant
s éléments, la substitution R®(p) est une substitution vide ou une substitution
permutante avec p couples de substitution déterminés. En méme temps les limitations
p<s—v et O0Sv<(s ont lieu.

Démonstration. Selon (15) et la définition de Popération de la réduction on a
(16) D[R*(@)]=A[R" (9)).
Maintenant, deux cas sont possibles:
1° P[R*(p)]=0
ce qui indique que R’(¢) est une substitution vide;
2° P[R ()]0

démontre avec 'équation (16) que R?(¢) représente la substitution permutante.
Puisque R™ () résulte de R™—!(p), en y posant au moins un couple de sub-
stitution indéfini on aura évidemment p<{s—v. En cas particulier il serait p=0,
ce qui implique v<(s. D’autre part si on a ¢ = R(¢p) il sera v=0. On a démontré
ainsi le théoréme ci-dessus.

Etant donné que s soit fini on voit du théoréme 4 que le nombre v existe
et il est unique.

Théoréme 5. L’ensemble
(17) {er|n=1,2, ...}

contient v+ g éléments différents oit v représente le rang variant de la sustitution ¢
et g le nombre des puissances mutuellement différentes de la substitution permu-
tante R (o).
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Démonstration. C’est de la définition de I'opération de la réduction et de la
premiére partie de la relation (15) qu’il suit:

A[R*(9)]CA[R™!(p)], n=1, ..., v, ce qui conduit selon I'équation (13) &
rHli£en, n=1,..., "

Autrement dit, Iensemble (17) pour n=1,2,...,v comprend v éléments
différents.

Considérons maintenant le nombre d’éléments de I’ensemle (17) dans le
cas ou m=v+1, v+2,...

C’est a partir de la relation (12) et (15) qu’on obtient

P[RRV, f=1,2, ...,

c’est-d-dire le nombre des substitutions différentes dans I’ensemble (17) pour
n=v+f, f=1, 2, ... est égal au nombre d’éléments différents de I’ensemble

(R@Y]f=1,2,...}.

Etant donné que R?(p) soit la substitution permutante (qui décrit une
permutation) il est connu que le nombre g de ces puissances difrérentes est fini.
Or, I'ensemble (17) a v+g éléments différents, ce qu’il fallait démontrer.
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