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1. Introduction
Soit

(1) Sk={1,2,..., k}

un ensemble fini et A Ie symbole Msignant un element indetermine.

L'application uniforme d'ensemble (1) en lui-meme, qui est partielle en cas
general, peut etre dLcrite par la substution

ep= (1 2... k )= {(i, at) I i = A, 1, . . . , k; at E S~; a).= A}
°.°2...0.,

oil S~=Sk U {A}.

Chaque (i, at) designe un couple de substitution. Parmi les couples de
substitution pris comme vecteurs, c'est la relation d'egalite ou celIe d'inegalite
qui peu etre valable.

(i, at) est un couple de substitution determine dans Ie cas oil at =FA, et
par contre il est un couple de substitution ind "termine.

L'ensemble D(ep) de tous les symboles i, de I'equation (2), pour lesquels
(i, at) est Ie couple de substitution determine represente Ie domaine de la sub-
stitution ep. Indiquons par P (ep) Ie nombre d' elements du domaine D (ep).

L'ensemble A (ep) de tous les elements de I'ensemble {at I i= 1, ..., k;
at =FA} pris sans rep0tition est I'antidomaine de la substitution ep.

Parmi Ie" substitutions epl et epz, prises comme ensembles des couples de
substitution, la relation d'inc1usion ou celIe d'egalite peut etre val able ou non.

Nommons <II la substitution permutante si elle a la propriete

(2)

(3) A(ep)=D(ep).

Si encore, P(ep) est egal au nombre cardinal de I'ensemble (1) ep est la sub-
stitution strictement permutante.

ep est la substitution variante dans Ie cas oil la satisfaction de l'egalite (3)
n'est pas obligatoire.

* Rei;u Ie 5 juillet 1968.

4 Publikacije 49



50 Tihomir Z. Aleksic

Si P (cp)= 0, on dit que cPest une substitution vide.
cP defini par l'equation (2) est une substitution identique, si on prend pour

chaque i que at = i.

2. L'operation de la multiplication des substitutions

L'operation binaire de la multiplication des permutations est bien connue.
On y definie I'operation de la multiplication des substitutions d'une fayon un
peu plus generale qu'avant. Cela permet que chaque facteur peut etre la sub-
stitution permutante ou variante aux nombres arbitraires des couples de substitution.

Soient
.

et

cpt={(di,at;)1 i=A, 1, ...,k!},

cpz={{dJ, aJ) Ij=A, 1, ..., kz},

Qt = (3 w)(ai = d~), wE {A, 1, . . . , kz}

ou on peut prendre que V represente la valeur vraie et F la valeur fausse du
cantificateur existentiel Qt.

Alors, I'operation de la multiplication des substitutions est definie par

cP= CPt. cpz= CPt cpz = {(d), at) I i = A, 1, . . . , k t}

avec at determine d'apres:
2

Qt = V -+ at = aw

Qt = F -+ at = A.

II est facile de constater qu'une telle cperation de la multiplication des,
substitutions est associative et non ccmmutative. De plus, on peut prouver les
relations suivantes:
(4)

(5)

(6)

Dans Ie cas special
egalites.

D (CPtcPz) C D (cp!),

A (cp! cpz) C A (cpz),

P{CPt CPz)~P(CPz)'

ou A (cpt)C D (cpz) les relations (4) et (6) deviennent des

3. Quelques operations unaires

L'operation unaire d'elcvation it la puissance de la substitution cP peut
etre introduite par la definition recursive:

cpt= cP, cpn= cpn-t cP, n = 2, 3, . . .

ou cpo represente la substitution identique.
. .

Theoreme 1. Pour chaque substitution cP les relations suivantes ont lieu:

(7)

(8)
D (cpn) C D (cp)

A (cpn) C A (cp).
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Demonstration. Etant donne que cpn =
cpcpn~1 et,d'apres la relation (4), la

relation (7) est evidemment vraie. De la meme fa90n, ayant cpn= cpn-Icp et la
relation (5) on voit que la relation (8) est valable. Dans Ie cas ou P (cp)= k
on peut voir que la relation (7) devient une egalite.

Soit * Ie symbole d'une operation unaire definie sur la substitution cp comme
iI suit:

cp*= {i, a/) liE A (cp) --+ a/ = OJ; i EEA (cp)--+a/ = A.}

Maintenant, indiquons par R (cp) Ie resultat de l'operation unaire de la
reduction de substitution cp:

R (cp)= cp*cp.

prenons aussi que Rn (cp) est Ie resultat de I'operation unaire de la reduction
du rang n de substitution cp:

RO (cp)
=

cp; RI (cp) = R (cp);

Rn (cp) = R [Rn-I (cp)], n = 1, 2, . . .

Theoreme 2. Pour les substitutions CPI'et cpzsatisfaisant la relation:

(9)

on a

(10) CPI cpz = CPI R (cpz).

Demonstration. Considerant (dt, at) E CPIen v)it d'apres la relation (9) que
at E A (cpz). Alors, s'il y a (aj, at') E cpzil sera aussi (at, at') E R(cpz). Par con-
sequant pour Ie couple de substitution (dt, at') on a simultanement (dt, at') E CPIcpz
et (dt, at') EcpIR(cpz). Si l'on a (at,a/)EEcpz, on aura aussi (at,a/)EER(cpz).
C'est-a-dire (dt, A) E CPIcpz et (dvA) E CPIR(cpz). Par consequant, dans les deux.
cas possibles les substitutions CPIcpz et CPIR(cpz) ont les memes couples de sub-
stitution. Ce procede peut etre applique pour chaque index i ce qui demontre
la validite de I'equation (10) et ceci prouve Ie theoreme.

Puisque A (cp) = A (cp) comme la consequence du theoreme 2, on a

(11)

Theoreme 3. Pour chaque substitution cp ['equation suivante est valable

(12)

(13)

cpn= cpn-I RZ (cp), O~z~n-l.

Demonstration. Par la methode d'induction on peut d'abord montrer

cpn= cpn-I Rn-I (cp).

En effet, pour n = 1 I'equation (13) est vraie eu egard a cpl = cpoRO (cp) =
cpocp= cpoSupposons que l'equation (13) est valable pour n = m. Alors, a partir de
cpm+!= cpcpm-I Rm-I (cp)= cpmRm-I (cp) on obtient

(14) cpm+1=cpcpm-I Rm-I (cp)= cpmRm-1 (cp).

Posant n = m dans I'equation (13) et mbstituant la valeur correspondante dans
I'equation (14) on obtient

cpm+1
=

cpm-I Rm-I (cp) Rm-I (cp)

4.
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et puis selon l'equation (11) et la validite de l'equation (13) pour n = m on a

cpm+1
=

cpm-I Rm-I (cp) Rm (cp) = cpm Rm (cp)

ee que demontre l'equation (13).
A present, pour prouver l'equation (12) on peut eerire

cpn-I RZ (cp)
=

cpn-I-z CPZRZ (cp)

d'ou on a selon l'equation (13)

cpn-I-Z cpZ+1
= cpn.

De meme les limitations z;;:::Oet n-l-z;;:::O sont evidentes, e'est-a-dire
O~z~n-1. Ceci acheve la demonstration du theoreme 3.

4. L'ensemble des puissances de la substitution d'application

(15)

Soit Ie nombre entier nonnegatif selon

RV-I (1)) -;i:Rv (cp) = Rv+1 (cp)

Ie rang variant de la substitution cpo

Theoreme 4. Pour la substitution cp, avec Ie rang variant v et Ie domaine contenant
s elements, la substitution RV (cp) est une substitution vide ou une substitution
permutante avec p couples de substitution ditermines. En meme temps les limitations
p~s-v et O~v~s ont lieu.

Demonstration. Selon (15) et la definition de I'operation de la reduction on a

(16) D [R" (cp)] = A [R" (cp) ].

Maintenant, deux cas sont possibles:

1° P[R"(cp)] = 0

ce qui indique que R" (<p)est une substitution vide;

2° P[R"(<p)hi:O

demontre avec l'equation (16) que RV(<p)represente la substitution permutante.
Puisque Rm (<p)resulte de Rm-I (<p), en y posant au moins un couple de sub-
stitution indefini on aura evidemment p~s-v. En cas particulier il serait p = 0,
ee qui implique v~s. D'autre part si on a <p=R(<p) il sera v= O. On a demontre
ainsi Ie theoreme ci-dessus.

Etant donne que s soit fini on voit du theoreme 4 que Ie nombre v existe
et il est unique.

Theoreme 5. L' ensemble

(17) {<pnln= 1,2, ...}

contient v + g elements differents OUv represente Ie rang variant de la sustitution cp
et g Ie nombre des puissances mutue/lement differentes de la substitution permu-
tante RV (cp).
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Demonstration. C'est de la definition de l'operation de la reduction et de la
premiere partie de la relation (15) qu'il suit:

A [Rn (cp)]C A [Rn-l (cp)], n = I, . . . , v, ce qui conduit selon 1'equation (13) a

cpn+l:f=cpn,n= 1, ..., v.

Autrement dit, I'ensemble (17) pour n = 1, 2, . . . , v comprend v elements
differents.

Considerons maintenant Ie nombre d'elements de l'ensemle (17) dans Ie
cas ou m = v + 1, v + 2, . . .

C'est a partir de la relation (12) et (15) qu'on obtient

cpv+f=cpV[RV(cp)]f,1= 1,2, ...,

c'est-a-dire Ie nombre des substitutions differentes dans I'ensemble (17) pour
n=v+ I, 1= 1,2, ... est egal au nombre d'elements differents de l'ensemble

{[RV(cp)]fj1= 1,2, ...}.

Etant donne que RV(cp) soit la substitution permutante (qui decrit une
permutation) il est connu que Ie nombre g de ces puissances difierentes est fini.
Or, l'ensemble (17) a v + g elements differents, ce qu'il falIait demontrer.
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