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237. NICHTLINEARE ZYKLISCHE
FUNKTIONALGLEICHUNGSSYSTEME*

Octavian Em. Gheorghiu

D. S. MitriNovi¢ und S. B. PrRESIC [1] haben in ihrer Arbeit von 1962
die allgemeine Losung, ausgedriickt durch beliebige Funktionen, folgender quad-
ratischen Funktionalgleichung ausgefiihrt:

1 FGers %) (x5, %) +1 (%15 X3) (%45 X))+ (%1, X)) (%5, x3)=0.
Die Losung ist folgende:

2 S (x, y)=A(x) B(y)—A(y) B(x);

x,y€S; A(x), B(x) — beliebige Funktionen.

Verallgemeinerungen dieser Funktionalgleichung (1) wurden von L. CARLITZ
(2], P. VasiC [3] usw. studiert.

1. In diesem Paragraphen nehmen wir folgendes nichtlineares zyklisches Funk-
tionalgleichungssystem an, das drei unbekannte Funktionen mit zwei Verdnder-
lichen enthilt:

Jio-fuths-fotfiafrs=Sf-fu4=0
SF,-Fy,+ Fy, - f,3720+ Fiy - £,,342% 4 F14'f233+2“+ F,, - fi3*20
+ Fpy - f133720 + Fyy .f“3+2a+(3 +2a)fi2-fis-fia foa-Saz L3
(3) x[f122 it +r2 Jis s Sao + 13?2 f2?1* =0,
SGyy - Gy +S Gy, [Fay+ 137291320 + (3 + 2 b) - [Fip + 1123429]
X [Fis+ 133729 - - - [Fys + f233 20 [(F14 + £143729)2 (Fy3 + f53429)2
—(Fyp+£2329) (Fis 5929 (B + 157729 (Fip + fi?29)P =0,

wobei a€{0,1,2}; b<{0, 1,2} und x;€S. Die unbekannten Funktionen
f, F, G:82 > (K; +; -) erfiillen keine Regularititsbedingung auf der Menge S2,

* Vorgelegt am 10. Mai 1968 von P. M. Vasic.
39



40 Octavian Em. Gheorghiu

aber der Wertevorrat ist ein Schiefkorper mit den Operationen -- und-. Im Sys-
tem (3) wurden folgende Bezeichnungen verwendet
Ju=f (x5 x5)s Fy=F(xy, Xp); Gyy=G (x4, x5) (i,j=1,2,3,4).

Die erste Funktionalgleichung von (3) ist eigentlich die Gleichung (1),
mit der allgemeinen Losung die in (2) angefiihrt wurde. Die Funktion f(x y),
erfiillt die Bedingung
C)) flu, wy=0; f(x, y)+f(», x)=0.

Die Funkticnen F(x, y) und G (x, y) erfiillen auch dieselben Bedingungen,
was aus der zweiten bzw. dritten Gleichung des Systems (3) hervorgeht indem
man Xx;=x,=Xx;=x,=u7#0 oder nur x,=x; arnimmt.

In der zweiten Gleichung von (3) hat man f;;3*2¢ und deshalb wird die’
Funktionalgleichung (1) zur dritten, fiinften und siebenten Potenz erhoben und
man bekommt:

Fib i 4 i b+ fid fi =3 fise Fua-Fu S+ Fov
St ot it fad+ e fod = Jia fis+ Fiae Foae Fia o
) XUt St S St i S
- S 17 fat + i fos = Sia iy Fua s Sia s
x U S +fiste fu + i o

Wendet man die Formeln (5) auf die zweite Funktionalgleichung von (3)
an, so erhdlt man folgende Gleichung: o

(6 (Fip+ f12372%) (Fia + [32729) + (Fi3 + 133729 (Fip + f2,3729)
+ (Fia+ [18729) (Fp3 + [533129) = 0.

Verfahrt man Zbknlich mit der Funkticnalgleichung (6) wie mit der vor-
hergehenden letzten Gleichung aus (3), o eihilt men folgende entgiiltige
Gleichung:

(G2 + (12 + /12329320 [Gyy + (Fiy + f353129) 3420]
O] +[Gy3+ (Fi3+ f155729)320 [Gy, + (Fip + f353129) 3420]
F[Gra+ (Fra + 137293420 (G + (Fp3 + f233429) 328 = 0.

Wir haben folgenden Satz: Die Funktionalgleichungssysteme (3) mit drei
unbekannten Funktionen f, F, G: S2—(K; +; -), mit a €{0, 1, 2) und b € {0,
1, 2} sind dquivalent mit dem aus (1), (6), (7) gebildeten System; die allgemeine
Losung, bestehend aus den beliebigen Funktionen A4 (x), B(x) D(x), E(x), M (x),
N (x) ist folgende:

A(x) B((x)
8 x, = s
) f(x, ) A0) Boy
D(x) E®) A(x) B(x) |3+2a
9 F(x, y)= — , a<{0,1,2
©) (x,9) Dy E® [A(y) B(y) { )
Mx) N {D(x) E(x)|3+2b
10 G(x, y)= — be{o, 1, 2},
(10) (. 9) M@y NO») D) E®) { )
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2. Die von L CARLITZ [2] angenommen Funktionalgleichung

(11) F 9, 2) f(u, v, W)+ (3, x, ) f(z, v, W)
+f(x 3, V) f @z u, W)+ f(p, x, w) f(z, u, V)=0
hat im Korper der komplexenzahlen Q folgende allgemeine Lsung:
A{x) B(x) C(x)
(12) [y, 2)=140) Bk CO) |
A(z) B(n) C(@)

wobei A4 (x). B(x), C(x):Q— Q, beliebige komplexe Funktionen sind.
In diesem Paragraphen nehmen wir folgendes System von Funktionalg-
leichungen mit zwei unbekannten Funktionen

S 3, 2); F(x,9,2):2x0x0—Q an:
Sf(x, y, D fw, v, wy=f(x, 5, 2) [ v, W+ [, x, u) f(z, v, w)
+1 (6 3, ) f (2 u, W+ (3, x, w) f(z, u,v)=0,
(13) SF(x,y, 2) F(u, v, w)+SI[F(x, y, z) f3(u, v, w)+ F(u, v, w) f3(x, , 2)]

+35(6 2, 2 (s x, w) f(u. v, W) (2, v, W)

<[ f(x 3, ) f (2 u, W)+ f(, x, W) [z, 4, ) ]

+3/06 3, ) f(, x, W) f (2, u, W) f (2, u, v)

x [ 3, 2) [, v, W)+ [ (3, %, u) f(z, v, w)]=0.

Die erste Gleichung von (13) ist (11) und hat als allgemeine Lésung (12).
Die zweite Gleichung aus (13) wird auf die Form:

(14) SIF (X, y, 2)+ /(% ¥, 2) 1IF (1, v, )+ 3, v, w)] =0
gebracht, indem man folgende Identitdt in Betrachtzieht:
B+ 3+d3=3ab(c+d)+3cd(a+b), wenn a+b+c+d=0.

Es ergibt sich der Satz: Das Funktionalgleichungssystem (13) mit zwei
unbekannten Funktionen f, F:Q x Q x Q — @ ist dquivalent mit demr aus (11),
(14) gebildeten System und hat im Korper der komplexen Zahlen folgende
allgemeine LOsung:

A(x) Bx) C(x)

s . fy2= 40 BO») CcO |,

A(x) B() C() |

D(x) E(x) Hx)| |A(Xx) Bx C® |3

(16) F(x,5,2)=|D() E(®) Hpy |—|A®) B(» CO)|»
, ¢ D(z) E(x) H(2) A(z) Bz C(2)
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bestechend aus sechs beliebigen komplexen Funktionen von einer komplexen
Verinderlichen.

3. D. Z. Pokovi¢, S.B. PreSi¢, R. Z. DorpEVIC und P. M. Vasi¢ [4], [5],
[6, S. 38], [7] haben die allgemeine stetige Losung folgender zyklischen Funkti-
onalgleichung untersucht

n
z CHUF (x4 X+ » -+ +Xms Xmer + Xmag+ * * + + Xppan) =0 (m+n=>2)

m+
i=1

wobei mit “C” die zyklischen Vertauschungen bezeichnet wurde.
Wir nehmen hier nur folgende besondere zyklische Funktionalgleichung an:
17 Fy(xg5 X34 x3) + Fy (X3, X34+ %) = F; (x5, X+ Xp).
Ihre allgemeine stetige Losung ist folgende:
Fi(x, 9)=Q2x=y) f(x+y)+8& (x+),
(18) Fx p=Q2x—pnf(x+p)+8& (x+y),

Fy(x, )=(0—2x) f(x+y)+ g (x+y)+ g (x+y),

wobei f, g,, g,: R— R reelle stetige beliebige Funktionen sind.
In diesem Paragraphen l6sen wir folgendes Funktionalgleichugssystem:

Fion(xps Xp+X3) +0F) p (X1, X+ X3) Fy 1 (X2, X3+ X))

n
+ ( 2) Fipy (X15 X34+ X3) F 5 (X5, X3+ %)

(19) +(:)F,m_3(x1,x2+x3)F2,3(x2,x3+xl)+-- :

n
+(p)F1.‘n—p(xls X+ X)) By p (X5, X3+ %)+ - - -

+ Fy 5 (%3, X34+ X)) = Fy 5 (X5, X, +X,), fir n=1, 2, 3,4, 5.

Es enthilt 15 unbekannte stetige Funktionen F,,, F,,, F;,:Rx R— R,
Die erste Gleichung des Systems enthélt die unbekannten Funktionen F,,(x, y);
F,,(x, y); F5,(x, y) die durch (18) ausgedriickt sind, weil diese Gleichung
mit der Gleichung (17) zusammenfillt. Zieht man die erste Gleichung des
Systems im Betracht, dann erhilt die zweite Gleichung die Form:

(20) [Fy5 (x15 X+ X3)—Fy 2 (X1, X5+ X3)] 4+ [Fa 0 (X5, X3+ X)—
—F, 2 (x5, X3+ x)]=[Fs 5 (x5, X1+ %) — F3 12 (x5, X, +%,)).

Sie ist von der Form (17) und ihre allgemeine Losug ist (18). Zieht
man nun die zwei vorgehenden Gleichungen in Betracht, so bekommt die dritte
Gleichung des Systems folgende neue Form:

(21) [F3—3F, Fi,+2F Pl+[F;—3F, F,+2 F,%
=[F,3—3 F;,- F;, +2 F, )’}
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Sie hat die Form (17) und daher ist ihre allgemeine L&sung durch (18)
ausgedriickt. Verwendet man die oben erwidhnten Gleichungen, so kann die
vierte Gleichng des Systems unter folgende Form gebracht werden:

(22) [F1,4‘—4 F1,3‘ Fl,l +12 Fl,z " Fl,12—3 F1,22*6 F1,14]
+[F,4,—4F, ;- F,,+12F,,-F, 2—3F, ,2—6F, |4
=[F3,4'“4 Fs,.x . F3,1 +12 Fs,z * F3,12_3 F3,22_6 F3,14]-

Man stellt fest, dass sie die Form (17) hat und ihre allgemeine stetige
Losung durch (18) ausgedriickt ist. Ahnlich wird auch die letzte Gleichung
des Systems (19) auf die Form (17) gebracht:

2
(23) D [Fis—5F 4 Fi1+20F 5 F; 2—60F - F; 3+30F; 2 Fy

i=1

—10F; - F; ,+24 F, S|=F,s—5F, ,-F; | +20F, - F, ;2
‘—60 F3’2 ¢ F3,13+ 30 F3,22' F3’1‘“' 10 F3'3 M F3’2+ 24 FJ‘IS-

Ihre allgemeine stetige Losung ist auch durch (18) ausgedriiskt.

Als Schlussfolgerung haben wir den Satz: Das Funktionalgleichungssystem
(19) von 5 Gleichungen ung 15 unbekannten Funktionen F;, (x, y):Rx R— R,
wobei i=1,2,3 und n=1, 2, 3, 4, 5 ist d4quivalent mit dem System gebildet
aus den Gleichungen (17) (2)), (21), (22), (23) und ihre allgemeine reelle und
stetige Losung hingt von 15 beliebigen rcellen und stetigen Funktionen von
einer reellen Verdnderlichen ab:

Fii(x p)=Qx—pf(x+y)+g(x+y)  (=1,2),

(24)
Fii(, )=0—2x)f(x+»)+&x+y)+8& (x+y)

(25) F‘[,Z (x’ y)=(2x_y)l(x+y)+hi(x+y)+Fi,12(x’ y) (i=1’ 2)’
Fy, (%, ) =(y—=2x) 1 (x+ )+ h (x + ) + by (x +y) + F3 i (x, )

(26) Fis(x, N=Qx—y)ym(x+y)+k(x+y)+3 Fi,  Fi—2 Fi,13 @(i=1,2),
F3,3(x,y)=(y—2x)m(x+y)+k1(x+y)+k2(x+y)+3F3,2-F3,1——2F3,13;
Fi,x, »)=Qx—y»)px+y)+u(x+y)+4 F; F;,

@7 —12F,-F 2+ +3F > +6 F ¢ (i=1,2),
Foyx, )=0—2x)p(x+y)+u (x+y)+u,(x+y)+4 F, ;- F,

—12F,,-F,;>+3F,,2+6F, %
Fis(x)=2x—y)q(x+y)+v;(x+p)+5F,, F;,—20F, ,- F; ;2
(28) + 60 Fi,Z. Ft,13_30 Fi,zz' F‘i,l + 10.1’},3' Fi,2_24 Fi,ls (i= 1, 2),

Fys(x, )=0—2x)qx+y)+v(x+ )+, (x+y)+5F; 4 F;,
—20F,,-F, 2+60F,,-F, >—30F, 2. F,,+10F, ,- F,,—24F, .
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4. Wir nehmen folgendes zyklisches nichtlineares Funktionalgleichungssystem an:
Fia+F =F,+F.;
Fi,+2mlF  + F,]2™2- F| - F, ,—m (2 m—-3)[F, + F, ;]2™*

2m—a4) 2m—5
x F, 2-F, 2+ mQ2m 3)( m—5) [Fi + F,,]2™6-F, 3 F, 3+ F,,

=F,,+2m[F,,+F,,}2™ 2 F; ;- F, y—m (2m—3) [F; , + F, ;]2

mQ@2m—4) 2m—5)
3

(29) xFy2-F, 2+ [Fi,1+ Fy 12m6- F, 3 F, 3+ Fy 5

Fi 3+ (G +2a)[Fi,— F,2™[F,,— F,, 2™ [F1p + Fop— F1 2" —F,, 2™)

X ALFy 2= Fy 22 +[Fy = FL 2™ (B — Fp 2™+ [Foy— £, 22 + By
=F,3+ G +2a)[Fy,—F, 2" [Fy ,— F,,27"]

x [F3,2 + F4,2_F3,12m_'F4,l2m] : {[Fs,z—F3,12m]2

+[Fy,—Fy 2™ [Fyp—Fy 2™+ [Fap— Fy 2™P) + Fu 3

wobei m=1, 2,3 und a=0, 1, 2 reelle und ganzzahlige Parameter sind. Wir
setzen voraus, dass die unbekannten Funktionen F;;(x, »): RxXxR— R mit
i=1,2,3,4 und j=1, 2, 3 nur stetig sind, und die Argumente in (29) zyklisch
aufcinanderfolgen:

X, +x,—2x x X, +x,—2x, X
F,.—F (_g_# x); F .—F (2_3# x)-
30) v " 1-2x, x, » g 2 1-2x,x, ‘)
X, +X,—2 X, X X, +X,—2X X
P b (M ™) B P (I =)
374 1-v4 E
(j=1,2,3).

Damit man die allgemeine reelle und stetig Losung des Systems (29)
bestimmen kann, bringt man durch algeraische Operationen die zweite Gleic-
hung auf folgende Form:

(31) Fio—F 2"+ Fp—F, 2 =F; ,—F; 2™+ F, ,— F, 2™ (m=1,2,3).

welche offenbar auf die erste Gleichung des Systems (29) gebracht werden
kann. Wenn wir von der Form (31) ausgehen, deren Funktionen in der dritten
Gleichung von (29) vortkommen, und zieht folgende algebraische Identitit in
Betracht

(u+v)3*r2e =y3+20 L y3+26 4 (34 2 a) uv (u+v) [12 + uv + v2J@ (a=0,1, 2),
dann erhilt die dritte Gleichung von (29) die kanonische Form:
(32) F1,3_‘(F1,2_F1,12m)3+2a+ Fz,s_(Fz,z—Fz,lzm)3+2a
=Fy3—(F,— F3, 27320 + Fy y—(Fy ,— F,,,2™)3120
(m=1,2,3; a=0, 1,2).
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Wir haben nun das System (29) auf folgendes &#quivalentes System

reduziert:
Fii+Fa=F+41;

(33) Fi,—F 2"+ F,,— 5, 2" =F ,—F, 2™+ F, ,—F, 2™
Fl,3_(F1,2_F1,12m)3+M+ F2’3—(F2,2——F2,12"‘)3+2“
=F, ,—(F, ,— F,2™)320 + Fy y—(Fy ,— F i2™)3+2%
(m=1,2,3 a=0,1,2).
Um die erste Gleichung zu losen, fiihren wir neue Verdnderliche [8] ein:

34 = = tguj s e(_ia —1) _—Ti, l); =1 2 4
( ) x] f(uj) l+tguj u]' 2 4 U( 4 5 J 5 &y 3, ’

ebenso die neuen Funktionen:
Fio[f(u+uy), fu]l=Gy,y (U +u,, uy),
(35) Fy [f(uy+usy), f(udl=G,, (U +uy, uy),
F; [f(uy+ ), f(u)l=G,, (u;+uy, uy),

Fy [f(u+u), f(u)]l= Gy (ug+uy, ),
und erhalten

(36) Gy, (u+uy, u) -G,y (Uy+uy, ) =Gy g (Uy+ 1y, u) + Gy (U + 1y, wy).

Diese Funktionalgleichung wurde von D. Z. Poxovi¢ in seiner Dokto-
rarbeit [6, S. 42] untersucht, deren aligemeine, reelle, stetige LOsung nur von
beliebige Konstanten abhingt:

G (u,V=au+(a—a)v2r—2a,uw+butcv+p,
37 G, (u,v)=a,12+(a,+a)v2+2a,u+du+tev+gq,
Gy (u,v)=a, 2+ (a,—a)v—2a,w+(c+d)u+(b+c+d—e)v+r,
G, (u,V)=a,2+(a,+a)) v+ 2a u+(e—d—c)u+(b+d)yv+p+q—r.
Durch Umkehrung der Substitution (34) und zurlickkommend auf die

Funktionen F, ,(x, y); F,,(x,»); F;5,(x,»); Fy,(x,y) erhidlt man folgende
stetige Losung fiir die Funktionen der ersten Gleichung (29) oder (33):

Fi(x, y)=a, (arc tg L)Z +(a;—a,) (arc 1g L)Z
x—1 y—I1

—2a,arctg a -arctg 4 +b-arctg—*x—
x—1 1 x—1

+c¢-arc tg—y—+p,
(38) y=1

Fi(x, y=a, (arc tg —XT)Z +(a, +a,) (arc tg Ll)z
x— y—

X

+2a,-arctg -arctg-Lled-arctg ¢xl

x—1 y— x—

+e-arctg A q,
y—1
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Furs 9)=ay aretg ) + (0 (arcte 2
x—1 y—1

-arctg 4
1 y—

—2a, arctg X
X

+(c+d)-arctg—x-
1 x—1

+(b+c+d—e)-arctg Ll+r,

(38) -

F (x, y)=a, (arc tg L)2 +(a, +a,) (arc tg -—y—)2
x—1 y—1

+2a, arctg u -arctg 4
x—1 y—

+(e—d—c) arctg =X
1 x—1

+(b+d)arctg Ll+p+q—r,
y—

wobei a,, a,, b, ¢, d, e, p, q, r beliebige reelle Konstanten sind und
X, yE(—o, YU, + o).

Die zweite Gleichung aus (33) oder die Gleichung (31) ergibt mit Hilfe
der Substitutionen

. m _ i — m — —
}11,2_1"‘1,2'—"1?1,12 s HZ,Z_FZ,Z—FZ,lzm’ H3,2_F3,2 Fs,lz H H4,2_F4,2 F4,12m’

eine Funktionalgleichung in H, welche (38) als Losung hat. So erhidlt man
fiir die Funktionen der zweiten Gleichung aus (29) oder aus (33) folgende
Ausdriicke:

Fia(x, y)=a, (arc tg -—%)2 +(a;—ay) (arc tg—— " )2
X— y—

—2a,arctg x -arctg 24 + b, arctg a
x—1 y—1 x—
+ ¢, arctg A +p+ [al (arc tg L)2
y—1 x—1
+(a;—a,) (arctg~L)2—2a2-arctg T _.arctg—2—
y—1 - x—1 y—1

P

(39) +b-arctg +c-arctg Ll-i—p]zm,
y._.

x—1
F,,(x,y)=a, (arc tg _x_l)z +(a;, +a,) (arc tg y 1 )2
x— y—

X X

+2ay-arctg . -arctg——yT—!—dl-arctg
y.—

xX— x—1

+ e, arctg Ly +q,+ [a2 (arc tg x )2
y._.

x._
+(a;+ay) (arc tg —Le)z +2aq, arctg = . arctg -2
s oy—1 x—1 y—1

X

+d-arctg +e-arctg—y—l+q]2m,
y-—.

x—1
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2 2
F,,(x,y)=a, (arc tg x—iT) +(a;—a,) (arc tg ﬁ)

—2a,arctg x

-arctg—2—+ (c;+d;)arctg—=
1 y—1 1

X— X~

+(b,+c¢,+d —e)arctg —~}i‘1—+r1 +[a1 (arctg xl)z
y— x—
+(a,—a,) (arc tg L)2—2az arc tg—x— -arctg NEA
y—I1 x—1 y—1
+(c+d) arctg—’cT+(b+c+d~—e)-arctg%+r]m,
X— y—

(39
F,,(x,y)=a, (arc tg Ly +(ay;+a,) (alc tg L)Z
’ x—1 y—I1

+2a, arctg—x— - arc tg~y— +(e;—d,—c)) arc tg d
x—1 y—I1 x—

+ (b, +d,) arc tgy—y1~+p1 +q,—r, +[a2 (arc tg d )2

x—1

+(a, +ay) (arc tg——y—)2+ 2a, arctg X .arc tg z
y—1 x—1 y—1
+(e—d—o¢) arctg—x—1~+(b+d) arctg—y—1+p+q—r]zm,
xX— y—
wobei a,, a,, by, ¢, d;, e;, p1, q,, r, neben denen aus (38) beliebige reelle
Konstanten sind; m=1,2, 3 und x, y € (—oo, 1YU(1, + o).

Die dritte Gleichung aus (33), welche eigentlich die Gleichung (32) ist,
wird dhnlich gelost, und die unbekannten Funktionan haben folgenden Ausdruck:

F,;(x,y)=as (arc tg —x—)z + (as—ag) (arc tg —X—~>2
’ x—1 y—1

X X

—2agqarctg - arc tg—g—-i-b2 arctg
x—1 y—1 x—

x—1

¥y x \2
+ ¢, arc tgyTl +p,+ [a3 (arc tg )

+(a,—a,) (arc tg —Z—-)z-—Z a,arctg X _.arc tg 4
y—1 x—1 y—

+ b, -arc tgL +¢ arctgL +p,]3+2“,
x—1 y—1

(40) Fy5(x, ) =as (arc tg —;—i—l)z + (a5 + ag) (arc tg yf_l )2

+2as arctg——x—.-arctg—y——+d2 arctg X
x—1" y—1 x—1

+- e, arc tgL +4q,+ [a4 (arc tg L)2
y—1 x—1

+(a3+a4)(arctg—y—)2+2a3-arctg * _.arctg—2
y—1 x—1 y—1

+d, arctg - + e, arctg 2 + q1]3+2a s
x—1 . y—1
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F,(x, y=a; (arc tg —5—)2 + (as—ag) ('arc tg L)Z
’ x—1 \ y—1
—2ag- arc tgA—x— -arctg 2 (¢, +d,) arctg u
x—1 y—1

x—

2
+(b2+c2+d2—e2)arctg%+r2+[a3(arctg x )
y—

x—1

X

+(a;—a,) (arc tg —y—f)z——2a4-arc tg -arc tgi1
y—

x—1 y—

+(c1+d,)arctg;iil+(bl+cl+dl_el) arctg il +r1:|3+2a,
(40) : 2 y
F,;(x,y)=as (arctg—x——) +(as+aﬁ)(arctg y ) +2a,arctg x
x—1 y—l x—1

X arc tg—L— + (e,—d,~—c,) arctg S (b, +d,) arc tg A
y—1 x—1 y—1

+Ppy+qy—ry + [a4 (arc tg %)2 +(a;+a,) (arc tg __y_.l._)z
X— y—

Y X

+2a,arctg X _.arctg
x—1 y—

+(e,--d,—c,)) arc tg
1 —

3
+ (b, +d,) arctg *XT + P +‘11_"1] e
y—

wobei die Parameter =0, 1, 2 und as, a4, b,, ¢,, d5, 5, p,, ¢q,, r, neben
denen aus (39) beliebige reelle Konstanten sind und x, y € R\ {1}.

Somit gelangen wur zu folgendem Satz: Die Funktionalgleichungssysteme
(29) von drei Gleichungen und 12 unbekannten Funktionen F;;(x, y):(R
N{1})2—R mit i=1, 2,3, 4 j=1,2,3 und m=1, 2, 3; a=0, 1, 2 ist
dquivalent mit dem System (33); ihre allgemeinen reellen und stetigen Lsungen
hdngen nur von reellen belicbigen Konstanten ab und sind durch (38), (39),
(40) ausgedriickt.
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