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233. KARAKTERISTICNE POVR~INE U NEPOREMECENOM
HELIOCENTRICNOM KRETANJU*

Dobrivoje Mihailovic

U ovome clanku autor daje analizu prirode povrsina drugog reda
karakteristicnih za oblik putanja u neporemeeenom heliocentricnom
kretanju nebeskih tela. Koristeci se klasicnim analitickim postup-
kom za proucavanje mih povriina, autor je, polazeci od diferencijalnih
jednacina neporemelenog heliocentricnog kretanja i njihovih poznatih
integrala, izveo analiticki izraz onih povrsina, na kojima leze putanje
neporemecene rnase, proucio prirodu ovih povrsina i dao jednu novu
hterpretlcijll inteJracionih konstanata koje 1iJurisu u resenjima ovoga
problema.

1. Vektorska diferencijalna jednacina neporemecenog heliocentricnog kretanja
ima oblik

(1)
d2r !J.
--!--r=O,
dt2 r3

gde je r - vektor relativncg polozaja uccene mase prema Suncu, r= Irl, a
{L= f(M -!-m), pri cemu je f - gravitaciona konstanta, M - masa Sunca, a
m - masa planete.

Diferencijalna jednacina (1) irna sledeca dva vektorska i jedan skalarni
integral [1]:

a) integral sektorske brzine
(2) r x tJ= G:,

pri cemu G:oznacava vektorsku integracionu konstantu - vektor upravan na ravni
putanje;

b) LAPLACE-HAMILTONOV

(3)

integral

~=tJxG:-{L~,
r

pri cemu ~ predstavlja konstantni vektor koji lezi u ravni putanje, upravan je
na vektoru G:i usmeren prema perihelu putanje. Kratkoce radi ovaj vektor cerna
zvati perihelnirn vektorom;

c) KEPLEROVintegral
(4) n(t-T) =u-e sinu,

* Primljeno 19. juna 1968.
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22 Dobflvoje Mihailovic

gde n oznacava srednje kretanje planete, T - vreme prolaza planete kroz perihel,
u - ekseentricnu anomaliju i e - ekseentrieitet putanje.

2. Ako umesto klasicnih elipticnih elemenata koristimo MILANKOVICEVUgrupu
vektorskih elemenata (£, ~, "t", [11, tada postoji uslovna relaeija (£~ = 0 koja
izrazava upravnost vektora (£ na ravni planetske putanje.

Mnozenjem LAPLACE-HAMILTONOVOGintegrala (3) skalarno vektorom I,
do bijamo

C'T\
(rr)

I = I . (D X (£)- [L- .
r

Kako je
I' (D x (£) =(£. (I X D) = (£ (£= C2,

to prethodna jednacina dobija oblik

(5)

Ako se uzme u obzir da I oznacava vektor relativnog polozaja planete prema
Suneu, tada ova jednacina u ravni planetske putanje

(6)

predstavlja krivu drugog reda. Zaista, ako se oznaci

<9:(~, I) = cp,

tada jednacina (5) daje

odakle je
C2

(7) r=
{.I.

D1+ - eos cp
{.I.

hiperbolu ili parabolu prema tome, da Ii je respektivnokoja predstavlja elipsu,

Posmatrajmo sada LAPLACE-HAMILTONOVintegral (5) u trodimenzijalnom
euklidskom prostoru. Ako se sa nl, n2, n3 oznace jedinicni vektori osa fiksiranog
DEKARTOVOGpravouglog koordinatnog sistema sa pocetkom u Suneu, tad a je

Analogno je

Jednacina (5)

(£=CI fil + C2n2 +C3 n3;

~ = DI nl + D2 n2 + D3n3;

tad a postaje

DI x+D2y+D3z= C2_[L Vx2+ y2+Z2,

C2 = Cl2 + Cl + Cl;

D2=DI2+D22+Dl.

odakle je



([J.z-D/) -DIDz -DID3

JJ= -DIDz (!J.z-D/) -DzD3 = fL4(fLZ- DZ),

-DID3 -DzD3 ([J.z-D/)

([J.z-D,Z) -DIDz -DID3 -czD, \
( II) Jz=

-DIDz ([J.z-D/) -Dz D3
-C'D'I c' 0

-DID3 -Dz D3 (!J.z-D/) -Cz D3 = - fL ,

-C2DI -Cz Dz -C2 D3 -C4
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Posle sredivanja ova jednacina dobija oblik

(fLZ-DJZ) xZ -i-(fLZ-D/) yZ + (fLZ-D/) zZ-2 DJ Dz xy-2DJ D3 xz-2DzD3yz

(8)
-2 CZDJ x-2 CZDz y-2 CZD3z-C4 = O.

Jednacina (8), odnosno jednacina (5) predstavlja u trodimenzijalnom prostoru
jednacinu povrsine drugog reda, cija opsta jednacina ima oblik:

(9)
+ 2 aJ4x + 2 aZ4Y + 2 a34z + a44= O.

Uporedivanjem koeficijenata uz odgovarajuce clanove u jednacinama (8) i (9)
nalazimo:

(10)

Poznato je da su invarijante povrsine (9) date sledeCim izrazima:

all a,z au al4

az, azz aZ3 aZ4
Jz =

a31 a3z a33 a34

Za povrsinu (8) ove invarijante, prema (10), imaju sledece vrednosti:

J3 = (fLZ-DJZ) + (fLZ-DzZ) + (fLZ--D/) = 3 fLz-Dz,

J4 = (fLZ- Da (fLZ- D/) + (fLZ- DJZ) (fLZ- D3Z) + (fLZ- D/) (fLZ- Dl)

-DJz Dzz-D/D/-Dzz D/= fLz(3fLz-2 DZ).



IC:D, -D,D2 -D,D)

~1= IC D2 ([L2-D22) -D2 D) =cz(1.4D1,

IC2D) -D2D) ([L2-D/)

([L2-D,2) C2D[ -DID)

~z= -D,D2 C2D2 -D2 D)
= CZ (1.4Dz,

-D,D) C2D) ([L2-D/)

([L2-D[2) -D[D2 C2D,

~3= -DID2 ([L2-D22) C2D2 =cz(1.4D3"

-D,D) -D2 D) C2D)
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Na osnovu relacija (II) jednaCina (8) predstavlja povrsinu sa centrom
pod uslovom da je

(12) tj. (1.=I=D,

a povrsinu bez centra ako je

(13) tj. (1.=D.

Analiziracemo posebno ova dva slucaja.

3. JednaCina (8) ce prema (12) predstavljati jednacinu povrsine sa centrom
pod uslovom da je

Koordinate centra ove povrsine odredene su sledecim sistemom linearnih jed-
nacina

«(1.Z-DIZ) x-D1 Dz y-D1 D3 Z = CZ D1,

. -D1 Dzx+«(1.z-DzZ)y-Dz D3z=czDz,

-D1 D3x-Dz D3y+ «(1.z-D/)z= Cz D3'

Iz ovoga sistema se za koordinate centra povrsine dobijaju sledece vrednosti:

(14)

(15)

pri cemu je

~,
X ---0-

JI'

(16)

Zamenom ~i(i=I, 2,3) iz (16) i J1 iz (II) u relacije (15) dobijaju se
za koordinate centra povrsine (8) sledece vrednosti:

(17)
C2

xo=-D1,
fJ.2-D2

C2
Y =-Do 2

D 2 Z,
fJ.-

Ako se sa ffio= {xo, Yo, zo} oznaci vektor polozaja centra povrsine prema
odabranom polu, tad a se moze sistem od tri skalarne jednacine (17) zameniti
vektorskom relacijom:

(18)
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Koristeci relacije izmedu vektorskih elemenata i elipticnih elemenata a i e [1]
fL2_D2

-~ e=
D

C2 - a ' fL
nalazimo da je

ae
--fL2_D2

-
D

m 1).
pa relacija (18) postaje ,!to = ae - -, tJ.

D

(19) ffio = ae. ort 1).

To znaci da je vektor polozaja centra povrsine (8) kolinearan sa perihelnim
vektorom 1), pri cemu je Iffio I= ae.

Analizirajmo sada prirodu korena sekularne jednaCine i odredimo vrednosti
ovih korena. Sekularna jednacina za povrsinu (8) ima oblik:

-1.3 + J3 A2-J4 A+JI = 0,

ili posle zamene vrednosti za J3, J4 i JI iz (11):

(20) -1.3 + (3 [.1.2-D2) 1.2_[.1.2(3 [.1.2-2 D2) A+ [.1.4([.1.2-D2) = o.
Jednostavno se moze utvrditi da jednacina (20) ima jedno resenje

Al =[.1.2,

a ostala dva se dobijaju iz jednacine

odakle nalazimo

To znaci da sekularna jednacina (20) ima realna resenja

Al = 1.2 = [.1.2, 1.3= [.1.2-D2.

Odredimo glavne pravce centralne povrsine (8). Kako sekularna jednacina
(20) ima dvostruki koren Al = 1.2= [.1.2,to je, prema opstoj teoriji povrsina drugog
reda, jedan od glavnih pravaca odreden jedinicnim vektorom 11={CX1' ~I' )"I}
cije se projekcije dobijaju iz sistema jednacina:

(all -AI) CXI+ a12 ~I + al3)"1 = 0, CXl2+ ~12 + )"12 = 1,

tj. u posmatranom slucaju

DI CXI+ D2 ~I + D3)"1 = 0, CXl2+ ~12+ )"12= 1

(21)

(22)

koji skraceno mozemo pisati u obliku

(22 a) 1) h= 0, 1dl= 1.

Iz ovih relacija proizlazi da jedinicini vektor 11

svi jedinicni vektori 11 leze u ravni
nije jednoznacno odreden, tj.

koja prolazi kroz polO, a upravna je na vektoru 1).
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Drugi od glavnih pravaca definisan jedinicnim vektorom Iz = {!Xz' ~z, "(z}
odreduje se resenjem sistema jednacina

(all-AI) !Xz+ aIZ ~z + al3 "(Z= 0

!Xl !Xz + ~I ~z + "(1 "(Z = 0

!XZZ+ ~ZZ + "(l = 1

koji za povrsinu (8) ima oblik

(23)

Dl !Xz + Dz ~z + D3 "(z = 0

!Xl !Xz + ~l ~z + "(1 "(z = 0

!Xz2 + ~2
Z

+ "( Z
2

= 1

ili u skracenom obliku

(23 a)

Kako je vektor 12 upravan i na ;!) i na 11, to on takode lezi u ravni

;!)ffi= O.

Za treci glavni pravac, ciji je jedinicni vektor h = {!X3' ~3' "(3} dobija se
sledeCi sistem jednacina:

(all-A3) m+ a12n+ a13P =0

a21 m + (aZ2-1.3) n + a23P = 0

a31m +a32 n+ (a33-A3)p =0,

tj. u slucaju povrsine (8), a za A3= !l.2-D2

(24)

(D/+ Dl) m-DI Dz n-DI D3P = 0

-DI Dz m+(D32+DI2)n-Dz D3P=0

gde su m, n, P velicine proporcionalne respektivno projekcijama jedinicnog vek-
tora k

Iz sistema (24) nalazimo

D,
m=DP,

3

D
n = D2p,

3
odakle je

tj.

(25)

To znaci da se treci glavni pravac povrsine (8) poklapa sa perihelnim vek-
torom ;!).
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Iz napred izlozenih rezultata koji se odnJse na odredivanje glavnih pravaca
mogu se izvesti sledeci zakljucci:

1° jedan od glavnih pravaca se poklapa sa pravcem perihelnog vektora ~;
2° druga dva glavna pravca su ortogonalna medu sobom i pripadaju rav-

ni koja prolazi kroz pol a upravna je na vektoru ~;
3° pravac vektora ~ - konstantne sektorske brzine predstavlja jedan speci-

jalan slucaj onih parova glavnih pravaca koji leze u ravni

~ ffi= 0;

4° odgovarajuCim usmeravanjem jedinicnih vektora fdi= 1,2,3)
pravaca moguce je postici da oni formiraju trijedar desne orijentacije.

Transformacijom

x = Xo+ 0(1XI + O(zYI + 0(3ZI' Y = Yo+ ~I XI + ~zYI + ~3ZI,

glavnih

(26)
Z = Zo+ YI XI + YzYI + Y3ZI'

gde su xo' Yo, Zo dati relacijama (17), a O(i'~i' Yi predstavljaju projekcije jedi-
nicnih vektora fi glavnih pravaca na ose sistema OXYZ, moze se jednacina
povrsine (8) neposredno transformisati i dovesti na kanonicni oblik u sistemu
Olflfzh:

(27)

tj. u posmatranom

tj.

odakle je

(28)

X2+y2
--' '-- +

C'
fL2_D2

Z 2
I

-- 1.
C' fL

2

(fL2_D2)2

Kako je u slucaju elipticne putanje
D

= e< 1, tj. D<[L, odakle [Lz-Dz>O,
fL

to jednacina (28) predstavlja jednacinu rotacionog elipsoida sa glavnim pravcem
01 h kao osom rotacije.

U slucaju hiperbolicne putanje je

D
-=e>l,
fL

pa jednacina (28) dobija oblik

(29)

koja predstavlja rotacioni dvograni hiperboloid sa glavnim pravcem 01 h kao
osom rotacije.
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To znaci da u sIucaju povrsine sa centrom, putanje u neporemecenom
kretaniu leze na rotacionom elipsoidu za sIucaj elipticne putanje, a na rotacio-
nom dyogranom hiperboloidu za sIucaj hiperbolicne putanje. Osim toga odavde
proizlazi da u oba sIucaja putanja zaddava nepromenjene parametre oblika
ukoliko njena ravan rotira oko perihelnog vektora 1).

4. U slucaju kada je e =
D

= 1, tj. JI = 0 jednacina (8) predstavlja povrsinu
[1.

bez centra. Pod uslovom D = (1.je

JI = (1.2«(1.2-D2) = 0

J2 = -C4 (1.6<0

J3 = 3 (1.2-D2 = 2 D2>0

J4 = (1.2(3 (1.2-2 D2) = D4>0,

a sekularna jednacina (20) ima korene

(31) Al = A2= [L2= D2, A3= O.

Na osnovu (30) i (31) kanonicni oblik jednacine povrsine (8) bice

(32) Al XI2 + A2 YI2 + 2 b34 ZI = 0,

gde je b34 = a14 (X3+ a24 ~3 + a34 "(3.

Na osnovu re1acija (20) i (24) dobijamo

(30)

tj.

(33)

Prema (31) i (33) jednacina (32) dobija oblik

D2 (X12+YI2)-2 C2 DZI = 0,
tj.

(34)

Ova jednacina predstaylja rotacioni paraboloid, cija se osa rotacije poklapa
sa glavnim pravcem odredenim jedinicnim vektorom h. U ovom slucaju
parabolicna putanja lezi na poyrsini ovoga rotacionog paraboloida, pri cemu
se njen oblik ne menja ako ravan oye putanje rotira oko pravca perihelnog
vektora 1).
5. Ako se LAPLACE-HAMILTONOVi KEPLEROVintegral vezu re1acijom

(35)

kao sto je to ucinio BILIMOVICu clanku [2], tada se grupa vektorskih elemenata
(£, 1), 't" zamenjuje grupom (£, @.

Skalarnim mnozenjem jednacine (35) vektorom t dobija se

(36)
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Ova jednacina u trodirnenzijalnorn prostoru takode predstavlja povrsinu drugog
reda. Prirnenorn napred izlozenog postupka rnoguce je izvrsiti iscrpnu analizu
jednacine (36).

No ovde je od interesa uciniti sledecu napornenu. Ako se trazi linija
preseka povrsine (36) sa ravni putanje, tada je jednacina ove ravni

G:r = 0,

pa ce njen presek sa povrsinorn (36) dati putanju cija je jednaCina

~r=~r,
tj. prerna (5)

~r=C2-!l-r.

To znaci da linije preseka povrsine (8) i povrsine (36) sa
predstavljaju istu krivu - putanju uocene neporerneeene rnase.

(37)

ravni G:r=O
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Zusarnrnenfassung

CHARAKTERISTISCHE FLACHEN IN UNGESTORTER
HELIOZENTRISCHER EEWEGUNG

D. Mihai/ovic

In der Arbeit behandelt der Verfasser die charakteristische FHichen die
rnit der Bahngestalt irn Zweikorperproblern der Hirnrnelsrnechanik in Verbindung
stehen. Dabei er von der Vektorendifferentialgleichung der ungestOrter heliozen-
trischer Bewegung

aus. Die Losungen dieser Gleichung sind folgende:
10 Das Fliichenintegral

r x tJ = G:;

Das Laplace-Harniltonintegral

~=tJ x G:-~r;
r

Das Keplerintegral
n (t-"t") = u-e sin u.
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Die Konstanten [,:!), "t" stellen die MiIankovitschsche Grupe der Vektorele-
menten [1].

Aus den Laplace-Hamiltonintegral folgt nach skalarer Multiplication mit t

:!)t=C2-fLr.

Diese Gleichung stellt im Raume E3 eine Flache II Grades dar, deren analyti-
scher Ausdruck durch die Relation (8) gegeben ist, wo [= {C1, Cz, C3};
:!)= {D1, Dz, D3} ist.

Von der Exzentrizitat e =
D

Rticksicht nehmend, analysierte der Verfasser
fL

die Gleichung (8) und zeigte dass
1° Die Hahnen der ungestOrten Massen liegen in der Schnittlinie der

Flache (8) und der Ebene [ffi = O.
2° Diese Flachen sind Rotationsflachen deren Rotationsachse die Richtung

des Perihelvektors besitzt.
3° Eine von den Hauptrichtungen der Flache besitzt die Richtung des

Perihelvektors, die tibrigen liegen in der Ebene :!)ffi= O.
4° 1m FaIle einer Flache die den Mittelpunkt

JI = fL4(fLZ-DZ)::j::O

enthalt, stellt die Gleichung (8) dar:

a) flir D< fL d. h. e< 1 ein Rotationselipsoid mit der kanonischen Gleichung
2 + 2 2

~-1-+~-=I'
C4 C4fL2 '

-- --fL2_D2 (fL2_D2)2

b) flir D>[J., d. h. e> 1 ein zweischaliges Rotationshyperboloid mit der
kanonischen Gleicung

D
1

.
5° 1m FaIle einer Flache ohne Mittelpunkt d. h. e = - = ,1st

fL
JI = fL4([J.Z_D2) = 0

die Gleichung (8) reduziert sich zur kanonischer Form
2 CZ ZI = D (XIZ + YIZ)

und stellt ein dliptisches Rotationsparaboloid dar.
6° Wenn man nach HIL1MOVITSCH[2] das Vektorelement

ffi= :!)+ ~~ [
C

einftihrt, so liegt die ungest6rte heliozentrische Hahn. auf der Flache II Grades

ffit=:!)t- n-r([t).
C

Ihre Schnittlinie mit der Ebene [t = 0 deckt sich mit der Schnittlinie der Flache
:!)t=cz-fLr

und der erwahnten Ebene und stellt die Hahn der betrachteten Masse dar.




