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233.  KARAKTERISTICNE POVRSINE U NEPOREMECENOM
HELIOCENTRICNOM KRETANJU*

Dobrivoje Mihailovié

U ovome ¢lanku autor daje analizu prirode povrS§ina drugog reda
karakteristi¢nih za oblik putanja u neporemeéenom heliocentri¢nom
kretanju nebeskih tela. Koristeéi se klasicnim analitickim postup-
kom za proucavanje ovih povrSina, autor je, polazeci od diferencijalnih
jednadina neporeme.enog keliocentricnog kretanja i njihovih poznatih
integrala, izveo analiti€ki izraz onih povrSina, na kojima leZe putanje
neporemeCene mase, proudio prirodu ovih povr§ina i dao jednu novu
iaterpretacijun integracionih konstanata koje {ijuri§u u reSenjima ovoga
problema.

1. Vektorska diferencijalna jednaCina neporemeéenog heliocentriCnog kretanja
ima oblik
d*t

1 —4—1=0,
M d? r
gde je v — vektor relativneg poloZaja uclene mase prema Suncu, r=|t|, a
p=f(M+m), pri Cemu je f— gravitaciona konstanta, M — masa Sunca, a
m — masa planete.

Diferencijalna jednaCina (1) ima sledeéa dva vektorska i jedan skalarni
integral [1}: '

a) integral sektorske brzine
2 txp=§,
pri emu € oznaCava vektorsku integracionu konstantu — vektor upravan na ravni
putanje;

b) LAPLACE-HAMILTONOV integral

A3) D=pxC—pt,

pri ¢emu D predstavlja konstantni vektor koji leZzi u ravni putanje, upravan je
na vektoru € i usmeren prema perihelu putanje. Kratkoée radi ovaj vektor éemo
zvati perihelnim vektorom;

¢) KEPLEROV integral
@) n(t—T)=u—esinu,

* Primljeno 19. juna 1968.
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gde n oznadava srednje kretanje planete, 7 — vreme prolaza planete kroz perihel,
u — ekscentriénu anomaliju i e — ekscentricitet putanje.

2. Ako umesto klasiénih eliptiCnih elemenata koristimo MILANKOVICEVU grupu
vektorskih elemenata €, D, =, [1], tada postoji uslovna relacija €D=0 koja
izraava upravnost vektora € na ravni planetske putanje.

MnoZenjem LAPLACE-HAMILTONovVOG integrala (3) skalarno vektorom rt,

dobijamo
Dr=r-(vx (&)—p@.
r
Kako je
1 (0x&)=C-exn)=CC=C?,

to prethodna jednaCina dobija oblik
(5) Dr=C%*—pnr.

Ako se uzme u obzir da r oznalava vektor relativnog poloZaja planete prema
Suncu, tada ova jednadina u ravni planetske putanje

(6) €r=0
predstavlja krivu drugog reda. Zaista, ako se oznali

L(D, 1) =0, i®|=D’
tada jednaCina (5) daje
Drcose=C%—pur,

odakle je
CZ
o O
1+—cosg
@

koja predstavlja elipsu, hiperbolu ili parabolu prema tome, da li je respektivno
D<p, D>pili D=yp.

Posmatrajmo sada LAPLACE-HAMILTONOV integral (5) u trodimenzijalnom
euklidskom prostoru. Ako se sa 1, 1,, 1, oznade jediniéni vektori osa fiksiranog
DEKARTOVOG pravouglog koordinatnog sistema sa pofetkom u Suncu, tada je

r=x0+yn,+z1n;; "=Vx2+y2+§.
Analogno je
@=C1n1+C2n2+C3n3; C2=C12+C22‘|‘C32;

D=D,ny+D,n,+ Dyny; D2=D24 D24+ D2
Jednacina (5) tada postaje
Dix+Dyy+Dyz=C*—p | x2+y2+ 22,

W (x2+)2+22)=(Dy x+ D, y+ Dyz—C?2,

odakle je
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Posle sredivanja ova jednadina dobija oblik
(#*—D;?) x* + (W2—Dy?) y* + (u*—D;?) z2—2 D, D, xy—2 D, Dy x2—2 D, Dy yz

®)

—2C*D,x—-2C?*D,y—2C*D;z—C*=0.
Jednatina (8), odnosno jednafina (5) predstavlja u trodimenzijalnom prostoru
jednaginu povrdine drugog reda, ¢ija opSta jednaCina ima oblik:

a, X2+ a,y2+anz2+2a,xy+2a,,x2+2a,,vz
©)
+2a,x+2a,,y+2ay,z+a,,=0.

Uporedivanjem koeficijenata uz odgovarajuce ¢lanove u jednadinama (8) i (9)

nalazimo:
2 2 2 2 2 2
a,=p:—D?,  a,=p*—D,%, a3y=p*—Ds%

ap=ay,=—D D,, az=a3=—D Dy, a,=a;=—D,D;,
(10)
_ 2 e 2
a,=ay=—C?D,, ay=a,=—C*D,, ay=a,=—C?D,,
_ 4
a,=—C4

Poznato je da su invarijante povrSine (9) date slede¢im izrazima:

an 4 ay ay
ay Gy Gy

Ji=|an a3 ay J,=

a, a, a
31 32 33
la, a, a,; a,

Jy=a,+ay +as;,

a;, a a,, 4y Ay, Ay

-+

J, =
4

a4y az  ds a3, Qs
=Qy Gy + Ay 33+ Gy Q33— A2 — a2 —aAy52

Za povriinu (8) ove invarijante, prema (10), imaju sledeée vrednosti:

*—D?) —D, D, —D, D,
Jy={—DiD, (W=D  —D,D; |=p*ui—D?,
~D, D, —D, D, (@*—Dy?)
@-DH  ~DD, DD, —C:D|
—D, D, W=D, —D, D, —C?D, |
(11) J2= D _ 2 2 2p :_—C4p‘69
—4 D; D, D, u*—Dy?) —C? D,
—C*D, —C?D, —C?*D, —C*

Jy= (@2 —D?) + (W—Dy?) + (W —Dy?) = 3> —D?,
Ji=(@—D?) (W—D») + (WD) (W2—D5%) + (W —D,?) (p*—Dy?)
—D2D,2—D?D*—D,? D> =? (3 u?—2 D?).
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Na osnovu relacija (11) jednadina (8) predstavlja povrSinu sa centrom
pod uslovom da je

(12) J,#0, tj. p#D,

a povriinu bez centra ako je

(13) Ji=0, tj. p=D.
Analiziratemo posebno ova dva slucaja.

3. Jednadina (8) ée prema (12) predstavljati jednadinu povrSine sa centrom
pod uslovom da je
Ji#0, tj. wp#D.

Koordinate centra ove povr§ine odredene su sledeéim sistemom linearnih jed-

nafina
(w*—D)x—D, D, y—D, D;z=C? D,

(14) . =D, D, x+(*—D?) y—D, Dyz=C?D,,
—D, Dy x—D, Dy y+ (ut—Dy»)z=C?D,.

Iz ovoga sistema se za koordinate centra povrSine dobijaju sledeée vrednosti:

A A A
15 Xo=21, yo=2, gy=t
15) =7 Yo 7, b
pri ¢emu je
C*D, —D, D, —D, D,
A= | Cc*D, w*—D,y —D,D, |=C? P-4 D,,
\cp, —D,D, (W—D}
w*—D)%) C*D, —D, D,
(16) A2= —D, D, C2D2 —D, D, =C2[.L4D2,
—D,D, C*D, (W*—Dy)
*—D,%) —D, D, C*D,
A,=| —D,D, (@—Dp)  CD,|=C?u*D,.
—D, D, —D, D, C? D,

Zamenom A, (i=1, 2, 3) iz (16) i J, iz (11) u relacije (15) dobijaju se
za koordinate centra povrsine (8) sledece vrednosti:

C? C? C?

(17) xo=;2j’;D1, YO=;;‘_‘ED2a Syl

Ako se sa R,={x,, ¥, 2o} oznadi vektor poloZaja centra povrSine prema
odabranom polu, tada se moZe sistem od tri skalarne jednadine (17) zameniti
vektorskom relacijom:

2
(18) By ==

y_z_Dz.
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Koristedi relacije izmedu vektorskih elemenata i elipti€nih elemenata a i e [1]

pr=D* D
- 3 CZ a , LL
nalazimo da je
c: ae
w—D* D

pa relacija (18) postaje §R0=ae§— , 1.

19 R, =ae-ortD.

To znadi da je vektor poloZaja centra povrSine (8) kolinearan sa perihelnim
vektorom D, pri ¢emu je |R,|=ae.

Analizirajmo sada prirodu korena sekularne jednaine i odredimo vrednosti
ovih korena. Sekularna jednafina za povrSinu (8) ima oblik:

NS R—, A+, =0,
ili posle zamene vrednosti za J;, J, i J, iz (11):
20) —MB+ B —DYN—p2 (3 ul—2D) A+ p* (W2—D?) =0,
Jednostavno se moZe utvrditi da jednacina (20) ima jedno reSenje
A =p2,
a ostala dva se dobijaju iz jednadine

N—(Q2p*—D) h+p? (@ —D?) =0,
odakle nalazimo
M=yl N=w-—-D

To znali da sekularna jednadina (20) ima realna reSenja
1 M=A=p2 Ay=yp?-—D2

Odredimo glavne pravce centralne povrsine (8). Kako sekularna jednadina
(20) ima dvostruki koren A, =2, =p2, to je, prema opstoj teoriji povr§ina drugog
reda, jedan od glavnih pravaca odreden jedini¢nim vektorom {,={«,, B;, v;}
¢ije se projekcije dobijaju iz sistema jednadina:

(@n—M) o +apBi+ayi =0, o?+B2+y,2=1,

tj. u posmatranom slucaju

(22) Do+ D0+ D3y =0, e?+B2+y.2=1
koji skraéeno moZemo pisati u obliku
(222) Dji=0, fLifi=1.

Iz ovih relacija proizlazi da jediniCini vektor {, nije jednoznano odreden, tj.
svi jediniéni vektori j, leZe u ravni

DR=0

koja prolazi kroz pol O, a upravna je na vektoru D.
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Drugi od glavnih pravaca definisan jedini¢nim vektorom {,={e,, B,, v}

odreduje se refenjem sistema jednacina
(@au—A) e, +a, By +a;v,=0

@ %+ BB+, v,=0
0+ B y," =1
koji za povrSinu (8) ima oblik

Dyo, +D, 3,4+ Dyy,=0
(23) a o +Bi Bty Y:,=0
02+ B2+, =1

ili u skraéenom obliku

(23a) D=0, §i},=0, ff,=1
Kako je vektor |, upravan i na ® i na §,, to on takode leZi u ravni
DR=0.

Za treéi glavni pravac, €iji je jediniéni vektor {,;={as, B;, y;} dobija se

sledeéi sistem jednacina:

(a,—r)ym+a,n+a;,p=0

ay m+(a,,—A)n+a,,p=0

ay; m+as, n+(a;;—A;) p=0,
tj. u sluéaju povriine (8), a za A;=p?>—D?

D2+ D> Ym—D, D,n—D, D,p=0
(24) —DyDym+(Ds2+D?)n—D, Dyp=0
—D,D;m—D, Dyn+(D?+ D,2)p=0,

gde su m, n, p veli€ine proporcionalne respektivno projekcijama jediniénog vek-

tora {;.
Iz sistema (24) nalazimo

D D,

=1 =2 2 2 2. |
m D}P, n D,p’ (m*+n+p ),
odakle je
m=D,/D, n=D,/D, p=D,/D
tj.
(25) is={Dy/D, D,[D, D,/D}=ortD=%,.

To znadi da se treé¢i glavni pravac povrSine (8) poklapa sa perihelnim
torom D,

vek-
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Iz napred izloZenih rezultata koji se odnose na odredivanje glavnih pravaca
mogu se izvesti sledei zakljucci:

1° jedan od glavnih pravaca se poklapa sa pravcem perihelnog vektora ®;

2° druga dva glavna pravca su ortogonalna medu sobom i pripadaju rav-
ni koja prolazi kroz pol a upravna je na vektoru D;

3° pravac vektora € — konstantne sektorske brzine predstavlja jedan speci-
jalan slugaj onih parova glavnih pravaca koji leZe u ravni

DR =0;

4° odgovaraju¢im usmeravanjem jedini¢nih vektora {,(i=1, 2, 3) glavnih
pravaca moguce je posti¢i da oni formiraju trijedar desne orijentacije. -
Transformacijom

26) X=Xg+ oy X;+a, Y +o32z, Y=Y, +B X+ B,y +Bsz,
Z=Zy+ V1 X1 F Y2 V1t Y32,

gde su x,, y,, z, dati relacijama (17), a «;, B;, y; predstavljaju projekcije jedi-
niénih vektora {; glavnih pravaca na ose sistema OXYZ, moZe se jednadina
povriine (8) neposredno transformisati i dovesti na kanoni¢ni oblik u sistemu
O1fifz1s:

J
(27) Mx2+Mp2 4N 212”’“72:0,
1
tj. u posmatranom slucaju

2(x 2.4 p 2 2 2 Chef
w?(xy* -+ 0% + (ur—D?) z, —P-‘(LLZ—DZ)_ )
tj.
w? (@W2—D%) (x*+ %) + (W=D’ 22 =C*p?
odakle je

x12+}’12_|_ z/”

(28) C4 C4 “z
“z___Dz (y'z_DZ)z

Kako je u slu€aju eliptiCne putanje 2=e< 1, tj. D<p., odakle p>— D?>0,
w

to jednadina (28) predstavlja jednadinu rotacionog elipsoida sa glavnim pravcem
0O, {; kao osom rotacije.
U slugaju hiperboli¢ne putanje je

£=e>l,

w
tj. D>u, odakle je u?>—D*<0, pa jednadina (28) dobija oblik
x2+y2 z2

(29) C* Ctu?
D2y (DP—u2y?

-1

koja predstavlja rotacioni dvograni hiperboloid sa glavnim pravcem O,j, kao
osom rotacije.
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To znaéi da u slufaju povrine sa centrom, putanje u neporemeenom
kretanju leZe na rotacionom elipsoidu za slucaj eliptiCne putanje, a na rotacio-
nom dvogranom hiperboloidu za sluc¢aj hiperboli€ne putanje. Osim toga odavde
proizlazi da u oba sludaja putanja zadrZava nepromenjene parametre oblika
ukoliko njena ravan rotira oko perihelnog vektora 9.

4. U sluéaju kada je e= D_ 1, tj. J,=0 jednadina (8) predstavlja povriinu
bez centra. Pod uslovom Du= © je

Ji=p2 (W2—D%)=0

Jy=—C%us<0

Jy=3p2—D2=2D2>0

Jy=p2 (3 u2—2 D2) = D*>0,

a sekularna jednaCina (20) ima korene

(30)

3D M=A=u2=D2 »1=0.
Na osnovu (30) i (31) kanoniéni oblik jednadine povrsine (8) biée
32) X2+ P2+ 2by,2,=0,

gde je by =ay4 03+ a5, B3+ a3, ;-
Na osnovu relacija (20) 1 (24) dobijamo

D D D
by=—C2D, 2 _c2p,?:_c2p, 2
34 lD 2 D 3 D
ti.

(33) by = _D?+Di2+ Dy

fci— _c2p.
Prema (31) i (33) jednaCina (32) dobija oblik
D2 (x24+yH—2C?Dz, =0,
tj.
34) 2C?2z;=D(x2+y?.
Ova jednalina predstavlja rotacioni paraboloid, &ija se osa rotacije poklapa
sa glavnim pravcem odredenim jediniénim vektorom f{;. U ovom slucaju
paraboli¢na putanja leZi na povrsini ovoga rotacionog paraboloida, pri ¢emu

se njen oblik ne menja ako ravan ove putanje rotira oko pravca perihelnog
vektora 9.

5. Ako se LApLACE-HaMILTONovV i KEPLEROV integral veZu relacijom
(35) @5=®+”—CT(&

kao §to je to ulinio BiLiMoviC u &lanku [2], tada se grupa vektorSklh elemenata
€, D, v zamenjuje grupom €, &.

Skalarnim mnoZenjem jednadine (35) vektorom tr dobija se

(36) Gr= fDr+—((Sr)
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Ova jednalina u trodimenzijalnom prostoru takode predstavlja povrSinu drugog
reda. Primenom napred izloZenog postupka moguée je izvr§iti iscrpnu analizu
jednacine (36).

No ovde je od interesa uliniti sledeéu napomenu. Ako se traZi linija
preseka povrSine (36) sa ravni putanje, tada je jednaCina ove ravni

Cr=0,
pa ée njen presek sa povriinom (36) dati putanju ¢ija je jednalina
Gr=Dr,
tj. prema (5)
37D Gr=C?—pr.
To znali da linije preseka povrine (8) i povrSine (36) sa ravni Cr=0
predstavljaju istu kriva — putanju uocene neporemecene mase.
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Zusammenfassung

CHARAKTERISTISCHE FLACHEN IN UNGESTORTER
HELIOZENTRISCHER EEWEGUNG

D. Mihailovi¢

In der Arbeit behandelt der Verfasser die charakteristische Flichen die
mit der Bahngestalt im ZweikSrperproblem der Himmelsmechanik in Verbindung
stehen. Dabei er von der Vektorendifferentialgleichung der ungestérter heliozen-
trischer Bewegung

2
d——r+ -0
d?
aus. Die Losungen dieser Gleichung sind folgende:
1° Das Fldchenintegral

rxp=C;
2° Das Laplace-Hamiltonintegral
D-vxC—Ftr
r

3° Das Keplerintegral
n(t—-7)=u—esinu.
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Die Konstanten €, D, v stellen die Milankovitschsche Grupe der Vektorele-
menten [1].
Aus den Laplace-Hamiltonintegral folgt nach skalarer Multiplication mit t

Dr=C:—pr.

Diese Gleichung stellt im Raume F; eine Fliche I Grades dar, deren analyti-
scher Ausdruck durch die Relation (8) gegeben ist, wo €={C,, C,, C;};
D={D,, D,, D3} ist.

Von der Exzentrizitit ¢ =— Riicksicht nehmend, analysierte der Verfasser

®
die Gleichung (8) und zeigte dass

1° Die Bahnen der ungestérten Massen liegen in der Schnittlinie der
Fliche (8) und der Ebene € R =0.

2° Diese Fliachen sind Rotationsflichen deren Rotationsachse die Richtung
des Perihelvektors besitzt.

3° Eine von den Hauptrichtungen der Fliche besitzt die Richtung des
Perihelvektors, die iibrigen liegen in der Ebene DR =0.

4° Im Falle einer Fliche die den Mittelpunkt

J, =t (u2—DH£0
enthiilt, stellt die Gleichung (8) dar:
a) fiir D<p d.h. e<1 ein Rotationselipsoid mit der kanonischen Gleichung

X2+y2 z2 1:
T Vo b
“z_Dz (u2—D¥?
b) fiir D>p, d. h. e>1 ein zweischaliges Rotationshyperboloid mit der
kanonischen Gleicung

x|2+J’|2_ z?
ct Ccrp?
D*—p?  (DP—p2)?

-1

5° Im Falle einer Fliche ohne Mittelpunkt d. h. e=2 =1, ist
J = (12— DY) = 0 ]
die Gleichung (8) reduziert sich zur kanonischer Form
2C*z;=D(x*+y?)
und stellt ein elliptisches Rotationsparaboloid dar.
6° Wenn man nach BILIMoVvITsCH [2] das Vektorelement

R-D+27¢
C
einfiihrt, so liegt die ungestorte heliozentrische Bahn auf der Flache II Grades
Rr=Dr—"Z(Cr).
C
Ihre Schnittlinie mit der Ebene €r=0 deckt sich mit der Schnittlinie der Fliche

Dr=C%2—pur
und der erwihnten Ebene und stellt die Bahn der betrachteten Masse dar.





