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Introduction

Dans [3], l'auteur a montre que l'argument classique pour etablir la non
equivalence d'un ensemble denombrable et de son booleien se reduit a un
truisme quand on l'appJique a l'ensemble des parties propres de cet ensemble.
Si I'on appelle sous-ensemble singulier d'un ensemble E tout sous-ensemble de
E ayant un complement fini dans E, on demontre de meme que Ie raisonne-
ment classique ne s'applique pas a l'ensemble des sous-ensembles non-singuliers
de E. Soit G I'ensemble des parties non-singulieres de l'ensemble denombrable
N = (I, 2, 3, . . .); I'ensemble G a meme puissance que Ie booleien de N, car
J'ensemble des parties finies de Nest denombrable. On va definir une relation
de bon ordre total sur G; la methode sera la meme que celle de CANTOR
([1], NQ7) pour l'ensemble des rationnels.

Echelle des parties de N

Soit E un ensemble quelconque, et B(E) son booleien. Soit E' l'ensemble
E + x, OU x n'appartient pas a E. Soit B (E)x la famiIle d'ensembles obtenue
en adjoignant x a chacun des sous-ensembles de E qui constituent B(E). Alors

(1) Pour tout E,

En effet, B (E') comprend d'une part tous les sous-ensembles de E, c' est-a-dire
B(E), d'autre part, tous les sous-ensembles de E' qui ne sont pas contenus
dans E, c'est-a-dire les sous-ensembles de E' auxquels I'element x appartient;
si, a chacun d'eux, on retranche x, il reste un sous-ensemble de E. Inversement,
si, a une partie quelconque de E, on adjoint l'element x, on obtient un sous-
-ensemble de E'. Cette seconde partie de B (E') e,>t donc precisement B (Eh,
et comme les deux parties sont disjointes, on a (1).

S'il existe une relation de bon ordre total sur B(E), les conditions (2)
definiront un bon ordre total sur B (E'),

{

(i) V X, Y C E, X -< Y + x,
(ij) (X -< Y) ~ (X + x -< Y + x).

(2)

*
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Si maintenant E est Ie segment a gauche (1, 2, 3, ..., p) eN, I'egalite
(1) fait de B(E'), OU x=p+ 1, un ensemble discret bien ordonne et, par in-
duction complete, etablit une echelle infinie de rangement des parties non sin-
gulieres de N du meme modele que celIe qu'utilise CANTOR ([1], NQ6) pour
demontrer ~o ~o = ~o' Ainsi G (N) est effectivement denumerable. On voit
d'ailleurs sans peine que, tout sous-ensemble {a, b, c, ...} C N occupe dans
cette echelle Ie rang r = R (a, b, c, ...)

R(a,b,c, ...)=1+2a-l+2b-l+2c-l+...,

fonction monotone analogue a celIe de CANTOR (ibid),

p = m+ (1/2) (m +n-I) (m +n-2)

pour la bijection entre {r} et {m, n}.

Que R soit monotone est evident,
tion de l'echelle de G. D'ailleurs, pour

d'apres Ie processus meme de construc-
s'assurer que

[R(a,b,c, ...)=R(a',b',c', ...)] ~ (a=a'&b=b'& ...)

il suffit d'observer que R est un nombre entier du systeme dyadique.

On parvient a un resuItat analogue avec les nombres fractionnaires dya-
diques de l'intervalle (0-1(, probleme equivalent, [4]. Le rang du nombre
~ (112)X est ici R [~ (112)X ] = 1 + ~ 2x-l, avec R (0) = I, pour tout entier na-
ture!, x.

L'echelle obtenue, dans un cas comme dans l'autre, est illimitee et peut-
-etre prolongee indefiniment.

Ainsi, dans la premiere echelle, Ie rang de l'ensemble des nombres pairs
est

Enfin, Ie resuItat ne provient en aucune fa90n d'un desaccord sur les
principes logiques ou sur les axiomes. En disant que l'echelle de G (N) parcourt
tous les sous-ensembles non-singuliers, finis ou non de N, on ne declare pas
que ce soit 130Ie seul moyen de parvenir a l'ensemble G et cela ne contredit
en rien Ie fait que cet ensemble G peut aussi etre regarde comme embrasse
d'emblee, dans sa totalite.

On peut d'alleurs ordonner Ie booleien de N de bien des fa90ns; par
exemple en faisant correspondre a chaque sous-ensemble ordonne S = (a, b, c,
. . ., u, v, x) de N un point de l'espace euclidien de la maniere suivante. Soit
n Ie cardinal de S et soit P (x, n) I'ensemble de toutes les parties de N, de
cardinal n, et dont Ie plus grand element est x, a<b<c< . . . <u<v<x.

Les ensembles P (x, n) peuvent Hre construits et ordonnes au moyen de
la loi de recurrence

P(x, n+ I)=P(n, n)x+P(n+ I, n)x+P(n+2, n)x+ . . . +P(x-I, n)x,

ou P (a, n)x designe la famille de sous-ensembles de N obtenus en adjoignant
l'element x a chacun des sous-ensembles qui constituent P (a, n), (x>a).
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S'il existe une relation de bon ordre total sur les ensembles P du second
membre, elle induit une relation de bon ordre total sur Ie premier membre
P (x, n + 1). Comme les plus petites familIes P se reduisent a un seul element,
il en resulte que P(x, n) est bien ordonne pour to utes valeurs de x et de n.

Un calcul facile montre alors que Ie rang de S = (a, b, c, . . . , u, v, x)
dans P (x, n) est

Formule qui se reduit a I si n = 1 et qui n'a pas de sens pour n = O. On pose
R (0) = 1.

Cela pose les coordonnees de S sont x, n, R (S).

On peut enfin ordonner Ie booleien lui-meme en une seule suite en dUi-
nissant sur lui une relation de bon ordre total par

[P(x, n) -<: P(x, m)] ~ (11-<: m)

[\I m, n, P(x, n)-<:P(y, m)] ~ (x-<:y).

Le rang du sous-ensemble S = (a, b, c, . . . , u, v, x) est alors, 1 si n = 0;

2X-' + 1 si n=1 et 2x-,+[(X~1)+(X~1)+(X~1)+...
+(:=~)]

+[1 +(a~l)+(b~l)+(C~l)+... +(:=~)+C=~)] si n>1.

Paradoxe de l'idempotence

II est bien connu que

(3)

(4)

donc

~o -I--~o = ~o'

~o ~o = ~o,

(5) ~o + ~o = ~o ~o'

Cela signifie que, si l'on ne considere que les nombres transfinis en soi,
sans se preoccuper des ensembles que I'on peut choisir pour les representer,
l'addition fournit Ie meme resultat que la multiplication et que, par consequent,
il ne s'agit la que de deux noms differents et de deux signes operatoires diffe-
rents pour designer une meme chose. On sait, de plus que cette operation
unique est associative et commutative.

Soit E=(a" az, a3, ...) un ensemble denombrable quelconque. Si l'on
remplace chaque element, ai' de cet ensemble par ~o et si l'on fait la somme
de tous ces termes egaux a ~o, il est bien connu que Ie resultat est ~o,
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D'apres (5), si l'on remplace part out Ie
la multiplication, il n'y aura rien de change
de droite, ~o, done

signe + de l'addition par celui de
au resultat, c'est-a-dire au membre

~o ~o ~o ~o . . . = ~o'

Mais, par definition, Ie premIer membre (i gauche) est devenu ~~o, done

(6)

Alors, pourquoi ce qui est aceepte de to us dans Ie cas de la somme ne l'est-il
plus dans Ie cas du produit? Les deux cas ne sont pourtant que deux repre-
sentations du meme modele logique. II y a Ii une rupture choquante dans Ie
mode de maniement de la pensee, un choix arbitraire d'une nouvelle fa<;on de
juger que rien ne justifie.

Idempotence pour des nombres transfinis quelconques

Pour tout cardinal transfini, a, on a, [2]
(7)

et, quels que soient a et b,

aa .=c a + a = a

(8)

(9)

(10)

a + b = ab,

a -1-b = b + a,

(a + b) + c = a + (b -l-c).

On derive d'abord de Ii Ie meme resultat que pour ~o, mais valable
cette fois pour un cardinal transfini queIconque, x. En effet, I'iteration de la
somme fournit Ie produit

\:Ix, y, x+x+x+x+... =xy,

et I'iteration du produit fournit la puissance

\:Ix, y, x x x x x. . . = xV.

Mais, d'apres (7), Ie resultat de I'addition est Ie meme que celui de la multi-
plication; done

\:Ix, y, x+x+x+x+. . . =xxxx. . . =xY.

En particulier, Sl x = Y
x=x+x= xx = xx,

contrairement au resultat cIassique XX>x.
Comment l'iteree d'une operation binaire unique et bien determinee,

effectuee sur les memes etementes peut-elle avoir deux valeurs differentes du
simple fait que cette operation porte deux noms differents! II est clair que Ie
resultat ne peut dependre que de l'operation elle meme et non de la maniere
de la nommer. Ce resultat resterait encore Ie me me si ron ne donnait plus de
nom du tout i I'operation qui Ie determine.
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La mcme chose peut ctre dite du signe operatoire. Que 1'0n ecrive a + b
ou ab, rien n'est change au composant de a et b, ni au resultat final d'une
suite, finie ou infinie, de telles operations eommutatives et associatives, puisque
1'0n est d'accord au depart (8), pour declarer que a + best toujours egal a ab,
quels que soient a et b.

Sur un nouveau paradoxe:

On peut lire dans M. MEIGNE, Logique de la pensee creatrice en mathe-
matiques (1964), p. 29, que I'ensemble H de to utes les expressions formelles
(non effectuees), a + b + c + . . ., ou a, b, c, . .. sont des entiers positifs quel-
conques, inegaux ou non, a une puissance au moins egale a celIe du booleien
'73(N) de l'ensemble N des entiers naturels.

Dans I' analyse que fait K. SCHUTTE de eet ouvrage, (Math. Rev. 29,
1965, NQ5710), Ie rev. eonteste cette affirmation: "So wird auf S. 29 die
falsche Behauptung aufgestelIt, das die Men£e der arithmtisehen Ausdriicke (die
etwa aus natiirlichen Zahlen oder Zahlenvariabeln und dem Additionszeichen
gebildet werden konnen) nicht abziihlbar sei".

Soit E = (x, y, z, . ..) un sous-ensemble quelconque de N. Si, dans E,
on remplace partout la virgule par Ie signe +, on obtient une somme

S=x+y+z+' . .

qui satisfait a la definition des elements de H; S E H.
Si I'on remplace tout sous-ensemble E eN par la somme correspondante

S, on obtient un ensemble (S, ...) = L, qui e&t semblable au booWen de N,

(11)

f = '73~ L = (, ~ +); done

Card L = Card '73(N).

(12)

D'autre part Lest visiblement une partie de H; done

Card L:S;;Card H.

(13)

D'apres la theorie classique, (SCHUTTE), H est denombrable

CardH=~o'

Enfin, d'apres Ie theoreme de CANTOR,

(14) Card '73(N»~o'

Eliminant Card L entre (11) et (12), on a

Card '73(N):S;;Card H,

et tenant compte de (13),

(15) Card '73(N):S;;~o'

(14) = ,(15).Or
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