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1. Désignons: par a,(v=1, ..., n) des nombres positifs, par & une fonction

symétrique élémentaire de degré k des nombres q,, ..., a;.

Acceptons aussi:

. » . ) _
ck:ci"), ck=c§c" o=, =0 k=1,..).

Pour les fonctions ¢ linégalité (voir, par exemple [1], p. 52, ou [2],
p- 117):
1.1) D (PP<0 k=1,...,i=1;i=1,...,n)
est valable.
Cette inégalité est équivalente a
(i) 0}
(1.2) ot o Gk (=1,...,i—1; i=1,...,n),

9] ()
Ck Cry1

d’ou provient
(@) (0} (U] (
Co cy Ci—2 _ Cig .
(1.3) ) —(’—)<——(IS<‘ . '<‘0)_<*W (l=1,... ,n).
Ci () ¢iZ1 G

Par suite, on a

(1.4)

(@ 63
C;.)_l th)—l

® B (s<k<i).
Cs Ck
2. En partant de ces résultats bien connus, nous allons prouver plusieurs
inégalités concernant les fonctions symétriques élémentaires.

Théoréme 1. Si s<k (s, k=1,...,n—1), on a

2.1) Sl
Ck  Ck
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Démonstration. Considérons

G5t a,cey

fa)="= St

Ck  Cpta,cpy

S (@) =

Cs—1Ck— ck CsCh—1 _ Cs Ck (C's—1 . ck_1>
(cx +ay, Ck—1)2 e\ ¢ Ci

Dans le cas ou s<<k, on a, selon (1.4), f'(a,)<0, et alors

f(a)< lim f(a,).
a,->0+
De 14, étant donné que lim f(a,,):ii, on obtient (2.1).
ap-—>0+ Cy
Théoréme 2. Si s<k (s,k=1,2,...) et si p et g sont des nombres réels,

tels que 0<<p<<gq, on a
(cy)? (Cs)”

2.2
@2 (Ck)q (Ck)q

Démonstration. Partons de la fonction f, définie par

(Cs) (cs + a, Cs—l)p

(cx)? (Ck +a, Ck—1)q

f (an) =

et de sa dérivée f’, donnée par

(et aye, )" o
m . l)qH ((r—9 Ck—l Cs— a, +pck Cs— —qCs Cr_y) -
Cy h—

f(n)v

Pour prouver que f’(a,)<0, supposons que f'(a,)=>0. On aurrait alors

(P—9) Cp—y Cs—1 @y +PCx €y —qC, €4 =0,

c’est-a-dire

<P¢’k Cs—1—4Cs Ch—y
(q—p) Cy— lcs—

<

q Cs C (Cs—l _ ck—l)
q—DP Cs—1 Cx—

<0,
ce qui est en contradiction avec la supposition que a,>0.
Par suite, f(a,)< lim f(a,).
ay -0+

De 14, on obtient (2.2).
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Théoréme 3. Si k<<n et si p et g sont des nombres réels tels que 0< p<gq,
Iinégalité suivante

2.3) (en)? " (g pyo-s (eyr-a L=t

(e)? q° (ck—1)*

a lieu.

Démonstration. Envisageons

G L o
T e ™ Gt ey’
Fiay - @D (e e,

(cx + @n O 1)q+I

Puisque 0<p<Cq, la fonction f’ a un seul zéro positif:

(2.4) @), = - %

. q—pD Cxy
Etant donné que

£ () = 0 )"

T (p—q) <0,
Gt aneper TP
S (a,)<max f(a,) = f((a,),) -
Ceci conduit 4 I'inégalité (2.3).
Si dans (2.3) Pon pose p=k=1 et g=n, on obtient I'inégalité bien
connue (voir, par exemple, [3])

(oGl

A, (a) Apy(a)

ol A4,(a) et G,(a) désignent la moyenne arithmétique et la moyenne géomé-
trique respectivement.

on a

Théoréme 4. Si Ion a s>k, s>I, A>0, ou k<s<l, A<0, on a !’inégalité
suivante:

Ck'—7\C[ < ck—7\(‘777

cq ey

Si Pon a I<s<<k, A<0, ou s<k, s<l, A\>0, l'inégalité suivante

—A c,> ck-—)\ c

a lieu.
Démonstration. En partant de

—hel_ Gt 8y Gy — MG+ By C1y)

f (an) -

>

¢ ¢ ta,coy
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on trouve - -
fr (an) _ (ck—l Cy— Cy cs_l):j\ (Cs Ci_1—Cr Cs—l) '
Pour s>k, s>I, A>0 ou k<s<l, A<0, on a f'(a,)<0; donc, on a
25 Fla)<f(©).

Dans le cas ob I<s<k, A<0 ou s<k, s<l, A>0, on a f'(a,)>0;
donc, on a

(2.6) f(a)>f(0).

De (2.5) et (2.6) résulte le théoréme 3.
Observation. Par un choix convenable d’une fonction réelle
Fle, e iy Cas Mudyy oo, Ay,

avec r<<n et A;, A,, ..., A, des nombres réels, on pourrait former d’autres
inégalités analogues a celles indiquées plus haut.
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