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218. INEGALITES POUR LES FONCTIONS
SYMETRIQUES ELEMENTAIRES

D. S. Mitrinovic et P. M. Vosic

(R~u Ie 1 fevrier 1968)

1. Designons: par Ov(v = 1, . . . , n) des nombres positifs, par c~) une fonction
symetrique elementaire de degre k des nombres 01' . . . , OJ.

Acceptons aussi:

(k~ 1,.. .).

Pour les fonctions c~) l'inegalite (voir, par exemple [1], p. 52, ou [2],
p. 117):

(1.1) C~~IC~~I-( c~»)2<O
est valable.

(k = 1, .. . , i-I; i = 1, .. . , n)

Cette inegalite est equivalente it

(1.2) (k=I,...,i-l; i=I,...,n),

d'ou provient

(1.3) (i = 1, . . . , n) .

Par suite, on a

(1.4)
(i) (i)

Cs-I < Ck-I
(i) (i)

Cs Ck

(s<k~i) .

2. En partant de ces resultats bien conn US, nous allons prouver plusieurs
inegalites concernant les fonctions symetriques elementaires.

Thioreme 1. Si s<k (s, k = 1,
'"

, n-l), on 0

(2.1)
Cs Cs

-<=-.
Ck Ck
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Demonstration. Considerons

- -

Dans Ie cas ou s< k, on a, selon (1.4), l' (an)< 0, et alors

I(an)< lim I(an)'
°n-+O+

De la, etant donne que lim I(an)=~, on obtient (2.1).
°n-+O+ Ck

Theoreme 2. Si s<k (s, k = 1, 2, . . .) et si p et q sont des nombres reels,

tels que O<p<q, on a

(2.2)
(Cs)P (csF

< -=--- .
(Ck)q (Ck)q

Partons de la fonction I, definie parDemonstration.

et de sa derivee 1'. donnee par

(c +a C )p-l -~ -- ---~-
l' (an) = ~

n ~_-l
--- «p-q) Ck-l CS-l a, + PCk cS-l-qcs Ck-l) .

(Ck + an Ck-l)q+l

Pour plOuver que l' (an)< 0, supposons que l' (an)~ O. On aurr?.it alors

--

c'est-a-dire

an</Ck CS-l=fs~~J
(q-p) Ck-l CS-l

<0,

ce qui est en contradiction avec la supposition que an> O.

Par suite, I(an)< lim I (an),
an~ 0+

De la, on obtient (2.2).
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Thioreme 3. Si k~n et si p et q sont des nombres reels tels que O<p<q,
l'inegalite suivante

(2.3)

a lieu.

Demonstration. Envisageons

J(an) =
(cn)P

=
(an Cn-l)P

,
(Ck)q (Ck + an Ck-l)q

f'(an) =
~n)P-l~I)P~

«p-q) ~Ck-l + p Ck) .
(Ck + an Ck-l)q+l

O<p<q, la fonction f' a un seul zero positif:Puisque

(2.4)

on a
J(an)~max J(an) = J«an)l)'

Ceci conduit a l'inegalite (2.3).
Si dans (2.3) l'on pose p = k = I et q = n, on obtient l'inegalite bien

connue (voir, par exemple, [3])

(~~-~:;r~
(~~-~: ~:;r-1,

ou An (a) et Gn(a) designent la moyenne arithmetique et la moyenne geome-
trique respectivement.

Thioreme 4. Si l'on a s>k, s>l, A>O, ou k<s<l, A<O, on a l'inegalite
suivante:

Ck-AC[ Ck-AC[
. .

< ---=---
Cs Cs

Si l'on a l<s<k, A<O, oU s<k, s<l, A>O, l'inegalite suivante

Ck-AC[ Ck-AC[
>-,,=-

Cs Cs
a lieu.

Demonstration. En partant de

J (an)= Ck-=-A
C[

=
Ck + an C~l- A~+ an C[-l) ,

Cs Cs + an CS-l
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on trouve

f' (an) =
(Ck-I Cs- Ck CS-I)~; (cs CI-I-CI CS-I) .

Pour s>k, s>/, 1.>0 au k<s</, 1.<0, on a l' (an)< 0; done, on a

(2.5) f(an)<f(O) .

eas au /<s<k, 1.<0 au s<k, s</, 1.>0, on a l' (an»O;Dans Ie
done, on a
(2.6)

De (2.5) et (2.6) resulte Ie theoreme 3.

Observation. Par un ehoix eon venable d'une fonetion reelle

avee r ~n et AI' 1.2, . . . , Am des nombres reels, on pourrait former d'autres
inegalites analogues a eelles indiquees plus haut.
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