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216. INEGALITES DU TYPE DE RADO CONCERNANT DES
FONCTIONS SYMETRIQUES

D. S. Mitrinovic et P. M. Vasic

(Ref;U Ie 5 decembre 1967)

1. Soit a = (al, az, ..., an) une suite des nombres positifs et

(x + at) (x +az)' . . (x + an) =xn+ CtXn-t + . . . + Cn-t X + Cn.

Alors, Ck(k = 1, 2, . . . , n) est une fonetion symetrique elementaire de
degre k des nombres at, az, . . ., an, Nous aeeeptons aussi que

co=l C-k=O (k=l, 2, ...), Ck=O (k=n+1, n+2, ...).

Designons par c~) une fonetion symetrique elementaire de degre k des
b D

(n)
nom res at, a2, ..., ai' one, Ck =Ck'

Nous introduisons aussi les notations suivantes:

(i)
(i) Ck

Pk =-.

C)
Observons que

t 1

Pn
n

= (at az . . . an)
n

= Gn(a),

I I

( (i»)1 T
Pi = (at az . . . a;) = Gi (a),

-
at + az + . . . + an

- A ( )Pt - - n a ,
n

(i) at + a2 + . . . + ai
PI = . = Ai (a),

1

ou An (a) et Gn(a) designent 1a moyenne arithmetique et la moyenne geome-
trique respeetivement.

Dans l'artic1e [1] nous avons demontre l'inegalite suivante

(Ll) Vn An (a; V)-A ~ Wn Gn (a; w)
Wn

;?Vn-I An-t (a; V)-A WIlIWn-t~ Wn-t Gn-t (a; w)
Wn
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avec
n

Wn = L Wi

i~1
(Vi' W;>O; i= 1, 2, ..., n),

Une autre demonstration de l'inegalite (1.1) a ete donnee par P. S. BULLEN
dans l'article [2]. Dans l'article [2], BULLEN a demontre aussi l'inegalite

(An (a; v) + A)vn
:>-

(An-I (a; v) + AVn/Vn-I)Vn-t
;?'

(Gn (a; w)yn wn/wn (Gn-I (a; w)yn wn~Iiwn

(1. 2) (A>O).

Dans Ie cas ou v;=wi=I (i=l, 2, ..., n), les inegalites (1.1) et (1.2)
deviennent

(1. 3) ( -~ ~)'- ( _ 1)( (n-I)_~n~l ( (n-I) n~l )n PI APn ?' n P I A Pn-I

( (n-I) n )n-I

n PI +- A(PI +A)
:>-

n-l
~ (n-I)

Pn Pn-I

(1.4) (A>O).

2. Nous demontrerons Ie theoreme suivant qui contient l'inegalite (1.2):

Thioreme 1. Pour A> 0, l'inega/ite suivante

n(PI-APk+ )(2.1)

(
~ ~- (n-I)

'- ( 1)
(n-I) n k-l ~k~1 ( In-I) k-I n-k Pk )?' n- PI -- -- A Pk-I - - ~ .

k n-I ken-I) pt~1

est valable.

L'egaliM a lieu si et seulement si

k
k-I ~ k (n-I)

-~~ ( (n-I) k-I- n- ~an~
k

A Pk-I
k (n-I)'

Pk-I

Demonstration. Partons de

f(an) = n (PI- APk+)(2.2)
I

( 1) (n-I) ~ (n-k (n-I) k (n-I) )
k

= n- PI +an-nA
~ Pk +- Pk-I an ,

n n

(2.3)
I

f
' ( ) - 1- ~ (n-I) (n-k (n-I) ~ (n-I) )7:-1

an - APk-1 Pk + Pk-I an .
n n
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La fonction f' a un seul zero

(2.4)
~ ~ (n-I)

( ) -~Ak-I ( (n-I» ) k-I_~-k_~
an 1 - Pk-I (n-I) .

k k Pk-I

De la, d'apres la condition an >0, on obtient

(2.5)

A m_- Pk~J - Pk ~Pk-J > ,

A >--
( (n-I» )k/(k-I) .

n Pk-I

Etant donne que

I
f " (.) ~k-l ( n-I» )2

(
n-k (n-I)

+
k (n-J»

)

k~2

0at = A m_- Pk~J - Pk ~Pk-I > ,

n n n

pour la fonction f on a

f(an) ~ min f(an) = f( (an)J)
k I (

- ( 1)(
(n~l) n k-l A~ ( (n-l» ) ~ n-k pt-1»

)
~ n- PI -~ - Pk-l - (n-I) .

k n-l . k(n-l) Pk-J

Done, nous avons demontre Ie theoreme 1 sous la condition (2.5).
Mais, l'inegalite (2.1) est aussi valable si A> 0 et an> 0., Si nous supposons
que Pkn-J»O et /:~/) >0 (non obligatoirement an>O), la fonction fest definie
pour

k
(n-I)

n- Pk
an~-- (n-l)'

k Pk-I

Le zero (an) I satisfait it la condition (2.6) pour A>O. Done, l'inegalite
(2.1) est valable pour chaque an qui satisfait a la condition (2.6) et d'autant
plus pour chaque an>O.

Ceci demontre Ie theoreme 1 pour chaque A>O.

Pour n=k, etant donne que p~n-I)=O, de (2.1) on obtient l'inegalite
(1.4). Pour A= 1, on trouve l'inegalite de RADO (voir [3] et [4].).

(2.6)

3. Nous allons donner a present une generalisation de l'inegalite (1.4), it
savoir nous prouverons Ie theoreme suivant:

(2.1 )

Theoreme 2. Pour chaque [1.>0 on a l'inegalite

(
(n-I»

)
k-I

(n-I) Ck
CI +[1.--

(Cl + [1.i
:>

ckn~t')

kk Ck
/' (k-l )k-l ckn~/)

L'egalite a lieu si et seulement si

1 (
(n-l)

(n-I) Ck )an=- [1.+ Cl -k (n-l) .
k-l Ck-l

(k = 2, 3, . . . , n) .
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Demonstration. La derivee de la fonction f, d6finie par

( )k ( (n-I) )k

J( a ) =
CI + fL

=
CI + an + fL

n (n-I) (n-I)
Ck Ck + Ck-I +an

est donnee par
(k (n-I)

k
(n-I) tn-I) (n-I) (n-I)

(2 3 J '( ) - ( (n-I) )k-I -1)ck-1 an+ Ck -CI Ck-I -fLCk-1.) an - CI +an+fL ( (n-I) (n-I) )2 .
Ck +Ck-I an

(k = 2, 3, ... , n) ,(2.2)

La fonction f' a seulement un zero positif

1
(n-I)

(
(n-I) Ck )(an)l =~ fL+c I -k (n-I)

,
k-l Ck-I

(2.4)

ou, d'apres la condition an>O, on do it avoir
(n-I)

(n-I)
k

C k
fL> -c I + (n-I) .

Ck-I

(2.5)

Etant donne que
(k I) (n-I)

J"«an)I)=(dn-l)+(an)l+fL)k-1
(

(n-I)- (nc:I~~ )l>O,
Ck +Ck-I anI

la fonction J atteint son minimum pour (an)l'
Done, si la condition (2.5) est remplie, on a

J(an) ~ min J(an) = J«an)I)'

On peut demontrer, comme dans 1, que (2.1) est valable pour fL~O.
Pour k = n, d'apres les egalites

cI=npn, c~n-J)=(n-l)Pn-I' c~n-I)=O,

de (2.1) on obtient (1.4), avec fL au lieu de n A.
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