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216. INEGALITES DU TYPE DE RADO CONCERNANT DES
FONCTIONS SYMETRIQUES

D. S. Mitrinovi¢ et P. M. Vasi¢
(Regu le 5 decembre 1967)

1. Soit a=(a;, a,, ..., a,) une suite des nombres positifs et
(x+a)(@x+ay) - -(x+a)=x"+e,x" '+ - +c, x+cp.

Alors, ¢, (k=1,2,...,n) est une fonction symétrique élémentaire de
degré k des nombres a,, a,, ..., a,. Nous acceptons aussi que

=1 c ;=0 (k=1,2,..), =0 (k=n+1,n+2,...).
Désignons par c? une fonction symétrique élémentaire de degré k des
nombres a;, a,, ..., a;. Donc, c,(("):ck.

Nous introduisons aussi les notations suivantes:

Ck ) cfj’
; !
b= ’ P = .

() ()

1 1 1 i
2" =(@a, - -a)" =G, @), (PP =(aa,---a)" =Gi(a),

a a R/ - a a .
P = 1 2+l’l n:An(a)’ PY)= 1t 2+. T4

Observons que

= Ai (a)a

ou A,(a) et G,(a) désignent la moyenne arithmétique et la moyenne géomé-
trique respectivement.

Dans P’article [I] nous avons démontré I'inégalité suivante

(1.1) Vo dy (@ )=\ W, G, @ w)

Wp

Y

2V oy Apy (@5 V) — A0 P W1 Gy (a5 W) (*>0),

n
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avec
n n
V,,=Ev,-, Wn:zwi (vi’ W,'>0; i:l, 2’ ceey n)s
i=1 i=1
via,+v,a,+ - +v,a i
A, (@ v)=—LT 252 L, G w)=(a"1 a2 - - a,n) ",

Vi

Une autre démonstration de I'inégalité (1.1) a été donnée par P. S. BULLEN
dans larticle [2]. Dans larticle [2], BULLEN a démontré aussi I'inégalité

(4n (@ V) +N0)" oy @) 42V, )V
(G (a W))vn n/Wn (Gn—l (a’ W))" 1/

(1.2) (.>0).
Dans le cas ou v;=w;=1 (i=1, 2, ..., n), les inégalités (1.1) et (1.2)
deviennent

(1.3) n(pl—xpn%)%n—l)(pi”‘” " 1( e 1) 0.>0),

(n—1) n n—1
pi +—x)
+2)" ( -1

(1.4) e N L o)

Dn Pn-1

2. Nous démontrerons le théoréme suivant qui contient I'inégalité (1.2):

Théoréme 1. Pour %>0, 'inégalité suivante

1
(2.1) n(pl—kpk")
k 1

- k— " e
>(n—1)( -b_ 7 k l( ;c 11))k : nk p(n 1))

n—1 k(n—l) Pk

est valable.
L’égalité a lieu si et seulement si

k 1 p .
__)\ ( (- 1))k r_n—k pi'"
k ko pi=d
Pk—1
Démonstration. Partons de
1
2.2) f(a,.)=n(p1—xpk")

- k ey, k @1y \*
:(n_l)pgn 1)+an—n)\(“ p’( 1)+ p(—ll)an) 5
n n
1

n— —k n— k " ~1
(2.3) £ @) = 1—npeD (-"— poh L K e a,,) .
n n
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La fonction f’ a un seul zéro

k 1 (n—1)

n. % 1¢ (-ink—i n—k pi
2.4 a, =—2A Pr— — .
@4 @)= 1) PR

De 13, d’aprés la condition 4,>0, on obtient

_k_ (n—1
(2.5) L J

(n— l) kitk—1
n (pi” )

Etant donné que

1 (@)= xw--—u( o= py? (’:Ep;"-

n
pour la fonction f on a
f(a,)=min f(a,) = f((a,)))

_k 1 (n—1)
y_ 1 k—1 257 (et k=i n—k pi )

=(n—1 — A — —
( )( k n—1 (Pk .1 ) k(n— 1) p(,, 0

Donc, nous avons démontré le théoréme 1 sous la condition (2.5).
. Mais, linégalité (2.1) est aussi valable si A>0 et a,>0. Si nous supposons

que pi" D50 et p(" >0 (non obligatoirement a,>0), la fonction f est définie
pour

n—k —k pi b

k p('l 1)
Le zéro (a,), satisfait & la condition (2.6) pour A>0. Donc, I'inégalité

(2.1) est valable pour chaque a, qui satisfait 3 la condition (2.6) et d’autant
plus pour chaque a,>0.

(2.6) a,>—

Ceci démontre le théoreme 1 pour chaque A>0.

Pour n=k, étant donné que p(" D0, de (2.1) on obtient I’inégalité
(1.4). Pour A= 1, on trouve l'inégalite de Rapo (voir [3] et [4].).

3. Nous allons donner a présent une généralisation de l'inégalité (1.4), a
savoir nous prouverons le théoréme suivant:

Théoréme 2. Pour chaque n.>0 on a I'inégalité

( (n—1 cin DHy\k—1

n~—1)

ci +P-—T“)

Q.1 (et wf oy *k=2,3,...,n).
ke (k—1)=t P

L’égalité a lieu si et seulement si

(n—1)

1 -1 , Ck
a,= +ca —k .
k—1 (PL Csc"—_ll))
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Démonstration. La dérivée de la fonction f, définie par

(+wf_ (" "+a,+p)

3 1
Cr eI Dy b g,

2.2) f(a)= k=2,3,...,n,

est donnée par

N (=) k—1(k G el
(2.3) f'@)=(ci""+a,+u)

—l)cfc"_]”a,,+kck
(c£n~])+ C(n, l)a )2

La fonction f' a seulement un zéro positif

(n—1)
(2.4) (@), = (y»+c(" Dk 1))
C

-1 k—1

l‘-c("— 1)

ou, d’aprés la condition a,>0, on doit avoir
(n 1)

(2.5 w>—cf Doy g Sk o -
Ck—1

Etant donné que

(n— 1
£ (@) = (e + @, + ) D

1
(b ’+c,£t1"(an)l)2

la fonction f atteint son minimum pour (a,), .
Dongc, si la condition (2.5) est remplie, on a

f(an) = minf(an) :f((an)l) :
On peut démontrer, comme dans 1, que (2.1) est valable pour ©>=0.
Pour k=n, d’aprés les égalités

>0,

( 1 1
e=np,, i V=(—Dp,,, cr V=0,

de (2.1) on obtient (1.4), avec p au lieu de na.
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