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211. EQUATIONS FONCTIONNELLES CYCLIQUES LlNEAIRES
NON HOMOGENES*

P. Driigilii et P. M. Vasic

1. Les equations fonctionnelles cycliques lineaires a plusieurs variables ont
ete etudiees systematiquement pour la premiere fois par M. GHERMANESCU.
Ainsi, dans Ie memoire [1], publie en 1940, il s'occupe des equations cycliques
lineairesa trois variables

(1) exep (x, y, z) + ~ep(y, z, x) +yep(z, x, y) = 0,

dans lesquelles ex, ~, y sont des constantes reelles et epune fonction reelle
des variables reelles x, y, z. II a montre que les equations du type (1)
peuvent admettre des solutions non triviales seulement dans Ie cas OU Ie
determinant des coefficients satisfait a la relation

(2)
tX (3 y

d = Y tX (3 = O.

(3 y tX

Compte tenu qu'on a

2 d = (ex+ ~ + y) «ex-~)2 + (~_y)2 + (y-ex)2),

1'egalite (2) exige que 1'on ait ou bien

(3)

ou bien
(4)

ex=~=y,

ex + ~ + Y = O.

Le travail [1] a constitue Ie point de depart de nombreuses recherches
entreprises par les geometres de plusieurs pays, qui ont donne diverses gene-
ralisations de 1'equation (1). D'abord M. GHERMANESCU,en colaboration avec
J. ACZELet M. Hosszo, a etudie dans [2] l'equation cyclique lineaire a
n variables

(5)

* Presente Ie 1 mars 1968 par D. S. Mitrinovic.
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Ont suivi plusieurs generalisations des equations (1) et (5) dues a
D. Z. DOKOVIC, M. Hosszu, D. S. MITRINOVIC, P. M. VASIC et d'autres.
Parmi ces equations fonctionnelles nous mentionnons I'equation

f(xi + Xl' X3)+ f(Xl + X3' XI) + f(X3 + Xl' Xl) = 0,

de D. Z. DOKOVIC [3], puis l'equation

fl (XI' Xl"'" Xp)+ fl(Xl' X3"'" Xp+I)+ . . . + fn(xn, Xl' ..., Xp-I) = 0

consideree par D. S. MITRINOVIC[6], et l'equation etudiee par P. M. VASICet
R. Z. DORDEVIC[7]

fl (xl' Xl' . . . , xp) + fz (Xl' X3' . . . , XP+I) + . . . + fk (Xb Xk+l' . . . , XHp-I) = O.

Comme on VOlt, toutes ces equations sont cycliques, lineaires et homogimes.

2. Nous nous proposons d'etudier, dans Ie present travail, quelques classes
d'equations fonctionnelles cycliques lineaires non homogenes, qui sont les
generalisations naturelles, dans un autre sens, de l'equation (1).

Soit, d'abord I'equation

(6) af(x, y, z)+~f(y, z, x)+yf(z, x, y)=rp(x),

ou a, ~, y sont des constantes reelles, rp une fonction reelle connue
fonction reelle des variables reelles x, y, z.

Permutant cycliquement les variables, nous trouvons encore
equations

et f une

les deux

af(y, z, x)+~f(z, x, y)+yf(x, y, z)=rp(y),

af(z, x, y)+~f(x, y, z)+yf(y, z, x)=rp(z).

Le systeme forme par les equations (6) et (6') est compatible et peut
etre resolu dans Ie cas ou Ie determinant des coefficients L1 satisfait a la
condition

(6')

(7)
la solution generale etant

cp(x) ~ y
I

f(x,y,z)=~ cp(y) C( ~ .
cp(z) y C(

lci nous rencontrons un cas curieux, quand I'equation non homogene
admet une solution si et seulement si I'equation homogene n'a pas de solution.

Exemple. L'equation
f(x, y, z)-f(y, z, x) + f(z, x, y) = 2x,

a la solution f(x, y, z) ~ x + y, mais l'equation homogene correspondante

f(x, y, z)-f(y, z, x) +f(z, x, y) = 0
n'a aucune solution.

Dans Ie cas ou a, ~, y sont lies par la relation (4), en additionnant les
equations (6) et (6'), on obtient

rp(x) + rp(y) + rp(z) = O.
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De Ii suit que I'equation (6) possede la solution si et seulement si qJ(x) = O.
Dans Ie cas ou ex.= ~ = y, Ie premier membre dans (6) est symetrique par

rapport aux x, y, z. II en resulte que qJ(x) = const. En faisant la substitution
f (x, y, z) = g (x, y, z) +

qJ(x),
on peut reduire I'equation (6) i

3

g(x, y, z)+g(y, z, x)+g(z, x, y)=O,

dont la solution generale est

g(x, y, z)=F(x, y, z)-F(y, z, x) (F, arbitraire).

3. Soit l'equation

(8) ex.f(x, y, z)+~f(y, z, x)+yf(z, x, y)=~(x, y),

ou ~ (x, y) est une fonction reelle donnee de deux variables, ex.,~, y des
nombres reels et f une fonction reelle inconnue de deux variables reelles.
Faisant les permutations circulaires des variables, nous obtenons encore les
equations

(8')
ex.f(y, z, x)+~f(z, x, y)+yf(x, y, z)=~(y, z),

ex.f(z, x, y) + ~f(x, y, z) + y fey, z, x) = ~ (z, x).

Les systeme forme par les equations (8) et (8') peut ctre normalement
resolu si les coefficients remplissent la condition (7), et la solution sera

1
f(x, y, z)=-

t1

tj; (x,y) ~ y

tj; (y,z) r£ ~ .

tj;(z, x) Y r£

Supposant Ie deuxieme cas, OU les constantes sont liees par les relations
(3), on voit que l'egalite

ex. (f(x, y, z) + fey, z, x) + fez, x, y» = ~(x, y)

est impossible, en dehors du cas banal ~= const, puisque Ie premier membre
est une fonction symetrique par rapport aux variables x, y, z, tandis que Ie
second membre de I'equation contient seulement les variables x,y. Dans Ie
Cas ou ~= const et ex. = ~= y, la solution generale de l'equation (8) est

f(x, y, z)=S(x, y, z)+S(y, z, x)+S(z, x, y)+ ~(x, y)

3 ex.

II reste encore i etablir si Ie systeme (8) et (8') peut admettre des
solutions dans Ie cas ou les constantes verifient la relation (4). Additionnant
les egalites (8) et (8'), nous obtenons

(S, arbitraire).

~(x, y)+~(y, z)+~(z, x)=O.

La solution generale de cette equation est

~ (x, y) = G (x)-G (y) (G, fonction arbitraire).
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Si l'on a ex=~=y, il vient ex=~=y=O. Supposons que ex7'=~.En faisant
la substitution
(9) exf(x, y, z)-~f(z, x, y) + G (y) = h (x, y, z),

on obtient l'equation h (x, y, z) = h (y, z, x).
La solution generale de cette equation est

hex, y, z)=H(x, y, z)+H(y, z, x)+H(z, x, y)

Donc, de (9) on trouve

(10) exf(x, y, z)-~f(z, x, y) =H(x, y, z) +H(y, z, x) + H(z, x, y)-G(y).

(H, fonction arbitraire).

De la, en per mutant cyc1iquement les variables x, y, z on obtient

exf(y, z, x)-~f(x, y, z)=H (x, y, z)+H(y, z, x)+H(z, x, y)-G(z),
(10')

exf(z, x, y)-~f(y, z, x)=H(x, y, z)+H(y, z, x)+H(z, x, y)-G(x).

De (10) et (10') on obtient

1
f(x, y, z)=- (H(x, y, z)+H(y, z, x)+H(z, x, y»

ex-~

1
- (ex~G (x) + or?G (y) + ~2G (z».

ex3- ~3

Si ex=~, on a ~7'=y. Par Ie meme procede on peut obtenir la solution
generale de l'equation (8) dans ce cas.

4. Soit !'equation

(11) exf(x, y, z) + ~f(y, z, x) + y fez, x, y) =6 (x, y, z),

dans laquelle ex, ~, y sont des constantes reelles, 6 une fonction reelle connue
et f une fonction reelle des variables reelles x, y, z. Par la permutation cycli-
que des variables, on obtient

exf(y, z, x) + ~f(z, x, y) + y f(x, y, z) = 6 (y, z, x),

exf(z, x, y)+~f(x, y, z)+yf(y, z, x)=6(y, z, x).

Dans Ie cas OU les coefficients remplissent 1a condition (7),
(11) et (11') on deduit la solution

6 (x, y, z) ~ y
1

f(x, y, z)=- 6 (y, z, x) IX ~ .
d

6 (z, x, y) y IX

(11')

du systeme

11 reste encore it etudier l'equation (9) dans Ie cas ou les constantes
sont liees par l'egalitie (4).

Additionnant les equations (9) et (9') nous obtenons

(12) (ex+~+y)[f(x, y, z)+f(y, z, x)+f(z, x, y)]

= 6 (x, y, z) + 6 (y, z, x) + 6 (z, x, y).
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Si les constantes satisfont a. la relation (4), l'egalite (12) peut avoir lieu
seulement dans Ie cas OU la fontion e satisfait a. la condition

(13) e(x, y, z) + e (y, z, x) + e (z, x, y) = O.

La solution generale de l'equation (13) est

e (x, y, z) =K(x, y, z)-K(y, z, x) (K, fonction arbitraire).

En raisonnant comme dans 3, nous pouvons supposer que rx#~. Si
I'on pose
(14) rxf(x, y, z)-~f(z, x, y)+K(y, z, x)=h(x, y, z),

l'equation (11) devient

(15) h (x, y, z) = h (y, z, x).

Done, la solution generale de (15) eSt

hex, y, z)=H(x, y, z)+H(y, z, x)+H(z, x, y)

et alors (14) devient

(16) rxf(x, y, z)-~f(z, x, y)=H(x, y, z)+H(y, z, x)+H(z, x, y)-K(y,z, x).

De la on tire

rxf(y, z, x)-~f(x, y, z)=H(x, y, z)+H(y, z, x)+H(z, x, y)-K(z, x, y),
(16')

rxf(z, x, Y)-~f(y, z, x)=H(x, y, z)+H(y, z, x)+H(z, x, y)-K(x, y, z).

En resolvant les equations (16) et (16'), on obtient

If(x, y, z)=-(H(x, y, z)+H(y, z, x)+H(z, x, y»
rx-~

I
(rx~K(x, y, z)+rx2K(y, z, x)+~2K(z, x,y».

rx3- ~3

Dans Ie cas ou les constantes satisfont aux egalites (3), on voit aisement
que l'egalite (12) est possible seulement si la fonction e(x, y, z) est symetri-
que par rapport aux trois variables.

La solution particuliere de I'equation fonctionnelle

rx[f(x, y, z) + f(y, z, x) + fez, x, y)] = e(x, y, z)
sera alors

f( ) e(x, y, z)x, y, z = ,
3rx

a. laquelle il faut ajouter la solution generale de l'equation homogene corres-
pondante

f(x, y, z) + fey, z, x) + fez, x, y) = o.
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