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SUR UNE EQUATION FONCTIONNELLE LINEAIRE*

Petar M. Vasi¢ et Radovan R. Janié
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Dans I’article [1] nous avons résolu I’équation fonctionnelle suivante:

©) FQA{xys-«» Xn—i,n-1> Xna)s A{Xnyy,1 Xnta, 25 oo s Xon1, 15 X2n, n})

n
= Z F(A{xu, cee s Xp—q,n—-1> -xn+k,n}’ A{xn+l.1’ voe s Xptk—1, k—1> Xnk>
k=1

Xntk41,k+1 « o xzn,n}) .
Dans cet article nous allons résoudre 1’équation fonctionnelle qui généra-
lisé I’équation (0).

Soit
A (x-vl’ Xst1,29 =+ > Xstv—2,v—15 Xrvs Xstv,vF1s <+ > xs+n—1,n)
= Xs1 Xsp AN Xsn
Xs 41,1 Xs+1,2 Xs+1,n
Xs+v—2,1 Xs+v—2,2 Xstvz, nt
Xry Xra Xrn
Xs+v,1 Xs+v, 2 Xs+v, n
Xr+n—1,1 Xrin_y.2 Xr4n—_1, n
et
en, rn+kF'(A (xu 9 s ey xn—l,n—la xnn) > s A (xm+1, 12 = Xrntk—1,k—1> Xrntk, ks
Xentk+1, k+1s - » x(r+1)n, n) » Tt A(-x(m—l)n-i-l.l LR xmﬂ-"))
=F(A (xll s oo Xy, n—1> xrn+k,n) > rery A (xm+1, 15+ s Xentk—1,k—15 Xnk>
Xentk+1,k+15 + x(r+1)n,n) L] A (x(m—l)n+1, 15+« > Xmn, n)) .

* Présenté le 1 novembre 1967 par D. S. Mitrinovié.
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Toutes les fonctions qu’on considére dans cet article sont des fonctions

réelles des variables réelles.
Nous allons considerer I'équation fonctionnelle suivante:

1 (m—l)F(A (X115 Xa25 - » x;t—l,"—l > Xnn)s e A(~"7(m—1)n-5-1, 15 < v s Xmn,n)
mn
= z en,vF(A (x11, X325 oo s Xn—q,n—1> xnn) 5 e A(-x(m—1)n+1, 15+« 5 Xmn, n))
v=n+1
Théoréme. La solution générale mesurable de I'équation fonctionnelle (1) est
Fu,uyy o.., tm)=Cuyu,- - -tp,

ot C est une constante réelle arbitraire.
Tout d’abord, nous demontrerons les lemmes suivants.

Lemme 1. On a
FO, u,u, ..., u,_)=0,

si au moins un des nombres u,, u,, ..., Uy, est égal a 0.

Démonstration. Si 'on pose
xj=x (@=1,2,...,mn; j=1,2,...,n),
de I’équation (1) on obtient

f0,0,...,0=0.
Posons

Xpnig, 1 =X (k=0,1,...,m—1); Xppy;,;=1(k=0,1,..., m—1;i=2,3,...,n)
et remplagons toutes les autres variables par 0. Alors, on obtient de (1):
#)) F(0,0,%x,, X3, oo s X))+ F(0, %, 0, x5, o0, Xppoy) + - -+ -

+F, x;, X5, ...y Xm—yp, 0)=0.

Soit E,—,={1,2,..., m—1} et S,(1<v<m—1) un sous-ensemble quel-
conque de E,_, contenant v éléments.
Supposons que l'on ait

3) F(0, v, %5 vy Ym)=0,
ou

V= 0 (i S SV) s
=i (l S Em—l\\Sv) .
Nous allons démontrer que
FO,w,,wy, ..., w,_)=0,
ol
W= 0 (l & S —l) >
=JYi (IEE —I\S —1)’
si ’hypothese (3) est vraie.
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En remplacant dans (2)
X;=w; (i=1,2,...,m—1),
d’aprés I’hypothese (3) on obtient
G—DFO, w,wy, ..., Wn_)=0.
Donc, nous avons démontré par induction que
FO,u,uyy ..., u,1)=0,
si précisément v (0<v<m—1) éléments parmi u,, u,, ..., U, sont égaux a 0.

Lemme 2. On a
Fu,u,...,uyy,0)=0.

Démonstration. Si I'on pose
Xnk=0 (k=1,2,...,0), Xpn—yynt+:.;=0 (i=1,2,...,n—1; j=1,2,...,n),
Xpmyn=1, Xpirx.x=1 E=0,1,...,m—2; k=2,3,...,n),
Xpivy,1=Uq ((=0,1,...,m=2),
d’aprés le lemme 1, de I’équation (1) on obtient (4).

Démonstration du théoréme. Nous allons démontrer le théoréme par induction.
Pour m=2, le théoréme est démontré dans ’article [1].

Supposons que le théoréme soit vrai pour m—1, c’est-d-dire que la so-
lution générale mesurable de I’équation fonctionnelle

) (m—2)f(A (*11» X35+« 5 Xn~y,n—1» Xnn) s < s A (x(m—z)n+1, 192+ x(m—1)n,n))

(m—1)n

2 0 Sy, Xy, oo Xaegnms Xnn) s -+ AXpnegynt1, 15+ -+ > Xn—1)n,n))
v=n+1
soit donnée par
(6) S, uy, .., thyy=Cuyuty- - -thy,_,,

ol C est une constante réelle arbitraire.
Si 'on pose dans I’équation (1)
Xn k= Xem—pynt1,ke (k=1,2,...,n),
Xomtynti,i=1 (i=2,3,...,n-1),

Xmn, n* Xn—1ynt1,1= 1> Xm—ynti, ;=0 ((=2,3,...,n j=1,2,...,i—1),

F(x;, %, ooy Xy D=F(X1, X5 oo vy Ximmy) s
d’aprés le lemme 2, on obtient I’équation (5).
Donc, d’aprés (6), on a
F(x,, Xy o oo s Xopey, D=Cx%,+ + + Xppy .
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En posant dans 1’équation (1)
Xnit1,1=Yir1 (=0, 1, ..., m—=2), Xy n="Ym,
Xk, =1 (@=0,1,... , m—2; k=2,3,...,n),
Xnem-nik k=1 (k=1,2, ..., n—1),

et en remplagant toutes les autres variables par 0, d’aprés le lemme 1, on
obtient

(8) F(yl,st--.,ym)=F(ylym,y2,.,.’ym_I,1)_
D’aprés (7) et (8), on a
(9) F(ylayz,...,ym):CylyZ...ym.

Inversement, nous allons prouver que la fonction (9) est justement la
solution de I’équation (1). A cet effet, considérons le déterminant

b X1, <. s Xgn 0 0 e 0
X Xoy Xon 0 0 0
Xn—1,1 Xn-i,2 Xn_gy,n O 0 0
10) D(j)= =0.
( ) (]) Xny Xny Xnn Xny Xny Xnn
Xnji+1,1 Xnj+1,2 Xnj+1,n Xnj+1,1 Xnj+1,2 Xnj+1,n
Xnj+n,1 Xnj+n,2 Xnj+n,n  Xnj+n1  Xnjin,s Xnjt+n,n

D’aprés identité (10) on conclut que I'identité suivante est vraie

m

—1 m—1

(11) z D (.]) ) H A (xm'+1, 1> Xnit2,2 ++ - s Xnitn, n) =0.

j=1 i=1
i#j

En évaluant le déterminant D (j) d’aprés la régle de Laplace et en uti-
lisant ’identité (11), on vérifie que la fonction (9) est une solution de I’équation (1).

La démonstration du théoréme est ainsi achevée.
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