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UBER EINE BRACHISTOCHRONE*
Stanimir Fempl -

Eine starre Linie — wie bekannt — nennt man Brachistochrone, wenn
lings deren ein Massenpunkt, von ein:n Kurvenpunkte, unter Einfluss irgend-
einer Kraft, in detr kiirzesten Zeit zum anderen Kurvenpunkt gelangt. Leibniz
und Jacob Bernoulli [1] I6sten das Brachistochronenproblem in dem Fall, wenn
der Massenpunkt blos durch sein eigenes Gewicht bewegt wird, und wenn s'ch
die Bewegung in der Nihe der Erdobzrfliche abspielt. In diesem Falle also,
stellt die bewegende Kraft einen konstanten Vektor dar. Man setzte noch voraus
dass die Kurve eine ebene Kurve ist. Spiter ist auch der Fall einer Raum-
kurve untersucht worden, und es zeigte sich dass die gesuchte Kurve in Wir-
klichkeit eine ebene Kurve darstellt, nihmlich eine Zykloide.

In dieser Arbeit untersuche ich eine Brachistochrone lings welcher ein
Massenpunkt abrollt, wenn auf ihn, ausser der Schwere, noch eine Zentralkraft

F=—kr (k>0
wirkt. Hier ist 7(x, ¥, z) der Radiusvektor, k eine Konstante. Da beide Krifte,

die Schwerkraft P -mg7€ (z-Achse sei nach oben gerichtet) und F Krifte-
funktionen U, und Uy besitzen, so ist [2]

Up= —mgz+ const, Up= —§r2+const.
. - - .
Da noch durch die Krifte P und F verursachte Bewegung konservativ ist, so

erhidlt man das Integral der lebendigen Kraft:

T=U+h=Up+Up+h (h = const).
Es ist also

(1) M- —Sr—mgz+h  (h=const).

Rechnet man die Anfangszeit .von der Lage E;(xo, Yo» Z9)» und die Anfangs-

geschwindigkeit v mit v, bezeichnet, so erhilt man

2
V= (‘ﬁ) — K 02—+ 28 (zo—2) + v
dt m

* Vorgelegt am 20 November 1966 auf Vorschlag von Prof. D. S. Mitrinovié.
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d. h.
L A—BE Co= /B R 2z,
(2) A k k c
K*=2, A=—ol+2gz v, B=—, C=—2g a=_—.
B mQO 82V m & ¢ 2B

Hier wihlt man z, so, dass 4 >0, also auch A/B positiv sei. Fiir 4<<0 hat
das Problem keine reelle Losung, da die rechte Seite von (2), wegen C <0,
keinen reellen Wert hitte. Damit das Problem iiberhaupt einen Sinn habe,
muss K2—r%+2az>0 sein. Dies wird erfiillt, wenn g, >r und z, >z ist; aber
es bestehen auch andere Moglichkeiten, die hier nicht besprochen werden.

Wegen ds?= (1 +y'2+z'%) dx? fo‘gt aus (2) fiir die Bewegungszeit #:

1+y7? +
\/B Kz‘r2+2az ©

wo ;1 (x,» ¥,» z;) den Endpunkt der gesuchten Kurve bedeutet.
Damit die Bewegungsdauer 7 ein Minimum erreicht, ist es notwendig das
Funktional

l+y2}z2
3
) f\/ 2—r2-L2¢zzz

zu untersuchen. Die Extremalen dieses Funktionals erhilt man, indem man
das System der Eulerschen Gleichungen [2]

of _d of _ yVi+yi _ d v 0
oy dx 0y \/(KZ-rit2az)’ X \JK-r+2az) (1+y7+77) ’

of _d of (- Vi+yiizt d v Y

0z dx 0z  \J(KE-F{2azy 4% \J(KZ-r+2az) (1+yi+27)

integriert. Setzt man der Kiirze wegen
&)=y 17%  W(x)=K -1 2az,

so reduziert sich das obige System auf

yQ _ d y, _y"@'l’—y’ (djyj)/

——— e = .

w3 dx ¥ oY

(z—- a)@ d z 2" O¥ -z (PPY
Y dx v Y2

s

und wegen
((DS”)’:Q;ZZ wp_ XY +(z—a)i¢,
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auf das System
yot=y ' OPWI—y (Y'Y + ') VY [x +py + (z—a) 2] @,
z—a) D =z" @22 (yy' +2 YV + 2 [x +yy +(z—a) '] D2
In den Ausdriicken fiir @ und ¥ erscheinen keine Ableitungen y”’ und z”.

Deshalb stellt das letste System ein System von zwei linearen Gleichungen
in Bezug auf »” und z” dar, und man bekommt

s A +y?+2Y) (y —xy) S 1+y?+2%) (z—-a—-x2)
K*—r*+2az ’ K*—r*4+2az

5

woraus
’” ’”

¥ z
y—xy z—-a—-xz

folgt. Nach Multiplikation dieser Gleichung mit —x und nach Integration folgt

. In(y—xy')=In[C, (z—a—xz2')],
woraus sich

y-cz 1
y-Ci(z-a) x
ergibt, und nach abermaliger Integration,
Cix+Cy+z—a=0,

wo C, und C, neue Integrationskonstanten bedeuten. Aus diesem Ausdruck
ersicht man dass die gesamte Bewegung sich in einer durch den Punkt
S(0, 0, @) hindurchgehende Ebene abspielt. Es ist nicht schwer zu zeigen dass
die Richtungen sdmtlicher, wihrend der Bewegung auf den Massenpunkt wir-

kender resultiernder Krifte F+F durch den Punkt S gehen. Die gesuchte
Brachistochrone muss also in einer durch den Anfangspunkt, Endpunkt und
durch den Punkt S gehende Ebene liegen.

Auf Grund des erwihn'en, kann sich das Problem merklich vereinfachen.
Wenn man das Koordinatensystem XOY in die Ebene der Kurve legt, so wird
sich das System der Eulerschen Gleichungen auf nur eine Gleichung reduzieren,
in welcher nur eine unbekannte Funktion y mit ihren beiden Ableitungen
erscheinen wird. Es ist noch bekannt dass die Eulersche Gleichung invariant
ist [3]. Ob also eine Kurve zur Extremale wird oder nicht, hingt nicht von
der Wahl des Koordinatensystems ab. Deshalb kann man schon im Grundin-
tegral (3) eine Koordinatentransformation durchfithrén, ndmlich rechtwinkelige
— durch Polarkoordinaten zu ersetzen. Setzt man also x=rcosf, y=rsinl

in das Integral J= f \/Hylz dx, so folgt

(4) f\/r+r ; r(00)="0, r(61)=r1,

und man wird dem Funktlonal (4) entsprechende Extiemalen erhalten,
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Das letzte Integral ist um so einfacher, da die Grdsse 6 nicht explizit
erscheint. Deshalb kann man sogleich das. erste Integral der Eulerschen Gleich-
ung schreiben [4], ndmlich

P of \/r2 vz, r’
Y 2 ——=C = 1).
(5) f r or’ K2_p? r \/(r2+r,2) (K2 ‘l’z) 1 ( cons )

Aus dieser Gleichung erhilt man

, o dr oy VA +CHrr—C2K?
d C, VK -1

(6) r

und das Integral dieser Gleichung ist

. (1+2CHr*-2C2K? .2 Hr-(1+2CHK?
(7) 20+C2==arcsm(+~&——l———r€‘:,arcsm d+GHr-a+267 .
r VI+C? K?

Die durch die Punkte (r,, 6,) und (r,, 6,) gehende, dem Problem entsptechende
Extremale, findet man, indem die Anfangsbedingungen benutzt werden. Setzen
wir voraus dass die Konstanten C, und C, auf Grund der Anfangsbedingungen
bestimmt sind (diese Frage werde ich noch am Ende der Abhandlung tritieren),
so ist noch notig die Natur der Kurve (7) zu bestimmen. Dies ist mdglich,
indem man die Gleichung (6) benutzt, und die Ableitung r"’ die aus dieser
Gleichung folgt, und wenn man die natiirliche Gleichung der Kurve

d 1
o)
ds 9’
3
r*+r? 2“
Pe2r—rr”

zusammenstellt. Hier ist

Q:

der Kriimmungshalbmesser im Punkte (r, 8). Nach kiirzerer Rechnung erhilt
man fiir p den Ausdruck

®) ¢~ —2 VK—P,
wihrend aus (6) folgt ]

P — 2
\/r2+r’2d0=ds=——~r____—~d6 .
Cl\/Kz_rz
Da noch auf Grund (8)
2__ K2 __(C2,2 _ rdr
r?== K*—C*p?%, do VR
folgt, so ist
do 1 dr ' A+CHrP-C2K?

9 Lo
ds r dbf r Cl\/szrz

Deshalb lautet die natiirliche Gleichung der Kurve

(10) de_K \[1_crazen
! dS Clz 92 KZ
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Diese Gleichung stellt die natiirliche Gleichung einer Rollkurve dar. Wenn
nimlich auf einem Kreis mit dem Halbmesser a ein anderer Kreis mit dem
Halbmesser b ohne gleiten abrollt, so lauten die Parametergleichungen einer
solcher Rollkurve

x=(a+b)cosu——bcos££~13u, y=(a+b)sinu—bsin#u.

Im speziellen Fall, wenn a und b gleichbezeichnet sind, so stellen diese Gleichun-
gen eine Epizykloide dar, und wenn nicht, eine Hypozykloide. Fiir den Kriim-
mungshalbmesser ¢ erhidlt man aus den obigen Gleichungen

4b (a+b) sin f—u

2b do 2a(a+b) a

p=———°"—, = =" cos —u,
a+2b du a+2b 2b

und fiir das Bogenelement ds,
d—s=2(a+b)sin L,
du 2b
so dass
e =1 ctg 2Ly
ds a+2b 2b

folgt. Da noch aus dem Ausdruck fiir o

ctg L u VI BT ai2b

(a+2b)o
folgt, so ist
(1n ‘i’g:iﬂ:ﬁ)\/L_[_ﬁiJz,
ds (a+2b)? @ 4b(a+b)

und das ist die natiirliche Gleichung der Rollkurve. Wenn man (11) mit (10)
vergleicht, so erhilt man ‘

4ab(a+b) K at+2b | CA/1+Cp?
@@r2bF Cp’ dba+h) X

(12) +
Nach Multiplikation dieser Gleichungen folgt

b C,

(13) 2 ” + Jhie
Der Ausdruck auf der rechten Seite ist immer negativ, und das bedeutet dass
die Grossen a und b entgegengesetzt bezeichnet sind. Auf Grund der Tatsache
dass zwei Kurven dann und nur dann kongruent sind wenn sie dieselbe
natiirliche Gleichung besitzen (Ausnahme sind Kreise und Geraden, fiir welche
o0=R, dp/ds=0 und ¢= %) [5], kann man behaupten dass die gesuchte Extre-
male eine Hypozykloide darstellt.

Wenn man den gefundenen Wert fiir b/a in die zweite Gleichung (12)
substituiert, so folgt

_K(W/1+C2FC)
24/ 1+C}

b
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Jedenfalls ist b positiv, da K >0 ist, was man aus (2) ersicht. Weiterhin,
wenn man in (13) den so gefundenen Wert b substituiert, so folgt a = —K.
Aus (13) ersiecht man noch dass 2|b/a| <2 d.h. b<|a| ist. Deshalb

kann man b=0|a| (0 <0<1) setzen, und der Gleichung der gesuchten Extre-
male kann man die Gestalt

i=(1—0)cosu+0cosl—_‘?u, l=(1—0)sinu—05ink~0u

K [ K 0
geben.

Von Interesse ist noch die Frage, ob sich die Konstanten C, und C, so
bestimmen lassen, dass die Kurve durch zwei im Vorhinein gegebene Punkte
(ro» 0p) und (r,, 0,) geht. Aus (7) ersicht man dass die Ausdriicke neben
arcsin im Intervale [—1, + 1] liegen miissen. Das wird immer der Fall sein,
wenn fiir r

(14)

i“K <r<kK
Vv 1+C?

gilt. Dabei ist K durch Konstanten ausgedriickt die sich auf das neue Polarko-
ordinatensystem beziehen. Wegen ry2=x,2+ y 2 + (zy—@)?* = 0, —2az,+ a®> nidm-
lich, und wegen z,=0, ist im Bezug auf das neue System p,*=r,>—a?, so dass

k
:"’1“1‘("02-“2) + vy

foigt. Da noch B und C invariant sind, so ist

Im speziellen Fall vy=0, wenn man noch das Gewicht des beweglichen
Punktes nicht beachtet, so folgt aus (2) dass |a|=r,, weil Up=0 ist, und
deshalb ist K=r,.

Am Ende, erwdhnen wir noch folgendes: Wegen K > r ersieht man aus
der Eulerschen Gleichung (5) dass C, reell und positiv ist. Wenn man in J
den Integrand mit f bezeichnet, so ist

rf v

oF’? - \/(1(2_~r2)v(-r2:r'2)3 )
Dieser Ausdruck ist positiv und dreimal differenzierbar. Deshalb sind die not-
wendige Bedingungen fiir ein starkes Minimum erfiillt. Aus der Natur des

Problems kann man schliessen dass dieses Minimum unter Bedingtingen (14)
auch verwirklicht sein wird.
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