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OBER EINE BRACHISTOCHRONE*

Stanimir Fempl

Eine starre Linie - wie bekannt - nennt man Brachistochrone, wenn
liings der~n ein Massenpunkt, yon ein:m Kurvenpunkte, unter Einfluss irgend-
einer Kraft, in del ktirzesten Zeit zum anderen Kurvenpunkt gelangt. Leibniz
und Jacob Bernoulli [I] 16sten das Brachistochronenproblem in dem Fall, w~nn
der Massenpunkt bios durch sein eigenes Gewicht bewegt wird, und wenn s:ch
die Bewegung in der Niihe der ErdoberfHiche abspie~t. In diesem FaIle also,
stellt die bewegende Kraft einen konstanten VektoI dar. Man setzte noch voraus
dass die Kurve eine ebene Kurve ist. Spa!er ist auch der Fall einer Raum-
kurve untersucht worden, und es zeigte sich dass die gesuchte Kurve in Wir-
klichkeit eine ebene Kurve darstellt, nahmlich eine Zykloide.

In dieser Arbeit untersuche ich eine Brachistochrone Hings welcher ein
Massenpunkt abrollt, wenn auf ihn, ausser der Schwere, noch eine Zentralkraft

--+ --->

F= -k r (k > 0)
--+

wirkt. Rier ist r (x, y, z) der Radiusvektor, k eine Konstante. Da be ide Krafte,

die Schwer kraft P= -mgk (z-Achse sei nach oben gerichtet) und F Krafte-
funktionen Up und UF besitzen, so ist [2]

U
k 2Up= -mgz+const, F= --r +const.
2

Da noch durch die Krafte P und F verursachte Bewegung
erhiilt man das Integral der lebendigen Kraft:

T= U +h= UF+ Up+h

konservativ ist, so

(h = canst).
Es ist also
(1) (hI = cbnst).

--+
Rechnet man die Anfangszeit van der Lage eo (xo' Yo' zo), und die Anfangs-

geschwindigkeit -; mit ~ bezeichnet, so erhiilt man

v2= (dS )
2

= "- (eo2-r2) + 2g (zo-z) + vo2
dt m

*
Vorgelegt am 20 November 1966 auf Vorscblag von Prof. D. S. Mitrinovic.



24 Stanimir Fempl

c= -2g,
C

a=-.
2B

Hier wiihlt man Zo so, dass A> 0, also aueh AIB positiv sei. Flir A ~ 0 hat
das Problem keine reelIe Losung, da die reehte Seite von (2), wegen C < 0,
keinen reelIen Wert batte. Damit das Problem iiberhaupt einen Sinn habe,
muss K2-r2 + 2az > 0 sein. Dies wird erfiiIlt, wenn eo> r und Zo> z ist; aber
es bestehen aueh andere Mogliehkeiten, die hier nieht besproehen werden.

Wegen ds2 = (1 + y'2 + Z'2) dx2 foJgt aus (2) fUr die Bewegungszeit t:

Xu

wo ~(XI' YI' zJ) den Endpunkt der gesuehten Kurve bedeutet.
Damit die Bewegungsdauer t ein Minimum erreieht, ist es notwendig das

Funktional

(3)

X,

J ~
l+y'2+?2

J= --- dx
K2 -r2 + 2az

Xo

zu untersuehen. Die Extremalen dieses Funktionals erhiilt man, indem man
das System der Eulersehen Gleiehungen [2]

~[-~ of
==

YVl+y'2+z'2

oy dx Oy' v(K2~r2+2az)3

of_~ of
==

(z-a)Vl+y'2+z'2
-~ z'

- =0OZ dx oz' v(K2-r2+2az)3 dx v(K2-r2+2az) (1+y'2+Z'2)

integriert. Setzt man der Kiirze wegen

f/J (x) = VI + y'2 + Z'2,

so reduziert sieh das obige System auf

yrp
= ~ L =y"rplJl-y' (rplJl)'

1J13 dx rplJl rp21J12

(z - a) rp
- -"-- ~ =

z" rplJl- z' (rplJl)'

1J13 dx rp IJI rp2 1J12

und wegen

( f/J'P )
' =

y' y" + z' z"
'P -

x + y' + (z - a)~ f/J
rp IJI'
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auf das System

y (/)4= y" cp2'lJ2_y' (y' y" + z' z") tp2
+ y' [x + yy' + (z-a) z'] (/)2,

(z--a) (/)4
= z"

(/)2 tp2_Z' (y' y" + z' z") tp2 + z' [x -+-yy' -+-(z-a) z'] (/)2.

In den Ausdrticken flir (/) und tp erscheinen keine Ableitungen y" und z".
Deshalb steHt das letste System ein System von zwei linearen Gleichungen
in Bezug auf y" und z" dar, und man bekommt

"
(1 + y'2 + Z'2) (y - xy')y = ,

K2
-

r2 + 2az
"

(1+y'2+Z'Z) (z-a-xz')
z =

K2 - r2+ 2 a z '
woraus

y"
--y - xy' z - a - xz'

folgt. Nach Multiplikation dieser Gleichung mit -x und nach Integration folgt

In (y-xy') = In [CI (z-a-xz')],

y' - C,z' 1
woraus sich

y-C!(z-a)

ergibt, und nach abermaliger Integration,

Clx+C2y+z-a=0,

wo CI und Cz neue Integrationskonstanten bedeuten. Aus diesem Ausdruck
ersieht man dass die gesamte Bewegung sich in einer durch den Punkt
S (0, 0, a) hindurchgehende Ebene abspielt. Es ist nicht schwer zu zeigen dass
die Richtungen samtlicher, wahrend der Bewegung auf den Massenpunkt wir-

-+ -+
kender resultiernder Krafte F + P durch den Punkt S gehen. Die gesuchte
Brachistochrone muss also in einer durch den Anfangspunkt, Endpunkt und
durch den Punkt S gehende Ebene liegen.

Auf Grund des erwahn~en, kann sich das Problem merklich vereinfachen.
Wenn man das Koordinatensystem XO Y in die Ebene der Kurve legt, so wird
sich das System der Eulerschen Gleichungen auf nur eine Gleichung reduzieren,
in welcher nur eine unbekannte Funktion y mit ihren beiden Ableitungen
erscheinen wird. Es ist noch bekannt dass die Eulersche Gleichung invariant
ist [3]. Ob also eine Kurve zur Extremale wird oder nicht, hangt nicht von
der Wahl des Koordinatensystems ab. Deshalb kanl1 man schon im Grundin-
tegral (3) eine Koordinatentransformation durchflihien, namlich rechtwinkelige
- durch Polarkoordinaten zu ersetzen. Setzt man also x = r cos (), y = r sin 0

x

in das Integral J = J
X!

/1 + y'2 dx, so folgt
K2 - r2

(4)

Xo
o!

J = J
1~2+;;;

de.
V K2-r2 '

°0
und man wird dem Funktional (4) entsprechende Extlemalen erhalten.
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Das letzte Integral ist urn so einfacher, da die Grosse () nicht explizit
erscheint. Deshalb kann man sogleich das erste Integral der Eulerschen Gleich-
ung schreiben [4], namlich

(5) ( = const).

Aus dieser Gleichung erhalt man

(6)

und das Integral dieser Gleichung ist

(7)

Die durch die Punkte (ro, ()o) und (rl' ()l) gehende, dem Problem entsptechende
Extremale, findet man, indem die Anfangsbedingungen benutzt werden. Setzen
wir voraus dass die Konstanten C1 und Cz auf Grund der Anfangsbedingungen
bestimmt sind (diese Frage werde ich noch am Ende der Abhandlung tratieren),
so ist noch notig die Natur der Kurve (7) zu bestimmen. Dies ist moglich,
indem man die Gleichung (6) benutzt, und die Ableitung r" die aus dieser
Gleichung folgt, und wenn man die natiirliche Gleichung der Kurve

zusammenstellt. Hier ist
3

(r2 + r'2)
2

e r2 + 2r'2 - r-?'

der Kriimmungshalbmesser im Punkte (r, (). Nach kiirzerer Rechnung erhalt
man fUr e den Ausdruck
(8)

wahrend aus (6) folgt
-~ r2dO

-J r2 + r'2d() = ds= -~=.
C1 V K2-r2

Da noch auf Grund (8)

folgt, so ist
de

=~
dr

=~=
y(1+C12)r2-Ct'K2

ds r dO r C1yK2~r2

Deshalb lautet die natiirliche Gleichung der Kurve

(9)

( 10)
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Diese Gleiehung stellt die natiirliehe Gleiehung einer RoIlkurve dar. Wenn
niimlieh auf einem Kreis mit dem Halbmesser a ein anderer Kreis mit dem
Halbmesser b ohne gleiten abroIlt, so lauten die Parametergleiehungen einer
solcher RoIlkurve

( b) b
a + b ( b) ' b

. a,+b
x= a+ eosu- eos-u, y= a+ SInU- SIn-U.

b b

1m speziellen Fall, wenn a und b gleiehbezeiehnet sind, so stellen diese Gleiehun-
gen eine Epizykloide dar, und wenn nieht, eine Hypozykloide. Fur den Kriim-
mungshalbmesser e erhiilt man aus den obigen Gleiehungen

a
4b (a+b) sin-ll

2b
e=

a+2b
de 2a(a+b) a
-=--eos-u
dll a+2b 2b'

und fUr das Bogenelement ds,
ds

=2(a+b)sin ~u,
dll 2b

so dass
de a a
-=-etg-u
ds a+2b 2b

folgt. Da noeh aus dem Ausdruek fur e

etg~u= :::!::
y'16lJ2(a+b)2-(a+2b)2e2

2b (a+2b)e
folgt, so ist

de 4ab(a+b) 11 [ a+2b

J

2

(11) d-; =:::!::
(a + 2b)2 Ve2 -

4b (a + b)
,

und das ist die natiirliehe Gleiehung der RoIlkurve. Wenn
vergleieht, so erhiiIt man

man (11) mit (10)

(12)
4ab«(f+b) K a+2b C, y'f+C,2

::I: (a+2b)2 =C1>' 4b(a+b)= ::I:--K-'

MuItiplikation dieser Gleiehungen folgt

2!!...= ::I:-~~l.
a yIT+C;2

Naeh

(13)

Der Ausdruek auf der reehten Seite ist immer negativ, und das bedeutet dass
die Grossen a und b entgegengesetzt bezeiehnet sind. Auf Grund der Tatsaehe
dass zwei Kurven dann und nur dann kongruent sind wenn sie dieselbe
naturliehe Gleiehung besitzen (Ausnahme sind Kreise und Geraden, fUr welche
(!= R, de/ds= 0 und e = 00) [5], kann man behaupten dass die gesuehte Extre-
male eine Hypozykloide darstellt.

Wenn man den gefundenen Wert fUr b/a in die zweite Gleiehung (12)
~ubstituiert, so folgt

b =
K (y'T+C? =FC1)

.
2 V 1+ c/
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Jedenfalls ist h positiv, da K> 0 ist, was man aus (2) ersieht. Weiterhin,
wenn man in (13) den so gefundenen Wert b substituiert, so folgt a =-K.

Aus (13) ersieht man noch dass 21 bla I< 2 d.h. b < ia list. Deshalb
kann man b = ()Ia i (0 <

()~ I) setzen, und der Gleichung der gesuchten Extrc-
male kann man' die Gestalt

x 1-0
- = (I-()) cos u + ()cos -U,
K 0

y
(I () . () . 1-0

- = -) Sill U- Slll-U
K 0

geben.
Von Interesse ist noch die Frage, ob sich die Konstanten Ct und Cz so

bcstimmen lassen, dass die Kurve durch zwei im Vorhinein gegebene Punkte
(ro, ()o) und (rl' ()t) geht. Aus (7) ersieht man dass die Ausdrucke neben
arc sin im Intervale [-I, + I] liegen mussen. Das wird immer der Fall sein,
wenn fUr r

CIK
--;==- ~ r ~ K
V I+C,'

gilt. Dabei ist K durch Konstanten ausgedruckt die sich auf das neue Polarko-
ordinatensystem beziehen. Wegen r02=x02+Y02+(zo-a)2=e02-2azo-+-az niim-
lich, und wegen Zo= 0, ist im Bezug auf das neue System e02= r02-a2, so dass

A
k ( z 2 2=--ro-a)+vo
m

( 14)

folgt. Da noch B und C invariant sind, so ist

K2 =
_1-[~ (r02- a2) -+-V02

]
.

B m

1m speziellen Fall Vo= 0, wenn man noch das Gewicht des beweglichen
Punktes nicht beachtet, so folgt aus (2) dass lal=ro' weil Up=O ist, und
deshalb ist K = ro.

Am Ende, erwiihnen wir noch folgendcs: Wegen K): r ersieht man aus
der Eulerschen Gleichung (5) dass CJ reell und positiv ist. Wenn man in J
den Integrand mit f bezeichnet, so ist

tJ'f r'
tJr"

-
V(K' - r')(",+ r'2)3

.

Dieser Ausdruck ist positiv und dreimal differenzierbar. Deshalb sind die not-
;wendige Bedingungen fUr ein starkes Minimum erfUllt. Aus der ~Natur des
Problems kann man schliessen dass dieses Minimum unter Bedingut)gen (14)
auch verwirklicht sein wird.
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