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Introduction

1. Les vocables les plus usuels étant pris souvent, dans la littérature,
avec des significations différentes, on précise les définitions suivantes.

Un quasigroupe Q =E (-) sur un ensemble £ est un systéme multiplicatif
a division bilatére: pour toutes valeurs de a, b dans E les équations x-a=
=b & a-y=>b ont une solution unique en x & y.
Le transposé d’un quasigroupe X =FE(-) est le quasigroupe R=E(x)
défini par
Vx,y, z€ E, XY=z = zZxXx=y.

Q est alors dit le transposé G—D de R; on note R=QP!%3, Q= RP32,

Un quasigroupe est demi-symétrique s’il coincide avec ses deux transposés.
On le notera 9.

Deux quasigroupes Q=E( ) et H=E(-), sur le méme ensemble, sont

isotopes si
VEn Le€, xy=z = x&-yn=z_.

L’isotopie transposée d’une isotopie I= (&, n, {) est I'isotopie 1[P'%] =(Z, &, ),
({11, p- 89, Ne 2), que I'on notera I,. De méme I[P132]=(y, ¢, &).

Une isotopie qui applique un quasigroupe Q sur lui-méme est une auto-
topie de Q; Q(X, Y, Z)=Q. L’ensemble Ay, ou A, des autotopies de Q est le
groupe d’autotopie de Q. Par A, nous entendons l’ensemble des (Z, X, ¥)=
=(X, Y, Z), quand (X, Y, Z) décrit U.

Une isotopie est homogéne quand ses trois composantes sont semblables.

* Presenté le 20 novembre 1966 par D. S. Mitrinovic.
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Deux isotopies sur un méme ensemble E, T=(p, q,r) et T'=(p’, ¢', r)
sont semblables s’il existe une .isotopie I=(&, 5, {) € &, transformant T en T,
c’est-a-dire satisfaisant a

E-lpé=p's nlan=4q; 'ri=r,
ou, plus brievement [-'TI=T'. La similitude définit une partition.

Le centre Z. d’un groupe G est ’ensemble des éléments de G permuta-
bles avec tous les autres. Le normatisateur N d’un complexe de G est I’ensemble
des éléments de G qui transforment ce comlexe en lui méme. Si Q =D H, une
T-isotopie de Q est une isotopie de la forme T'= H-'H, ol H applique D sur Q.

2. Notations. Autotopie (X, Y, Z). Groupe d’autotopie U. Groupe d’au-
tomorphisme 4. Quasigroupe demi-symétrique D. Complexe des autotopies
homogénes Z6. Centre Z. Normalisateur N. Cardinal de I’ensemble E, | E|.
Si Q=9DH, on note Ty, ou T=H'H, et np={I>(T'IT) [P}, I Uy;
(%Q=H_1 U%mH .

3. Si U est le groupe d’autotopie de Q, celui de son transposé sera U, et,
si Q est demi-symétrique, W et W, seront confondus.

Preuve. Soit (X, Y, Z) une autotopic de Q =E () et soit R=E(-)=QP1%3;

alors
ab=c = b=c-a = @X)(bY)=cZ = (cZ)-(aX)=0bY,

donc (Z, X, Y) est une autotopie de R.

Si =R, X,Y,2)cUA = (Z, X, YU et A=N,; ce qui est aussi une
conséquence de [2], Ne 2, (i). La réciproque n’est pas vraie.

La propriété A=A, des quasigroupes demi-symétriques est remplacée,
dans le cas des quasigroupes quelconques, par la suivante.

4. Si lisotopie K appliqgue Q=E () sur son transposé

(i) K transforme W, groupe d’autotopie de Q, en U,

(ij) Si N est le normalisateur de A dans S3., le normalisateur de U, sera N,.

(ijj) K- NK=N,.

(iv) On obtient toutes les isotopies K, jouissant de la méme propriété, en
multipliant K par N,, ou N par K.

Preuve. (i) Soit Q' =QP1?3; QK=Q' = Q'K-'IK=0’ (1€ A) donc K-1IK
est une autotopie de Q’; ainsi

KUK e U,; K'AKCH,,

et comme les deux groupes sont isomorphes, K—1UA K=,

(j) Si n€N, n-In=re¥, donc ny'I,n, =I,([1], p- 90,2). Ainsi N,
est 'ensemble des isotopies qui laissent %[, invariant.
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(ij) Si n€EN, on a n ' UAn=NA, ou’

(K~1n1K) (K- U K) (K- nK) =K1 A K
donc
K- 'n'K)A, (K~ 'nK)=U,; ainsi K-'nKEN,.

(iv) Si K et K, transforment % en ¥, on.a
vIE, K-1IK=Iy ANKyIK, =1,
d’ou
I=KI K- 'ANKT"KIy K- K, =1 .
Cela signifie que (K—!'K,) transforme A, en lui-méme, d’olt {K;}=KN,.
Réciproquement, si K, € KN, et K-'A K=9,, on aura

VIS, (K-'K)~' I, (K1 K,) = Ix.

En posant J=KI, K~', ou K-'JK=1I,, on voit que J est une autotopie de Q
puisque K transforme, par hypothése, A en U,. L’égalité Kj 'JK,=I« exprime
que K, jouit de la méme propriété que K. En particulier, comme A, CN,,
les KU, jouissent de la méme propriété que K. La fin résulte de K~ NK= N, (ijj).

Dans ce travail, parmi les isotopies K qui transforment % en %, on con-
sidérera celles qui sont définies comme le produit T=H-!'H,, ot H-! est une
isotopie projetant Q sur un quasigroupe demi-symétrique, et que ’on nommera
des T-isotopies,

Q-DH, > T=H-'H,.

L’application =

5. Si Q est un quasigroupe isotope d’'un quasigroupe demi-sumétrique, D,
Q=DH, et 6 le complexe des autotopies homogénes de Q,

(i) Toute T-isotopie H—' H, transforme chaque autotopie de Q en la trans-
posée d’une autre: T*UAT=Y,.

(ij) Si Ta=T-1, alors T' transforme % en A[P'?.

(ij) L’application m={I —~(T-1IT)[P'3?)} est un automorphisme de .

(iv) = est identique ou du 3% ordre. ’

(v) |¥A] = |F6| (mod 3) (dans le cas fini).

(vi) Les autotopies de Q invariantes par n forment un groupe, 93, qui est
isomorphe au groupe d’automorphisme, _jp, de D.

Preuve. (i) Soit Q=D H un quasigroupe isotope, par H, d’un quasigroupe
demi-symétrique D. Donc 2y contient, avec toute autotopie J, sa transposée
Jye (Ne3). Par suite Q admet les autotopies

I-H-'JH, I’=H‘1J*H€9[Q,
d’oll
J=HIH, Jy=HI'H,
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Mais [1], p. 90 Ne 2, :
Jo=H, I, Hy ",
donc
HI'H-'=H,I, Hy'
et
(H'H) 'I'(H'Hy)=1,; T-'I'T=1I,.
(ij) La démonstration est analogue. On peut aussi la déduire de
T UAT=%,.
(ijj) L application z est bijective car a—t=(J > TJ, T1).

D’autre part
VLIEA, (In)(Jm)=[TIT)(T-UD)ys = (T~ UT),, ~ (1)) 7.
(iv) vied, al=(J->T7,TY.
Supposons que 7 déplace J, alors
a2 [J > T(TL, T, T = (J > TT,Jyu Tx T,
ou, avec la notation de (ij), (T’ =TT,),
' al=(J~>T"J,,TY.
Enfin,
A3 =[J > T(T' T TV T-1]=(J > TTJTs ' T-Y)
et puisque
T-1=T,, a3=(J~>J)=1.
Si, VJE U, = ne déplace pas J, alors z sera identique.

Remarque. La proposition n’est vraie que si T est une T-isotopie. Si K transforme
seulement 9 en ¥, Papplication {I —(K—'IK)[P**?]} ne sera pas nécessairement du 3i¢éme ordre.

(v) Toute isotopie, I, semblable a4 sa transposée I,, est homogéne; donc I
et Iz ne peuvent étre semblables si I n’est pas homogéne. Soit C, (N 1), la
classe des autotopies de Q, semblables & (X, Y, Z) &€ 6.

On aura
Cn=C; Cma=C,; C,n=C,
ou C, C,, C, sont disjointes et de méme puissance; par conséquent dans le cas fini,
|C,+C,+C|=3|C|=0 (mod3) ou |A—-F6|=0 (mod3).

On en conclut qu'un quasigroupe fini pour lequel |N—S6| est premier
avec 3 ne peut étre isotope d'un quasigroupe demi-symétrique.

(vi) a). Si zy laisse invariants I, JE ¥, alors

I,=TT, J,=T-UT; J;'=T-1J-'T,
donc
‘ 1,0 =T-UTT-1J-'T=T-1 (IJ-Y) T=(IJ-Y),

et 7 laisse IJ-! invariant. Ainsi ’ensemble des I, J est un groupe.
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b). Si IEA,, a cause de Q=DH, on voit que HIH'="U est une auto-
topie de ®; d’autre part, puisque T=H~'H,, on a
I,=H,'HIH-'H, - H,'UH,;
en posant U=V, I’égalité des deux membres extrémes entraine
I=H-'VH ou V=HIH'=U=V,.
Cela signifie que U est un automorphisme de D.
Ainsi {I}=H' AH=, 4 étant le groupe d’automorphisme de D.

Remarque. L’ensemble des I satisfaisant I,=T-'IT est toujours un groupe, méme si T
n’'est pas une T-isotopie et satisfait seulement aux conditions du MNe 3; mais, dans ce cas, la
démonstration b) n’est plus valable et le groupe {/} n’est plus isomorphe & 4.

Etude de Pensemble des =

6. Si T est une T-isotopie du quasigroupe Q =9 H,
(i) On obtient toutes les autres par la formule T,=J-'TJ, ou J décrit Up.
(ij) L’ensemble des T, est contenu dans le complexe Y T=TU,.

(ijj) Si B est le sous-groupe de Wy, transformé par H du groupe d’auto-
morphisme de D, I'ensemble des autotopies I < Wy pour lesquelles HI donne nais-
sance d la méme T-isotopie est ta classe latérale 3 J, ot J est I'une d’elles.

(iv) Les applications w,, définies par les diverses T, sont toutes semblables
et 7, =Ank=, ott A=(I—J"11)).

Preuve. (i) Soit T une T-isotopie de Q=DH; on a donc T=H"'H,.
Toute isotopie H,, projetant D sur Q est H,=HJ, J& U,, et il lui correspond
la T-isotopie T,=Hi 'H,,=J'H‘HJ,=J'TJ,.

(ij) Par hypothése VI U, T-UT=U,, ou I"'T=TUy', U< Soit
H, =HJ l'une quelconque des isotopies qui projettent D sur Q; d’apres (i),
T, =J-TJ,.

Posons T,=VT, donc V=J-1TJ, T-!, mais, par hypothése,

JIIT=TW;', wed)

V-TW;'J,T-1=T(W-\)), T,
T-WT = (W-1)),.

Or W-1Jc ¥, donc, le transformé de V par T étant dans U, V est une
autotopie de Q. Comme T,=¥T, I’ensemble des T, est contenu dans AT, ce
dernier étant d’ailleurs confondu avec T¥,.

(ijj) D’aprés (i), on a
T,=J-TJ,, T,=I-'TI,, (T fixe).
Pour que T,=T, il faut et il suffit que
JTT, =TI1TI,,
-\TI I3 =T,
T-1(IJ-Y) T=(1J-),.

donc
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Cela exprime que (IJ') est transformé en sa propre transposée par T,
donc [Ne 5 (vi)], :
e H?' 4H=9.

L’ensemble des I est la classe latérale 3 J.

(iv) On a

n={I - (T-'T) [P*¥]},

ou, en posant ‘

A=(I-JIUY), (J fixe € Ap),

IA=JIJ-, Iim=(T-\JIJ-T)[P'¥]
(I An)y = T-\JIJIT.
D’autre part

(In)e=Ti 'IT,, (T,=J-'TJ,), (i)

d’ou
(I =Jx (T-NT) I, = Ji ' (1 )y T,
I, =J YT An)J=12Anl",
7, = AnAL.

Remarques. 1. Q peut étre _isotope de deux quasigroupes demi-symétriques non iso-
morphes, ® et ¥’. Alors les applications 7z relatives 2 D ne sont pas nécessairement sem-
blables aux = relatives a <T'.

II. 1I découle de (ijj) que I'ensemble des T (distinctes) a pour cardinal Agp: 73, c. & d.
Iindice de 4, groupe d’automorphisme de D dans son groupe d’autotopie.

III. Pour avoir la totalité des T-isotopies (distinctes) il suffit de multiplier par 1’'une
d’elles un systéme de représentants des classes latérales B17: {T,}=(, I, I', I”, .. ) T.

7. Si m et m, sont deux applications définies comme au Ne 5 (ijj)
(i) Chacune est le produit de I'autre par un automorphisme interne de .

(ij) Pour que deux T-isotopies, T & T,, définissent la méme application =
il faut et il suffit que T,T-! appartienne au centre de Ug.

(ijj) Si U est abélien, toutes les m se réduisent d une seule.

(iv) L’ensemble des n distinctes a pour cardinal (N: 8) [\ Z M|, oi
M={T,T-%}, T fixe, T, ={T}.

Prevve. (i) Soient T et T, deux T-isotopies donnant naissance aux deux
applications 7z et 7, (Ne 5, ijj)

n={I-(T-'IT) [P},
my={I—(T7 " IT) [P},

On sait, (N 6, ij) que T,=JT, JE€ YUp.
On a donc
n, —{ - (T-1J-'IJT) [P1?]},

de sorte qu’en posant a=(I—~J-'1J), on a

7!1 = Q7
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(ij) Pour que m=u, il faut et il suffit que a=1 ou,
vIEY, J-J=1, JEZ, T,T-'€ Z.
(ijj) Si A est abélien Z=A et a est identique.

(iv) Soit L I’ensemble de toutes le T-isotopies (distinctes). On sait (Ne 6,
Rem. 1II), que, si T et T, sont deux d’entre-elles, on a toujours

T,T-'=I€ .

Soit T fixe, arbitrairement choisi dans L. L’ensemble, M, des autotopies
I=T,T-! quand T, décrit L, contient au moins un élément central; soit C
Pensemble des éléments centraux de M.

C=ZNM, M={T,T-Y}, T fixe, T, € L.

Dans ces conditions, (ij), les isotopies T, & CT définissent la méme appli-
cation n que 7. Inversement, toute T-isotopie, T,, définissant la méme = que 7,
doit satisfaire & la condition (ij), 7,7-' € Z, donc T,T-1 € C. Ainsi Pensemble
des T, qui conduisent & la méme 7 que T est CT.

Soit alors T'& CT, avec T'=1IT, donc I& Z. Considérons I’ensemble

des ICT; si T, est un de ses éléments et si zEC, T,'=1zT € ICT. On aura

T/T'-'=IzZTT ! =IzI71,
et puisque z est central,
T/T =zl 1=z

Par suite, (ij), T," et T’ définissent la méme 7. Ainsi tous les éléments de

ICT=CIT=CT’ définissent la méme .

Orsi C'=ZNM', avec M'={T,'T' '}, T’ fixe, T, décrivant L, I’ense-
mble des 7, qui conduisent & la méme = que T’ est C'T’, d’aprés la premiére
partie du raisonnement, donc

crrcc'r, ccc.
La méme argument, appliqué & rebours, & partir de 7', en allant vers
T=I1T, conduit & C’' C C. Finalement C=C".
Le cardinal des applications = distinctes est ainsi

ILI/ICl=: B/ ZN M|

Si U est abélien Z=U; [ZN M |=|M|=U: J et il y a une seule =, (ijj).
Si B=1, M=U, ZOM=Z et A:1)/|Z|=U:Z.

8. Pour que toutes les applications 7 soient des automorphismes internes
de W il faut et il suffit qu'il existe une isotopie, U C AT (ot T est une T-isotopie
quelconque) transformant chaque élément de Uy en son propre transposé.
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Preuve. A cause de 7, (i), si une = jouit de cette propriété, il en sera
de méme de toutes les autres. Soit donc zmp={l—(T-'IT)[P'?]} et soit
A=(—~J-11J), (J fixe dans ¥A,), un automorphisme interne de A,. Pour que
A=ag il faut et il suffit que

vIE, J-UJ =(T-IT)[P¥],
ou

J I, J, =TT, I.=J,TITJ, .

Cela exprime que (7J, l) transforme toute autotopie de Q en sa propre
transposée. Si U est une telle isotopie, U appartient, Ne 4, iv, & I’ensemble NT,.
Comme T, est une T-isotopie quelconque, on peut choisir T, =7, U=nT, n € N,
et alors J,=U"'T=T"'n"1T.

Mais, par hypothése, T transforme toute autotopie de Q en la transposée
d’une autre. Pour que J soit dans A, il faut et il suffit que n—! soit aussi une
autotopie de Q, n~!=17"1, et ainsi U=ITEAT.

L’existence de U exige que A =46.
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