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Introduction

1. Les vocables les plus usuels etant pris souvent, dans la litterature,
avec des significations differentes, on precise les definitions suivantes.

Un quasigroupe Q = E ( . ) sur un ensemble E est un systeme multiplicatif
a division bilatere: pour toutes va leurs de a, b dans E les equations x. a =
= b & a. y = b ont une solution unique en x & y.

Le transpose d'un quasigroupe X = E ( .) est Ie quasigroupe R = E ( x )
defini par

v x, y, z E E, x.y=z ~ zxx=y.

Q est alors dit Ie transpose G-D de R; on note R = QP123, Q = RP132.

Un quasigroupe est demi-symerrique s'il coincide avec ses deux transposes.
On Ie notera 1).

Deux quasigroupes Q = E ( ) et H = E ( .), sur Ie meme ensemble, sont
isotopes si

L'isotopie transposee d'une isotopie I = (~, rJ,,) est l'isotopie I [P123J= (', ~, rJ),
([1J, p. 89, N!!2), que 1'0n notera 1*. De me me I [P132J= (rJ,

"
n

Une isotopie qui applique un quasigroupe Q sur lui-meme est une auto-
topie de Q; Q (X, Y, Z) = Q. L'ensemble 2£Q, ou 2£, des autotopies de Q est Ie
groupe d'autotopie de Q. Par 2£* nous entendons l'ensemble des (Z, X, Y) =
= (X, Y, Z)* quand (X, Y, Z) decrit 2£.

.
Une isotopie est homogene quand ses trois composantes sont semblables.
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Deux isotopies sur un meme ensemblf: E, T= (p, q, rj et T = (p', q', r')
sont semblables s'il existe une isotopie I = (~, 'fJ,0 E rbE transformant T en T',

c'est-a-dire satisfaisant it

(-I r( = r',

ou, plus brievement I-IT I = T. La similitude definit une partition.

Le centre ZG d'un groupe G est l'ensemble des elements de G permuta-
bles avec tous les autres. Le normatisateur N d'un complexe de G est l'ensemble
des elements de G qui transforment ce comlexe en lui meme. Si Q = ~ H, une
T-isotopie de Q est une isotopie de la forme T=H-1H* ou H applique ~ sur Q.

2. Notations. Autotopie (X, Y, Z). Groupe d'autotopie ~. CJroupe d'au-
tomorphisme dt. Quasigroupe demi-symetrique ~. Complexe des autotopies
homogenes CJ(J. Centre Z. Normalisateur N. Cardinal de l'ensemble E, IE I.

Si Q=~H, on note TQ, ou T=H-1H* et Jlr={I--->(T-1IT) [p132]}, IE~Q;
c!J3Q=H-1 dt:£H.

3. Si ~ est Ie groupe d'autotopie de Q, celui de son transpose sera ~* et,
si Q est demi-symitrique, ~ et ~* seront confondus.

PREUVE.Soit (X, Y, Z) une autotopie de Q = E ( ) et soit R = E ( . ) = QP123;
alors

ab=c ~ b=c.a ~ (aX)(bY)=cZ ~ (cZ).(aX)=bY,

done (Z, X, Y) est une autotopie de R.

Si Q = R, (X, Y, Z) E ~ ~ (Z, X, Y) E ~ et ~ = ~*; ce qui est aussi une
consequence de [2], NQ2, (i). La reciproque n'est pas vraie.

La propriete ~ = ~* des quasigroupes demi-symetriques est remplacee,
dans Ie cas des quasigroupes quelconques, par la suivante.

4. Si l'isotopie K applique Q = E () sur son transpose
(i) K transforme ~, groupe d'autotopie de Q, en

~*'
(ij) Si N est Ie normalisateur de ~ dans rb~, Ie normalisateur de ~*sera N*.

(ijj) K-1 NK =N*.

(iv) On obtient toutes les isotopies K1 jouissant de la meme propriite, en
multipliant K par N*, ou N par K.

PREUVE.(i) Soit Q' = QP123; QK = Q' ~ Q' K-1 IK = Q' (I E ~) done K-1IK
est une autotopie de Q'; ainsi

K-1~K~ ~*'
et comme les deux groupes sont isomorphes, K-1 ~ K = ~*'

(ij) Si nEN, n-1In=[,E~, done n;II*n*=I~([l], p.

est l'ensemble des isotopies qui laissent ~* invariant.
90,2). Ainsi N*
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(ijj) Si nEN, on a n-l~n=~, ou

(K-l n-l K) (K-l ~ K) (K-l nK) = K-l ~ K
done

(K-l n-l K)
~*

(K-l nK) = ~*; ainsi K-l nK E N*.

(iv) Si K et Kl transforment ~ en ~* on a

V/E~, K-lIK =/~ I\Kil IKl =1;,
d'ou

I =KI~ K-ll\Kjl K/~ K-l Kl =1;.

Cela signifie que (K-l Kl) transforme ~* en lui-meme, d'ou {Kl}= KN*.
Reciproquement, si Kl E KN

*
et K-l ~ K = ~*' on aura

V/3~,

En posant J=KI*K-l, ou K-lJK=I*, on voit que Jest une autotopie de Q
puisque K transforme, par hypothese, ~ en ~*' L'egalite Kjl JKl =/~ exprime
que Kl jouit de la meme propriete que K. En partieulier, cOmme ~*

c; N
*

,
les K~* jouissent de la meme propriete que K. La fin resulte de K-1 NK = N*, (ijj).

Dans ce travail, parmi les isotopies K qui transforment ~ en ~*' on con-
siderera celles qui sont dMinies comme Ie produit T=H-lH*, ou H-l est une
isotopie projetant Q sur un quasigroupe demi-symetrique, et que l'on nommera
des T-isotopies,

L'application n

5. Si Q est un quasigroupe isotope d'un quasigroupe demi-sumhrique, ~,
Q = ~ H, et % Ie complexe des autotopies homogenes de Q,

(i) Toute T-isotopie H-l H* transforme chaque autotopie de Q en la trans-
posee d'une autre: T-l ~ T= ~*'

(ij) Si T~ = T-l, alors T' transforme ~ en ~ [P132].

(ijj) L'application n = {I -+ (T-l IT) [P132]} est un automorphisme de ~.
(iv) nest identique ou du 3iemeordre.

(v) I~ I :;::: I% I (mod 3) (dans Ie cas fini).
(vi) Les autotopies de Q invariantes par n forment un groupe, ~, qui est

isomorphe au groupe d'automorphisme, cftD' de ~.

PREUVE.(i) Soit Q = ~ H un quasigroupe isotope, par H, d'un quasigroupe
demi-symetrique ~. Done ~I) contient, avec toute autotopie J, sa transposee
J. (N.!3). Par suite Q admet les autotopies

J =HIH-l,

I' =H-lJ*HE ~Q'

J* = HI' H-l.

d'ou
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Mais [1], p. 90 NQ2,

donc

et
(H-1 H*)-ll' (H-1 H*) = 1*; T-11' T= 1*.

(ij) La demonstration est analogue. On peut aussi la deduire de

T-1 ~T=~*.

(ijj) L'application n est bijective car n-l = (J -> TJ* T-1).

D'autre part

V I,JE~,

(iv)

(I n) (J n) = [(T-1 IT) (T-1JT)]** = (T-1 IJT)** = (/J) n.

VJE~, n-l=(J-> TJ*T-1).

Supposons que n deplace J, alors

~-z - [J -> Tr T.'J T-1 ) T-1 ] -- (J -> TT J T
*

-1 T-1 )JO - ,*
*

-
* **

,

ou, avec la notation de (ij), (T' = TT*),
n-z = (J -> T' J** T'-l).

Enfin,

et puisque
T-1 = T~, n-3 = (J -> J) = 1.

Si, V J E ~, n ne deplace pas J, alors n sera identique.

Remarque. La proposition n'est vraie que si Test une T-isotopie. Si K transforme
seulement ~ en

~*'
I'application {I -> (K-1 IK) [p132]} ne sera pas necessairement du 3ieme ordre.

(v) Toute isotopie, I, 1>emblable a sa transposee 1*, est homogene; donc I
et In ne peuvent etre semblables si I n'est pas homogene. Soit C, (NQ1), la
classe des autotopies de Q, semblables a (X, Y, Z) EE%.

On aura
Cn= C1; C1n= Cz; Czn= C,

oil C, C1, Cz sont disjointes et de meme puissance; par consequent dans Ie cas fini,

IC1 + Cz+ C 1 = 31 Cj = 0 (mod 3) ou
1 ~-% 1 =0 (mod 3).

On en conclut qu'un quasigroupe fini pour lequel I~-% I est premier
avec 3 ne peut etre isotope d'un quasigroupe demi-symetrique.

(vi) a). Si nT laisse invariants I, J E~, alors

I = T-1 IT J = T-1JT. J-l = T-IJ-l T
* ' *

,
*

,
donc

I*J;1 = T-1 ITT-IJ-l T= T-1 (/J-1) T= (/J-l)*

et n laisse IJ-1 invariant. Ainsi l'ensemble des I, J est un groupe.
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b). Si IcI}1Q, a cause de Q=~H, on voit que HIH-l=U est une auto-
topie de ~; d'autre part, puisque T=H-IH*, on a

I* = H:;1HIH-l H* =-H:;1 UH*;
en posant U = V*, l'egalite des deux membres extremes entraine

I=H-IVH ou V=HIH-I=U=V*.

Cela signifie que U est un automorphisme de ~.
Ainsi {i} = H-l eftH = c!i3, eft etant Ie groupe d'automorphisme de ~.
Remarque. L'ensemble des I satisfaisant I. = T-1IT est toujours un groupe, meme si T

n'est pas une T-isotopie et satisfait seulement aux conditions du .N!!3; mais, dans ce cas, la
demonstration b) n'est plus valable et Ie groupe {I} n'est plus isomorphe a dI.

Etude de I'ensemble des n

6. Si Test une T-isotopie du quasigroupe Q = ~ H,
(i) On obtient toutes les autres par la formule TI = J-ITJ* ou J decrit I}1Q'
(ij) L'ensemble des TI est contenu dans Ie complexe 1}1T= TI}1*.
(ijj) Si c!i3 est Ie sous-groupe de I}1Q'transforme par H du groupe d'auto-

morphisme de ~, l'ensemble des autotopies IE I}1Qpour lesquellesHI donnenais-
sance a la meme T-isotopieest ta classe lateralec!i3J, ou Jest l'une d'elles.

(iv) Les applications nl, definies par les diverses TI sont toutes semblables
et nl = AnA-I, OUA= (I--->J-IIJ).

PREUVE.(i) Soit Tune T-isotopie de Q=~H; on a done T=H-IH*.
Toute isoto pie HI, projetant ~ sur Q e3t HI = HJ, J E I}1Q'et illui correspond
la T-isotopie TI=HiIHI*=J-IH-IH*J*=J-ITJ*.

(ij) Par hypothese VIEI}1, T-IIT=U*, ou I-IT=TU;I, UEI}1. Soit
HI = HJ l'une quelconque des isotopies qui projettent ~ sur Q; d'apres (i),
TI =J-ITJ*.

Posons TI= VT, done V=J-ITJ*T-I, mais, par hypothese,

J-IT=TW;I, (WEI}1)

V = TW;IJ*T-I = T(W-IJ)* T-1,

T-IVT=(W-IJ)*.

Or W-IJ E 1}1,done, Ie transforme de V par T etant dans 1}1*,Vest une
autotopie de Q. Comme TI ~ PT, l'ensemble des TI est contenu dans 1}1T, ee
dernier etant d'ailleurs eonfondu avec TI}1*.

(ijj) D'apres (i), on a

TI = J-ITJ*, Tz = I-ITI*,
Pour que TI = Tz il faut et il suffit que

J-ITJ* = I-ITI*,

IJ-ITJ*I;I = T,

T-I (IJ-I) T= (IJ-I)*.

done

(T fixe).
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Cela exprime que (IJ-I) est transforme en sa propre transposee par T;
done [NQ5 (vi)],

IJ-l E H-1 dtH =~.

L'ensemble des I est la classe laterale ~ J.
(iv) On a

n = {I --+(T-1 IT) [p132]},

)'=(I--+JIJ-1), (J fixe E ~Q),

J), = JIJ-1, J),n = (T-IJIJ-IT) [pJ32]

(I ),n)* = T-IJIJ-IT.

ou, en posant

D'autre part
(i)

d'ou
(I nl)* = J;1 (T-IJIJ-IT)

J* =
J;I (I ),n)* J*,

I nl = J-l (I An) J = I ),n),-1,

nl = ),n),-I.

Remarques. I. Q peut etre isotope de deux quasigroupes demi-symetriques non iso-
morphes, ~ et ~'. Alors les applications 7l relatives it ~ ne sont pas necessairement sem-
blables aux 7l relatives it ~'.

II. II decoule de (ijj) que l'ensemble des T (distinctes) a pour cardinal 2£Q: '], c. it d.
l'indice de cA, groupe d'automorphisme de ~ dans son groupe d'autotopie.

III. Pour avoir la totalite des T-isotopies (distinctes) il suCCit de multiplier par l'une
d'eHes un systeme de representants des classes laterales '] I: {T,} = (1, I, /', !", ...) T.

7. Si n et nl sont deux applications definies comme au NQ5 (ijj)
(i) Chacune est Ie produit de l'autre par un automorphisme interne de ~.

(ij) Pour que deux T-isotopies, T & T1, definissent la meme application n
if faut et if suffit que TIT-I appartienne au centre de ~Q'

(ijj) Si ~ est abelien, toutes les n se reduisent a une seule.
(iv) L' ensemble des n distinctes a pour cardinal (~: 43) / Iz n M I, OU

M = {TI T-1}, T fixe, TI E {T}.
PREUVE.(i) Soient T et TI deux T-isotopies donnant naissance aux deux

applications n et nl (NQ5, ijj)

n = {I --+(T-1IT) [P132]},

nl = {I-(Til IT1) [p132]}.

On sait, (NQ6, ij) que TI = JT, J E ~Q'

On a done
n1 ={I --+(T-IJ-l IJT) [p132]},

de sorte qu'en posant a = (I --+J-l IJ), on a



(ij) Pour que n = nl il faut et il suffit que a=l ou,

V I E 21, J-IIJ= I, JEZ, T1T-1 E Z.

(ijj) Si 21 est abelien Z = 21 et a est identique.
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(iv) Soit L l'ensemble de toutes Ie T-isotopies (distinctes). On sait (N!! 6,
Rem. III), que, si T et TI sont deux d'entre-elles, on a toujours

TI T-1 = IE 21.

Soit T fixe, arbitrairement choisi dans L. L'ensemble, M, des autotopies
1= TI T-1 quand TI decrit L, contient au moins un element central; soit C
l'ensemble des elements centraux de M.

c=znM, M={TIT-l}, Tfixe, TIEL.

Dans ces conditions, (ij), les isotopies TI E CT definissent Ia meme appli-
cation n que T. Invenement, toute T-isotopie, Tz, definissant la meme n que T,
doit satisfaire a la condition (ij), Tz T-1 E Z, donc Tz T-1 E C. Ainsi l'ensemble
des TI qui conduisent a la meme.n que T est CT.

Soit alors T' EECT, avec T' = IT, donc lEE Z. Considerons I'ensemble
des ICT; si T/ est un de ses elements et si z E C, T/ = IzT E ICT. On aura

et puisque z est central,
T/ T' -1 = zII-1 = z.

Par suite, (ij), T/ et T' definissent la meme n. Ainsi tous les elements de
ICT= CIT= CT' definissent la meme n.

Or si C'=ZnM', avec M'={T/T'-I}, T' fixe, T/ decrivant L, l'ense-
mble des T/ qui conduisent a la meme n que T' est C'T', d'apres la premiere
partie du raisonnement, donc

CT' ~ C'T', cec'.

La meme argument, applique a rebours, a partir
T = I-I T', conduit a C' ~ C. Finalement C = C'.

Le cardinal des applications n distinctes est ainsi

de T', en allant vers

IL 1/ I C I= (21 : 43) / IZ n M I.

Si 21 est abelien Z = 21; IZ n M I= IM I= 21 :43 et il y a une seule n, (ijj).
Si ~=l, M=21, znM=Z et (21:I)/IZI=21:Z.

8. Pour que toutes les applications n soient des automorphismes internes
de 21' it faut et it suffit qu'it existe une isotopie, U e 21 T (ou Test une T-isotopie
quelconque) transformant chaque element de 21Qen son propre transpose.
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PREUVE. A cause de 7, (i), si une :rt:jouit de cette propriete, il en sera
de meme de toutes les autres. Soit done :rt:r={I -> (T-IIT) [P132]} et soit
A = (I -> J-I IJ), (J fixe dans ~Q)' un automorphisme interne de ~Q' Pour que
A =:rt:r il faut et il suffit que

VIE~, J-I IJ = (T-l IT) [P132),
ou

Cela exprime que (Tr;l) trans forme toute autotopie de Q en sa propre
transposee. Si U est une telle isotopie, U appartient, N!!4, iv, a l'ensemble NTl.
Comme Tl est une T-isotopie quelconque, on peut choisir Tl = T, U = nT, n E N,
et alors J*=U-IT=T-ln-IT.

Mais, par hypothese, T transforme toute autotopie de Q en la transposee
d'une autre. Pour que J soit dans ~Q il faut et il suffit que n-I soit aussi une
autotopie de Q, n-I = I-I, et ainsi U = ITE ~T.

L'existence de U exige que ~ = %.
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