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1. UvOoD

1.1. Ovaj rad sastoji se iz sledeéih delova:

1. Uvod,

2. Neke linearne funkcionalne jednadine,

3. Neke linearne funkcionalne jednadine koje su u vezi sa Cauchyevom
jednadinom,

4. Neki sistemi linearnih funkcionalnih jednadina,

5. Otvorena pitanja i moguénosti generalizacija,

6. Bibliografija.

1.2. U poglavlju 2. data je generalizacija jednog rezultata prof. D. S.
Mitrinovi¢a, i ona se odnosi na jednadinu

.fl(xj’xz)—']—_fz(xz’ x3’x4)‘+f3 (Xl,x3,x4)=0,

u kojoj nepoznate funkcije f;(i=1, 2, 3) ne zavise od istog broja argumenata.
Odredeno je opSte refenje generalnije funkcionalne jednadine

Si e x )+ (0, X3, X))+ - - L (s Xggs - v s Xan)
+ & (xp xs’x4)+g2 (x1’x3’x5’x6)+ e +g,,_1(x1,x3, BRI x2n—19x2n)=0‘

Drugi deo ovog poglavlja odnosi se na generalisane cikliéne funkcionalne
jednacine.
U teoriji funkcionalnih jednadina funkcionalna jednadina

(1.1) zf(xi,x,-_,_l, PP x,~+,,_1)=0 (x,,+,-=x,,,‘ l=1, 2,..., n‘—‘l)
i=1

zove se osnovna cikliéna funkcionalna jednaéina.
Iz nje izvedena funkcionalna jednadina je jednadina

(1-2) Zf(xi’xi+1’ e xi+p-1)=0 (p<n)’
i=1

koja se za p=n svodi na jednaCinu (1.1).

Opsta reSenja jednalina (1.1) i (1.2) odredili su J. Aczél, M. Ghermai-
nescu i M. Hossz (videti: [2], [4], [22]) pod pretpostavkama:

1° x; & S, gde je S proizvoljan neprazan skup;

3
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2° Funkcija f vrdi preslikavanje f:S— M, gde je M aditivnha Abelova
grupa;

3° Za x,ac M i m(<n) prirodan broj, jednadina mx=a ima jedinstveno
refenje x=ajm.

Pri tome su posmatrana slede¢a dva slucaja: 1° n=2p—1, tzv. ,laki¢
sludaj i 2° p<n<<2p—1, tzv. ,teski* slucaj.

U ,Jakom* sludaju, tj. za n=>2p—1, jednadinu (1.2) redio je D. Z.
Pokovié¢ i bez pretpostavke 3° (videti [7]).

Za odredivanje opSteg reSenja generalisane cikli¢ne funkcionalne jedna&ine

(13) Zf,-(x,-, Xitys oo x,~+p_1)=0 (pén)
i=1

wy_*

takode su razlikovani ,,laki‘“ 1 ,,teski‘‘ sluéaj.

I dok je u ,,Jakom‘ slu€aju, pod pretpostavkama 1° i 2° (gde pretpo-
stavka 2° vaZi za svaku od funkcija f;) jednadina (1.3) u potpunosti reiena
(videti [7]), u ,teSkom‘ slucaju gotovo i da nije reSavana. Zapravo, za ,,te¥ki
sluaj do nedavna nisu objavljivani nikakvi radovi.

Za neke posebne vrednosti n i p, D. S. Mitrinovi€ je (videti [16]) odredio
opSta reSenja u ,,te§kom‘ slufaju nekih jednacina koje su partikularni sludajevi
jednadine (1.3). _

Ovde je jednadina (1.3) u potpunosti refena i u tom ,te§kom‘ slu-
&aju, tj. za p<n<2p—1.

S obzirom da, u opStem sluéaju, u jednadini (1.3) figuriSu razli¢ite nepo-
znate junkcije f; (i=1, 2,..., n), specifikacijom ovih funkcija i dodavanjem
pretpostavke 3°, iz reSenja jednaline (1.3) dobijeno je i reSenje funkcionalne
jednagine (1.2), kao i refenje osnovne cikliéne funkcionalne jednadine (1.1).

1.3. U treem poglavlju posmatrane su sledee funkcionalne jednacine

m+t-n m—1 . n—1 .

(1.4) > f ( S oam Xy, an_l—jxi+m+j>:09
-1 \;Zo j=0
mt:

(1.5)

™

n m—1 n—1
—1—j —1—j —
f‘(z an 1 Xy, Y A" in+m+f)—0’
1 j=0 j=0

m+n+k m—1 . n—1 . k—1 .
(1.6) > f ( > a3 @ Xy, D ak_l_’xi+m+n+j>=0,
i=1

j=0 j=0 j=0

7

m-+n-+k m—1 . n—1 . k—1 .
(1.7) > fi( > @ X, D AT T Xy, @ xi+m+n+j) =0.
i< =0 =

j=0 j=0

Za jednacdine (1.4) i (1.5) odredena su reSenja u sludaju kada je a pro-
zvoljan kompleksan broj.
~ Jednagina (1.6) reSena je u slucajevima a=1 i a™+"+k £ 1.
Za jednaginu (1.7) odredeno je refenje samo u sludaju kada je am+m+k+£1,

U vezi sa navedenim jednadinama dokazano je viSe teorema i ukazano
na primenu dobijenih rezultata u teoriji konveksnih funkcija.
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Ideju za proudavanje funkcionalnih jednacina u kojima se pojavijuju para-
metri dao nam je prof. D. S. Mitrinovié. Ova ideja pokazala se kao vrlo
plodna.

U drugom delu ovog poglavlja odredeno je opSte neprekidno resenje
funkcionalne jednacine

Jj=2 j=i+2

I u ovoj jednalini nepoznate funkcije ne zavise od istog broja argu-
menata.

U sludaju kada su nepoznate funkcije f; (i=2, 3, ..., n—1) medu sobom
jednake odredeno je opste relenje.

Ovo je karakteristiéno, jer je u reSavanju funkcionainih jednadina obiéno
suprotno, tj. za opstije jednafine dobijaju se i opStija resenja.

1.4, U &etvrtom poglavliju posmatrani su sistemi linearnih funkcionalnih
jednadina u kojima nepoznate funkcije ne zavise od istog broja argumenata.

U prvom delu ovog poglavlja posmatrani su sistemi u kojima svaka jed-
naCina sadrZi sve nepoznate funkcije. Ovi sistemi funkcionalnih jednaéina na-
zvani su sistemi prve vrste.

Sisteme druge vrste, koji su posmatrani u drugom delu ovog poglavlja,
gine sistemi linearnih funkcionalnih jednadina u kojima sve jednaline ne
sadrZze sve nepoznate funkcije.

1.5. U petom poglavlju izloZeni su problemi koji su ostali otvoreni. Isto
tako ukazano je na moguéne generalizacije dobijenih rezultata.

1.6. U odeljku Bibliografija, po azbuénom redu autora, popisana je lite-
ratura koja je ili u tekstu citirana ili je koris¢ena kao opsta literatura o funk-
cionalnim jednadinama.

*

Na kraju Zelim da izrazim svoju zahvalnost profesoru D. S. Mitrinovicu
koji me je uputio u nauéni rad, rukovodio izradom ove teze i svojim savetima
udinio da rezultati izloZeni u tezi dobiju konaéni oblik.

Isto tako Zelim da zahvalim P. M. Vasi¢u na srdanoj pomod¢i koju mi
je pruZio u toku izrade ovog rada.



2. NEKE LINEARNE FUNKCIONALNE JEDNACINE
2.1. GENERALIZACIJA JEDNOG REZULTATA D. S. MITRINOVICA

2.1.1. Jedan rezultat D. S. Mitrinoviéa

D. S. Mitrinovi¢ je posmatrao (videti [15]) funkcionalnu jednacinu

(2-1) f1 (xp xz) +f2(x2’ X3, x4) +f3(x1’ X35 x4) = 0’

u kojoj mepoznate funkcije f,, f;, f3 ne zavise od istog broja argumenata, pri
demu
fi:8*>M, fi:S3 > M (i=2,3),

gde je S neprazan skup i M aditivna Abelova grupa.

Za jednainu (2.1), D. S. Mitrinovi¢ je dokazao da ima opste reSenje
odredeno sa

Ji Gy x0)=H, (x)—F, (x,),
(2.2) | f2 (s X0, X3) = F, (%)) — G, (%, X3),
f3 (xl’ X2 x3)= —Hl (xl) + G1 (xz’ x3),

gde su F,, G,, H, proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

2.1.2. Generalizacija

Koriste¢i navedeni rezultat D. S. Mitrinovica, odrediéemo opste resenje
funkcionalne jednadine koja je opstija od jednaine (2.1).
Prethodno ¢emo uvesti sledede oznake

O X=(Xp, Xppyseers Xgmqs X,) (p, q prirodni brojevi i p<q);
RIX=(Xp, Xppse-vs Xgepyr X,) (p, g neparni),
=(Xpy Xpgare» Xgm3s Xg—q) (p neparno, g parno),
=(Xpg1s Xptas-ns Xgo2s Xg) (p parno, g neparno),
=(Xpt1s Xp43s v o5 Xgm35 Xg—y) (p, g parni),

gde su p i ¢ (p<q) prirodni brojevi.
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Neka je S neprazan skup i M aditivna Abelova grupa i
fiiSHl > M, g St2 > M (G=1,2,...,mj=1,2,...,n—1).
Dokazacemo slede¢i rezultat.

Teorema 1. Opste refenje funkcionalne jednacine

(2.3) izilﬁ(Q?iX)+:=legi(Rfi+2Xo Xyi+2)=0
odredeno je sa
(2.4) [(Q1X)=H, (RIX)—F, (0} X),
QY X)=(—=1) F_ (@7 2 X)+ (= 1Y+ G,_, (R} X, x,,),
+ (=D F, (@, X) (r=2,3,..,,n=1),
Fu QY X)=(— )" Foe ((Q2" 2 X) 1+ (= 1)1 G, (RE"X, X,),
g (RTT2X, xy000) = (— DF Ho (RT X) + (— 1M1 Gy (RESTZ X, x,045)
+ (=1 Hy ((RY2X) k=1, 2,..., n—2),
gn-1 (RY" X, x,) = (— 1) H,_ (RT"72X) + (—1)" G,y (R2" X, X,.),

gde su F;, H;, G, (i, j, s=1, 2,..., n—1) proizvoljne funkcije sa vredno-
stima u M.

Dokaz. Za n=2 jednacina (2.3) svodi se na (2.1), a reSenje (2.2) sa uvede
nim oznakama ima oblik

f,(Q1 X)=H, (R} X)—F,(Q3 X),
£(Q3X)=F,(Q3 X)—G, (R: X, x,),
g (R1X,x)= —H, (R1X) + G, (R} X, x,).

Prema tome, teorema je ta¢na za n=2.
Pretpostavimo sada da je teorema tana za neko fiksirano n i posma-
trajmo jednainu

n-+1 n
2.5) > fi@FX)+ 3 g (R X, x0.5) = 0.
I= i=
Stavljaju¢i u (2.5) da je x;=x? (x?=const & S; i=1, 2,..., n), dobijamo
(2:6)  fur i (QEX) = (— 1Y+ F (@341 X) + (— 1) Gu(RAEET X, X3045),
gde su F, i G, proizvoljne funkcije.

Zamenjujuéi (2.6) u (2.5), dobijamo jednadinu

2.7 gl 4,0 X) +i; B (RT2X, xyn4,) =0,
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gde smo uveli oznake

(2.8) A;=fi, Bi=gi(i=1,2,....,n—1), A,=fu+ (—1)""'F,, B,=g,+(—1)"G,.
Stavljajuéi u jednatini (2.7) x,=x} (i=2, 4,..., 2n—2, 2n), dobijamo

2.9) B, (Ri""* X, Xy01)) = (— 1) Hy (R X),

gde je H, proizvoljna funkcija.
Na osnovu (2.9), jednadina (2.7) dobija sledeci oblik

n n—1
(2.10) > 41(Q7'X)+ 2. Cy (RT2X, %514, =0,

gde smo uveli oznake
@.11) C=B (i=1,2,...,n-2), Coy=Bn +(—1)H,.

Funkcionalna jednacina (2.10) je ta¢no jednaina (2.3). Na osnovu
induktivne hipoteze, opste reSenje jednadine (2.10) dato je sa (2.4), gde umesto f;
treba staviti 4; i umesto g; treba staviti C;.

Na osnovu jednakosti (2.11), (2.9), (2,8), (2.6) dobijamo da je opste
reSenje jednadine (2.5) dato sa

F(RYT X)=4,(0F X) (r=1,2,...,n—1),
Fo @V X)= 4, (Q3" X) + (— 1) F, (@211 X),
furt QU2 X) = (— D)™ E, (@11 X) + (= 1) Go (RELP X, Xy01),
g (RIT2X, xp000) = C (RTFT2X, xy10) k=1,2,...,n—2),
gy (R X, x,0) = Coey (RT" X, x,) + (— 1)1 H, (RY" X),
gn (R X, xy010) = (— 1" Hy (RY" X) + (— 1)1 G, (RAIT? X, Xy00)-

Ovim je teorema | dokazana.

2.2. GENERALISANE CIKLICNE FUNKCIONALNE JEDNACINE

2.2.1. Neki poznati rezultati

U ovom paragrafu izloZi¢emo poznate rezultate o cikliénim funkcional-
nim jednadinama na koje se odnosi generalizacija o kojoj ¢e u daljem tekstu
biti redi.

Prethodno ¢emo uvesti oznake koje ¢emo koristiti. Neka je:

1° S neprazan skup;

2° M aditivna Abelova grupa;

3° Q]t:x:(xi’xi+15---s xj) (1<1<71)9

=(xi’xi+1a"-, xn’xls vy xj); (n>l>.]);
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4° C, ciklicni operator definisan pomodu jednakosti
C,QIX=0iX (@i x=0lx).

Cikliéna funkcionalna jednadina
(2.1) SACTTQIX)=0 (@I Xx-0}X)
i=1

posmatrana je od viSe autora. U radovima [2] i [7] jednalina (2.1) redena je
pod sleded¢im uslovima:

1° ;€8  (=1,2, ..., n);

2° Nepoznata funkcija vrsi preslikavanje f: S7— M,

3 Za A, YE M i m(<n) prirodan broj, jednalina mY=A ima jedin-
stveno reSenje Y = A/m.

U sludaju n>2p—1, D. Z. Dokovié je u radu [7] odredio opste reSenje
jednagine (2.1) bez pretpostavke 3°, dakle, samo pod pretpostavkama 1° i 2°.

U istom radu, u sludaju n>=2p—1, D. Z. Dokovi¢ je odredio i opste
reSenje funkcionalne jednacine

2.2) SACTOIN) -0 (01T Xx-0x).
i=1

koja se za fi=f (i-=1,2,..., n) svodi na jednainu (2.1).

D. S. Mitrinovi¢ (videti [16]) posmatrao je jednadinu (2.2) pod uslovom
p<n<2p-1, 1 za neke posebne vrednosti n i p odredio opsta reSenja tih
jednadina.

U daljem izlaganju odredicemo opste reSenje generalisane cikli¢ne funk-
cionalne jednadine

k .
(2.3) SAECIQITX)=0  (p<n<2p—1; k<n).
i=1

Takode ¢emo pokazati da se iz reSenja jednacine (2.3) mogu dobiti opsta
reSenja jednadine (2.2), pa prema tome i jednadine (2.1).

2.2.2. Funkcionalna jednacdina (2.3)

Za generalisanu cikliénu funkcionalnu jednadinu (2.3) dokazacemo sledeci
rezultat.

Teorema 1. Opste resenje funkcionalne jednacine (2.3) odredeno je sa

min (k—r, n—p) n—p
24  f(QTX)= > (D@ X)) S (1P E(QVaX)
. v—1 v=n—r+1

min(k—r,p—1) N v
+ SO (=DULFQUa X, 2777 X)

v=n—p+1
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p—1

+ > (=D FIEF X.000X)
v=max (n—r+1,n—p+1)
k—r Ly
+ 3 (=) FU (0777 X)
v=p
n—~1
+ S (=D RSEITXY) =12 .., k(<n)),

v=max (n—r+1,p)

gde je po definiciji
b
2 =0@>b); Qmin=0m OV "=0V, Frnin=Fn

i funkcije F| su proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

Dokaz. Za k=2, jednalina (2.3) postaje

(2.5) H@IX) +£,(05 X)=0.
Stavljajuéi xI:x? u jednaéini (2,5), dobijamo
(2.6) Q51 X) = —Fi1(Q8X),

gde je uvedena oznaka
FUQ5X) =f, (x1, @5 X).

Ako u (2,5) stavimo (2,6), imamo da je

2.7 L(QFX)=F1(Q5X).

Kako je
min(l, n—p)=1, min(l, p—Y)=1, max(m, n—p+1)=n, max@®, p)=n,
iz (2.4) dobijamo (2.7), odnosno (2.6), respektivno za k=2, r=1 i za
k=2, r=2.

Dakle, teorema je tana za k= 2.

Pretpostavimo da je teorema tafna za neko fiksirano k (<<n), tj. neka je
opste reSenje funkcionalne jednadine

k ;
(2.8) SeC ot X)=0  (k<n)
fy
dato sa (2.4), gde samo treba umesto f, staviti g, (r=1, 2,..., k).

Posmatrajmo sada slede¢u funkcionalnu jednadinu
k+1 )
(2.9) > L€ ot x)=0 (k+1<n).
- i=1

Razlikovademo slededa tri slucaja:

1° 2<k<n—p+1; 2°n—p+li<ck<p; 3° p<k<n—1.
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1° 2<k<n—p+ 1. Stavljajuéi da je X = X7 (x,-E[X]\[Qﬂ’{ X)), gde je

[X]1={x,, x;,..., X}, jednacina (2.9) postaje
n—1
(2.10) fn QT = 2 (=1 FLia Qi 0,

gde je uvedena oznaka

(=" FU (@8 X) = frss (QVIRTETR X))

1z (2.10) sleduje 1
2.1D) S (QFX) = 2 (=)' Fa (01 x).

v=n—k

= (yevn\ [efth x]).

Ako uvedemo nove oznake pomodéu jednakosti
(2.12)  Guikri-a(QidT ™ X) = fritir—n (QiIAT*X) + (= )" " Flst 1 (@157 X)
(v=n—k,..., n—1)
i izraz (2.10) zamenimo u (2.9), dobijamo jednaginu (2.8).
Kako je, za 2<k<n—p,
min(k—r, n—p)=min(k—r, p—)=k—r, n—p+1>k—r,

na osnovu (2.4), opste reSenje jednacine (2.8) je

k—r
@13) £ @10 = 2 (=D F(QLaX)+ 485,48 (r=1.2, ..., k),

gde S,, S,, Ss predstavljaju drugi Cetvrti i Sesti zbir u izrazu (2.4).
Na osnovu (2.11), (2.12), (2.13), dobijamo
k+1—r
(2.14) [(QF X) = ZI (=1 " FI(Q%:1X) +S,+ 8, + S
(r::1’ 2, caes k'fl).

Prema tome, za slufaj 2<k<n—p-+ 1, teorema je tadna i za k-1 ako
je tana za k. Dakle, tadna je za svako k.

2° n—p+ 1 <k<p. Stavljajuéi da je x;=x\ (x; € [X]\[Q%T %1 X]), jedna-
&ina (2.9) postaje

-1

Q19 S @D =S (1R @R, 0an
n—1
2 DT R T,

gde su uvedene oznake
Sorkt1=n (inﬁillj:: X) 5 x=x" (x;e 0\ [07 7K x])
= ()" RGBT X, QT X)) en—ko n—kt 1, ., p 1),
:(—l)nHHLI Fyiks (Qiillc“X) (v=p, p+1, ..., n—1).
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Uvodeci nove funkcije pomocéu jednakosti

(2.16) gv+k+1—n:f;l+k+1fn+(;l)n-V7l Filis,
i zamenjujuéi (2.15) u (2.9), dobijamo jednadinu (2.8).

Na osnovu induktivne pretpostavke i jednakosti (2.16), opSte resenje
jednadine (2.9) je

L@ = 3 (—1 FQE )

k—r
+ 2 (=1)FNQha X, 077X)
v=n—p+1
H (= DTFT QR X, 07T X))
FS,+S,+S r=1,2,..., p+k—n),
(2.17) ]: 2 4 6 ( P )
fr(@FX)= 2 (=D QT X+ (=D TR T (@1, X)
+8,+ S, + S (r=p+k—n+1,..., k),

gde su S,, S,, S, zbirovi definisani kao u (2.14).

Na osnovu (2.15) i (2.17), opste reSenje jednaCine (2.9) je odredeno
sa (2.4), gde k treba zameniti sa &+ 1.

Prema tome, i u sluaju n—p—+1<k<p teorema je tatna i za k41 ako
je tafna za k, tj. tafna je za svako k.

3 p<k<n—1.Za x;—x¢ (% € [XI\[Q4h X]), jednadina (2.9) postaje

(2.18)  frr (QRTTX) = Z (— 1) Fii (@511 X)

v=n—k

14
— —_ k k
+ Z (SD)"TRQENT X, QU X)
v=n-—p+

n—1
+ > (=) F (T X)),
v=p

gde je
Froresron(@UIETRNX) 20 (s, e\ [0f K x])
=(— 1) Frp1 (%41 X) (v=n—k, ..., n—p),
(=)' RS @ET X, QN X)) (v=n—p+l,..., p—1),
= (1) P (QETT X)) (v=pp+1,..., n—1).

Uvedimo sada sledece oznake

nvl

(2.19) Gothtt-n=Ffvikr1-n+(=1) Fiikit-
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Ako u (2.9) zamenimo funkciju f,4, odredenu pomocu jednakosti (2.18),
dobijamu funkcionalnu jednacinu (2.8). Na osnovu (2.19) i opSteg reSenja
funkcionalne jednadine (2.8), dobijamo da je opste reSenje funkcionalne jed-
nadine (2.9) odredeno sa

n—p
£:@5X) = 2 (=T F (@3 %)

p—1
Y (=D)TEN(QLa X, 05T X)

v=n—p+1
k—r

2 (=D @ X+ (— )T T R o T )
v=p

+8,+S,+ 856 (r=12,..., n—k—p+1),

(220) £QFX) =3 (~) (@5 X)

k—r
+ 2 (DR X, 07TX)

v=n-—p+1
(=D R QE L X, Q5T X))
+52+S4+Sﬁ (r=n——k—p+2,-.-, PHI)’

k—r
£(QFX) = 2 (=1 FH(@ X) + (=) T FTT (@04 X)

+8,+8,+ S, (r=p, p+1,..., k),
gde su S,, S,, Ss zbirovi definisani kao u (2.14)-

Na osnovu (2.18) i (2.20), dobijamo da je opste reSenje funkcionalne
jednadine (2.9), i u sluéaju p<k<n—1, odredeno sa (2,4), gde samo k treba
zameniti sa k+ 1.

Prema tome, ovim je teorema dokazana.
Priver 1. Funkcionalna jednadina (2.3), za n=8, p=6, k=35, tj. jednadina
S1Gers X2y X35 Xy X5, X6) + S5 (Xa, X3y X4, X5, X6, X7) + [3 (X3, X4y X5, Xgy Xq5 Xg)

+ Fa (X4, X5y Xg, X75 X5, X,) + 5 (X5, Xg, X7, X5, Xp, X)) =0,
ima opste reienje odredeno sa

fi (x,,xz,xs,x‘,xs,x6)=F% (xz,x,,x4,x5,x5)—Ff(x3,x‘, Xg, Xg)
+F:; (x5 X5, Xg5 x1)—F‘1‘(x5rx6’x1rxz),

fz(x,,xz,x,,x‘,x,,x6)=F;(x2,x3,x4,x5,x6)—F§(x,, X4y Xgy Xg)
+F% (x5 X5, xo’x1)”F} (X1, X3, X3, X4, Xs),

S3 (xys X3, Xy, X4, Xy xs)=F; (X35 X35 X4, X, xs)_F§ (x5, x4 X5, Xg)

2 1
+F{ (%), %y, X3, x)— F5 (%4, X5 X3, X, X5),
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1 3
Sa(xyy X3, X3, Xy, X5, X6) = F 4 (X5, X3, Xy, X5, xg) = F1(x, X3, X3, X¢)
+F2 F}
2 (X1, X35 X3, X)) = F3 (X4, X,, X3, Xy, X5),
4 3
Is(xy, x,, X35, X, X5, Xg) =F7 (X, X, X, X¢) “Fz (X1 x5, X3, Xg)
F? F!
+F3(xy, X5, X3, X,) — 1 (%15 X3, X3, X4, X5),
gde su FY proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.
PriMer 2. Za n=8, p=6, k =6, generalisana cikli¢na funkcionalna jednagina (2.3), tj. jednadina
FrQeys Xa, Xy0 X0, X5) + 5 (%35 X3, Xgs Xy X6) + 3 (X5, Xy, X5, X,y X7)

Sa (45 X5, X5 Xg, Xg) + f5 (X5, X5 X5, Xy, X))+ f (Xg, X7, Xg5 Xy, X2) =0,

ima opste refenje odredeno sa

Sy Geys X5 X5, %4, Xs):F} (X3, X35 Xy, -xs)_F% (x35 X4, x5)+F? (X4 x5)
~F‘1‘(x5,xl)~Fz(xl, X3)»

Fo Xy X3y Xy, X4y XY = F (X, X3y Xy, %) — F3 (X3, X4, X5) + F3 (%, %)
'Fg(xs’xl)“Fi (%15 X35 X35 X,),

f (Xl’xz’xvx“xs)’F; (x2’x3’x4~xs)—F§ (x3:x49xs)+Fg (345 x5)
+F% (x,,xz,x3)—Fé (X1, X35 X3, X,),

o (xps X5, X3, xuxs)zF}t (x5 X5, X4, xs)_Fi (x;,x4,x5)—F? (X15 X5)
+F§(xl’ Xy X3) —F; (Xy5 X2, X35 X,),

S5 (xqy Xz, X35 Xy, x5)=F; (X35 X3, Xy, x5)+F‘1‘(xl, xs)—F; (x4 X2)
+F§ (X35 X3, x,)——F‘l‘(x,, Xay X35 X4),

Jo Gy, Xg, X5 X4 X5) = F (%00 )+ F3 (31, x) = F3 (%1, ;)
+F3 (%45 X34 x,)—Fé (%45 X3, X35 X4),

gde su F proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.
i

2.2.3. Funkcionalna jednacina (2.2)

Kako za k=n funkcionalna jednadina (2.3) postaje jednalina (2.2), to
iz teoreme 1, za k=n, neposredno sleduje rezultat koji demo ovde samo
formulisati.

Teorema 2. Opste reSenje funkcionalne jednacine (2.2) odredeno je sa
n—p

(221 £Q1X)= 2 (=1 F1 (@8 X)
min (n—r,p—1)

+ 2 (=D)TUF(Q% X, 087 X)

v=n—p+1
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p—1

+ 2 (=" FIQ5T X, Q041 X)

v=max (n—r+1,n—p+1)

+ Z (— )" EYI(QFT X),

gde su F’ proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

2.2.4. Funkcionalna jednacina (2.1)

Opsta reSenja funkcionalnih jednadina (2.2) i (2.3) odredili smo pod
pretpostavkom da su ispunjeni uslovi 1° i 2° iskazani u odeljku 2.2.1.

Sada ¢emo, pretpostavljajuéi da je ispunjen i uslov 3°, pokazati oa iz
teoreme 2 sleduje poznati rezultat J. Aczéla, M. Ghermanescua i M. Hosszta
koji se odnosi na cikli¢ne funkcionalne jednacine.

Teorema 3. Opite reSenje funkcionalne jednacine (2.1) je
(222) f(QIX)=F, (@1 X)—F (25X
2p—m/2) . ) .
2 WR(QTX, 0l et )= F(Qf i X, 0¥ X))
gde su F; (i=0,1,2,...,[(2p—n/2)]) proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.
Dokaz. Sabiranjem funkcija f,, f,,..., f, odredenih izrazom (2.21) i stavlja-
juéi da je fi=f,= .- =f,=f, dobijamo (2.22), gde su uvedene sledece oznake

Fo (07 X) = (ip S 6@ r),

G QT X)= 2 (—1)" Fy(Q1™"X),
(—1)k+ n—p+k,
) { 2 FINQIX Q0 i X)

r=

F (QT X, 05— p+k+1X)-

p—k
- Zl P (0 ka1 X, Q’:X)]

(k=12 [25=)).

a u sludaju da je n parno (n=2m)

- 1)1’ m+1 7

2 FP Q™ X, Qb1 X).

Fp—m(Qll’—mX’ +1X)

Ovim je teorema 3 dokazana.



3. NEKE LINEARNE FUNKCIONALNE JEDNACINE KOJE SU U VEZI
SA CAUCHYEVOM JEDNACINOM

3.1, FUNKCIONALNE JEDNACINE SA JEDNIM PARAMETROM

3.1.1. Oznake, pretpostavke i objasSnjenja

Ovde ¢emo posmatrati sledeée funkcionalne jednadine:

m+n m—j
(31) Z f<>_, ity Xitjs z Qmtj+ xt+m+1) 0,

m+n m—1
(3.2) 2 fx( 2 Gjrq Xivjs Z am+]+1xx+m+1) 0,

m4n+k — n—1 k—1
(3.3) z f( ity Xitjs Z Amtjt+1 Xitntis z Am+n+j+ xl+m+n+}> 0,
i=1

=0 j=0
=0

mt+n+-k m—1 n—1 k—1
(3.4) 'Zl ft( 20 ity Xitjs Z Antjt+y Xitmtjs z Am+n+j+1q xt+m+n+j> 0,
i= Jj=

gde su promenljive x; i parametri a; iz skupa kompleksnih brojeva.
Pretpostavimo da funkcije f i f; vrie preslikavanja

f:C*—~>C i fi:C*—~>C @(i=1,2,..., m+n),
za jednadine (3.1) i (3.2), odnosno
f:C3—~>C i fi:C¥*—>C (i=1,2,..., m+n+k),

za jednadine (3.3) i (3.4).
Pretpostavimo, takode, da je x;opmin=2X;, tj. Xitmtnta=Xi-

Kada su a; proizvoljni kompleksni brojevi, nismo mogli da odredimo
re§enja navedenih jednacina.

Ovde ¢emo odrediti refenja ovih jednaina u slufaju kada je

ami (i=1,2,..., m),
a;= < amtr-i (f=m+1,m+2,..., m+n),
amtrtk=i (j=m+n+l, m+tn+2, ..., m+n+k),

gde je a kompleksan broj.

16
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Prema tome, u ovom odeljku odrediéemo reSenja sledeih funkcionalnih
jednadina

m--n m-—1 n—1

(3.5) 21 f( 20 i .ZO a1 _jxi+m+j):0,
= i= 7=
mn m-1 n—1

(3.6) Zl _f, ( ZO amn-1-J Xitjs ZO ar—1-J xi+,,,+j> = O,
i= i= J=

m-+n+k m—1 n—1 k—1
(3.7) Zl S ( ’Zo a" ' x4, 2 ari- Xitm—js Zo ak=1-J xi+m+n+j)= 0,
i= j= j=

j—=o

m+n+k m—1 n—1 k—1
(3.8) Zl fi ( 20 am" 1 Xy, ZO a" " Xiymijs ZO ak=1-J xi+m+n+j')= 0.
i= i= i= i=

3.1.2. Neki poznati rezultati

U redovima [20], [8], [9] posmatrana je funkcionalna jednadina

m-n m—1 n—
(3-9) 2. fi( 2, Xt
i=1 j=0 j

Ova jednaCina je partikularan slucaj jednadine (3.6) za a=1.
U radu [9] dokazane su tri teoreme koje se odnose na jednalinu (3.9).
Navodimo ih bez dokaza.

1
xi+m+j) =0.
]

Teorema 1. Ako je (m,n)=1 i m+n>2, opte neprekidno resenje funkcionalne
Jednacine (3.9) odredeno je sa

fitx, V=F (x+y)Rex+F,(x+y)Imx+G; (x+y) (i=1,2,..., m+n),
pri cemu je
m+n

> Gi(x)= —m (F, (x) Rex+ F, (x) Im x),
i=1

i gde su F,, F,, G; (i=1,2,..., m+n) proizvoljne neprekidne funkcijfe sa
vrednostima u C.

Teorema 2. Ako je (m, n)=d>1, ml/d=u, n/d=v, p+v>2, funkcionalna jedna-
¢ina (3.9) ima opste neprekidno resenje ‘
Siavi (x, W =F(x+y) Rex+F{(x+y) Imx+G{(x+y)
(i=0,1,..., p+v—1; j=1,2,..., d),
pri cemu je
p-v—~1

_Zo Gl (x)= H’ (x) —u (F{ (x) Re x + F{ (x) Im x) (=12,...,d),

d
2 H (x)=0,
j=1

i gde su Fi, F{ (j=1,2,...,d), H (j=1,2,...,d—1), Gi (i=0,1, ...,
p+v=2; j=1, 2, ..., d) proizvoljne funkcije sa vrednostima u C.

2
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Teorema 3. Opste refenje funkcionalne jednacine (3.9), u slucaju m=n, odre-
deno je sa

filx,y) (@(=1,2,..., m) proizvoljne funkcije
fm+i (x, y)=H; (x+y)_ﬁ(x’ ») (i=1, 2, m),

pri cemu je Z H;(x)=0, i gde su H; proizvoljne funkcije sa vrednostima u C.
i=1

3.1.3. Funkcionalna jednacina (3.5)

Dokazaéemo sledecu teoremu.
Teorema 4. Ako je a™t"# 1, fnnkcionalna jednacina (3.5) ima opite reSenje

G0y SEN=FGra ) —F@xiy) (m ),
f)=G(x+a™y, a"x+y)—G@" x+y, x+a"y) (m=n),

gde. su F i G prorzvoljne funkcije sa vrednostima u C.

Dokaz. Ako stavimo

(3.11) f( ) =g (x+amy, ax+y),

funkcionalna jednacina (3.5) postaje

m4n m+1 n—1

1 )
Z g( Zo am 1= x -+ Zoa"“f" I Xitmays
i=1 Jj= j=

m—1 n—1
2} qmin—1-j Xiyj+ Zo a*1-J xi+m+j)=0’
j= j=

ili
m-+-n m+n-—1 ) m+n—1 ) X
(312) 21 g( z a’x,-+,,,_1_,~, 'zo a’ x,~_1ﬂ~>=0.
i= Jj=

=0
Ova transformacija jednaéine (3.5) je moguéna jer je a™+" +# 1.

Kako je am*t"+# 1, uvodeéi nove promenljive y; pomocu

m+n—1
yi= D @xi, (i=1,2, ..., m+n),
=0
jednadina (3.12) dobija oblik
mi-n
(3.13) _Zl gWizm» y1)=0.
Ako je m#n, stavljajuéi ;=0 (i=1,2,..., n—1, n+1, ..., m+n—1),

iz jednadine (3.13) dobijamo
(.14 gx)=Fx)+F ).
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Ako u (3.13) zamenimo funkciju g odredenu sa (3.14), jednadina (3.13)
postaje

m-n

> (F)+F,(»)=0,

i=1

‘odakle sleduje F(x)=—F, (x).
Na osnovu ovoga imamo

(3.15) g(x,y)=F(x)—F(y).
Ako je m=n, jednaina (3.13) postaje

g(x,»)+g(r, x)=0,
odakle sleduje

(3.16) g(x,»)=G(x,»)—G(y, x).

Iz jednakosti (3.15), (3.11) i (3.16) sleduje (3.10), &eme je dokazana
teorema 4.

PriMer 1. Ako je a@®# 1, opste reSenje funkcionalne jednaline
flax+y,2)+ f(ay+z,x) + f(az+ x,y) =0
fx»)=F(x+ay)-F(ax+y),

je

gde je F proizvoljna kompleksna funkcija kompleksne promenljive.
PriMer 2. Ako a*# 1, opste reSenje funkcionalne jednaline
fax+y,az+u)+ f(ay+z,au+x)+ f(az+u,ax+y)+ f(au+x,ay +z)=0

odredeno je sa
f(x,)=Gx+ay,adx+y)-G(@x+y,x+ay),

gde je G proizvoljna funkcija.

Teorema 5. Ako je a™t"=1, (m,n)=1, m+n>2, opSte neprekidno resenje funk-
cionalne jednacine (3.5) je

m+n

(3.17) fxy) = _Zl (F, (@ x +d'*™y) Re (@ x) + F, (a' x + a'*™ y) Im (@ x))
m+n—1
+ Zl (G,-(a"x+ai+:”y)—Gi(x+a'"y))
—m (F,(x+amy) Re(x+amy)+ F,(x +amy) Im (x+amy)),

gde su F,, F,, G; (i=1, 2, ..., m+n—1) proizvoljne neprekidne funkcije
kompleksne promenljive.

Dokaz. Ako uvedemo nove promenljive y; pomocu relacija x;=a'!y (i=1,2,
., m-+n), funkcionalna jednadina (3.5) postaje

m-+n m—1 n—1
(3.18) 21 f(a"'“'z 2;) Vi, @i 'Zo ym+i—j>=0'
= J= J=

2=
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Ako stavimo da je

flam—2+ix, am+r=2riyy=fi(x,y) (i=1,2,..., m+n)),
1.
(3.19) fx, y)=fi (@i x, amtr-2+iy) (i=1,2,..., m+n),
funkcionalna jednadina (3.18) dobija oblik
m+-n m—1 n—1
(3:20) 2. fi (_Z Viis 2. ym+,-+,~)=0-
i=1 j=0 j=0

Jednadina (3.20) je taéno jednalina (3.9), i njeno refenje je odredeno
teoremom 1. Prema tome na osnovu (3.19) i teoreme 1, moZemo pisati

(3.21) f(x,y)=A4,(@"* ¥ x +am*r"+2-1 y) Re (@™ x)
+ A2 (an+2—i X+ am+n+2—i y) Im (an+2—i x)
+ B;(a" 2 x 4 gty (i=1.2,..., m+n)
pri éemu je
m+tn

Z Bi(x)=—m[A, (x) Rex+ 4, (x) Im x],
i=1

i gde su 4,, 4,, B; proizvoljne kompleksne funkcije kompleksne promenljive.
Ako uvedemo oznake
(m+n)F,(x)=4,(x), (m+n)F,(x)=4,(x), (m+n)B;(x)=Gpi,-i(x)
(i=1,2, ..., n+1,n+3, ..., m+n),

sabiranjem jednakosti (3.21) dobijamo (3.17).
Teorema 5 je ovim dokazana.

PriMer 3. Ako je a’=1, opite neprekidno refenje jednadine

f@ax+y, 2+ flay+z,x)+f(az+x,y)=0
je odredeno sa

f(x,y)=F, (ax+y) Re (ax) + F, (ax + y) Im (ax) + F, (a® x + ay) Re (@* x) + F, (a® x + ay) Im (a2 x)
~-F,(x+a®’y)Re(x+2a*y)-F,(x+a?y) Im(x +2a%y)
+G, (@x+y)- G (x +a*y)+ G, (@* x +ay) - G, (x +a*y),
gde su F,, F,, G,, G, proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksne promenijive.
Teorema 6. Ako je am+"=1, (m,n)=d>1, m/d=y, nfd=v, u+v>2, funkcio-
nalna jednalina (3.5) ima opste neprekidno reSenje

d-2 ju+tv—1 . o o o
(322) f(x, }’) = z ( z {F11+2(an—td—j X+ am+n-—zd——j y) Re (an'—ld—j x)
- j 1 i=0

je—
+ F£+2 (an—id——j X+ am+n—id—jy) Im (an—id——j x)

+ G{'+2 (an—id—j X+ am+n—l‘d—jy)}) ,
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pri cemu je, za j=1,2, ..., d,
u+\i~1 . . . ) . d .
> Gix)=H ()—u(Fl(x) Rex+F4(x)Imx), 2 H (x)=0,
Jj=1 Jj+1
gde su Fj, Fy, Gi(i=0,1....,u+v=2;j=1,2,...,d), H' (j=1,2,...,d—1)
proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksne promenljive.

Dokaz. Transformacijama koje su kori§cene pri dokazivanju teoreme 5, jedna-
&ini (3.5) moZe se dati oblik (3.20), tj. (3.9).

Pod pretpostavkama izloZenim u teoremi, opSte neprekidno refenje jed-
nadine (3.20) odredeno je teoremom 2. Prema tome moZemo pisati

(323) f(x, y) — Ajl (an+2—id~j X +am+n+2—id—j y) Re (an—id—j+2 X)

j 2—id—j nt2—id—j 2-id—j
+ AL (@ x g g P )

y)Im(a
LB (an+2—id~j x+am+n+2-id—jy)
(i=0,1, .... u+v=—1; j=1,2, ..., d),

pri ¢emu je za j=1,2, ..., d,

wtv—1 4

> Bl(x)=C'(x)—p(41(x) Re x+ 45 (x) Im x), ZICj(x)=O,
i=0 i=

gde su A’;,A"z,B’},C (i=0,1,..., p+tv—1; j=1,2,...,d) proizvoljne kom-
pleksne funkcije kompleksne promenljive.

Sabirajuéi jedrakosti (3.23) i uvodeéi oznake
(m+n) Fl(x) =41 (x), (m+n)F5(x)=A4%(x),
(m+n) G (x) =Bi(x), (m+n)H (x)=C (%),

dobijamo (3.22).

PrivMer 4. Ako je a®=1, opste neprekidno refenje funkcionalne jednagine
f@x+a@y+az+u,av+wy+f@y+az+au+viaw+x)+ f(@ z+atu+av+w,ax+y)
+f@uradvraw+x,ay )+ f(@v+adwrax+y,aztu) - f@wiratxt+ay+z,au+vy=0

je

f(x,y)=Fi (ax +a® y) Re (@° x)+F;(ax+a5y) Im (ax)
+ F;(a3x+ay)Re (a3x)+F;(a3x+ay) Im (a® x)
- F} (a5x+a3y)Re(a’x+2x3y)—Fé(a5x+a3y)Im(a5x+2a3y)
+ F%(x+a“y) Re(x)+F§(x+a‘y) Im (x)
+ F%(aszry) Re (azx)+F§(a2x+y)Im(a2 x)

- F% (a*x+a*y)Re (a“x+2a2y)-F§(a‘x+a2y) Im(a*x+2ay)
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+G(1,(ax+a’y)—G(l,(asx+a3y)+G(2,(x+a‘y)—G(2,(a‘x+a2y)
+G{(a3x+ay)—G}(a5x+a3y)+G%(a2x+y)—Gf(a‘x+a2y)
+H'(@x+a*y)-H'(a*x+ay),

gde su F}, le” F;, F% G(l,, Gg, G}, G%, H! proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije
kompleksne promenljive.

Teorema 7. Ako je a™*+"=1 i m=n, opSte reSenje funkcionalne jednacine (3.5) je

(3.24) f(xp)= é (Fi (@ x,a™"y)—F;(d'y,a""" x) + H; (a"" x + d' y)),

pri Cemu je D H;(x)=0 i gde su F, (i=1,2,...,m), G; (j=1,2,...,m—1)
. i=t

proizvoljne funkcije kompleksne promenljive.

Dokaz. I u ovom sluaju, transformacijama iz dokaza teoreme 5, moguéno
je transformisati jednaéinu (3.5) u jednadinu (3.20).

Na osnovu teoreme 3, dobijamo

f(xy)= 4 (@m2=ix, aminii=iy)
(3.25) (i=1,2,..., m)
f(x, y) — Bi (am+2—i x+ a’"+"+2“"y)—A,- (am+n+2_iy’ am+2_i x) ,

pri &emu je Z By (x)=0.
=1
Ako uvedemo nove funkcije pomoéu jednakosti

Ai (an’)=2mFm+z-i(st’)a Bi (x)=2mH,,,+2_i(x),

sabiranjem funkcija odredenih sa (3.25), dobijamo (3.24).
Ovim je dokazana teorema 5.
PriMer 5. Ako je a*=1, opite refenje funkcionalne jednacine
flax+y,az+u)+ f(ay+z,au+x)+ faz+u,ax+y)+ f(au+x,ay+2)=0
je
f(x,»)=F,(ax,a’y)-F,(ay, @ x}+ F,(a* x,y) - F, (@ y, x) + H, (&* x + ay) - H, (x + a* }),

gde su F,, F,, H, proizvoljne kompleksne funkcije kompleksne promenljive.

3.1.4. Funkcionalna jednatina (3.6)

Dokazademo sada redom sledeée rezultate koji se odnose na funkcionalnu
jednadinu (3.6).

Teorema 8. Ako je a™t"#1 i m+n, opSte reSenje funkcionalne jednacine (3.6) je

3.26) fi(x,y)=F(x+amy)—Fi,(@"x+y)+o (i=12,..., m+n),
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gde su F (i=1,2,..., m+n Fin.,=F;) proizvoline kompleksne funkcije

m+n

kompleksne promenljive i o; proizvoljne kompleksne konstante za koje je Z o;=0.
i=1

Dokaz. Ako uvedemo nove funkcije g; pomocu jednakosti
(3.27) fi(x,y)=g;i(x+a"y,a"x+y) (i=1,2,..., m+n),
jednaé&ina (3.6) postaje

m+n

m—1 n—1
e L
> & ( > @t i xig b Y At Xy,
-1 V%o j=0

m—1 . n—1 .
>oamttlixig+ S ettt xm+i+j)= 0,

) i—o j=0
tj.
m+n m+n—1 . min—1
(3.28) > g,-( @ Xyt =js z afxi_l_j)=0.
i=1 j=0 j=0

S obzirom da je a™+"”s~1 po pretpostavci, ova transformacija je moguéna.
Isto tako, zbog a™*"1, moZemo da uvedemo nove promenljive y;, pomocu

min—1
Vim 2 @ X (i=1,2,..., m+n),
j=0

pa jednakost (3.28) dobija oblik

m+n

(3.29) 'Zo 8 (Vis Yi+n)=0.

Stavljajué¢i u (3.29) da je y;=0, za svako j, sem za j=i, i+n, dakle,
za j=1, 2,...,i—1, i+1,..., i+n—1, i+n+1,..., m+n, dobijamo
(3.30) &8, Yirn)=Fi(¥)) + Gi (Yi+n) (i=1,2,..., m+n).

Na osnovu (3.30), jednacina (3.29) postaje

m+n

2 (Fi(y)+Gi(yi+n) =0,

i=1

ili
(331 3 (E 1)+ G 30) =00
Iz (3.31) sleduje
(3.32) Giim (D)= —Fi (0 +05,  (i=1,2, ..., m+n),

min
gde su «; proizvoljne kompleksne konstante, sa osobinom . a;=0.

i=1
Na osnovu (3.32), jednadina (3.30) ima oblik
(3.33) g (X, V)=Fi(X)+Fiyn(y)+o (i=1,2,..., m+n),
m-t-n

pri &emu je > o;=0.
i=1
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Na osnovu jednakosti (3.33) i (3.27), dobijamo (3.26).
Ovim je teorema 8 dokazana.
PRIMER 6. Opste reSenje funkcionalne jednaline
fi@x+ay+z,w)+ f(@y+az+u, x)+ f(@z+au+Xx,y)+ f,(@u+ax+y, z) =0,
u sluaju kada je a@®# 1, dato je sa
fix, »)=F,(x+a*y)-F,(ax+y)+o,,
L) =F,(x+ay)-F,(ax+y)+a,,
fi (6,0 =Fy(x+a’y)-F,(ax+y)+oy,
fi(x, )=F,(x+a’y)-F,(ax+y)— o —o,— 0o,

gde su F; (i=1, 2, 3, 4) proizvoljne kompleksne funkcije kompleksne promenijive i o; proiz-
voljne kompleksne konstante.

Teorema 9. Ako je a™t"#1 i m=n, opste reSenje funkcionalne jednacine (3.6) je

(3.34) Siom (X, V)=—fi (¥, X)+ o (=12, ..., m),

gde su f; (i=1, 2, ..., m) proizvoljne kompleksne funkcije i «; proizvoljne
kompleksne konstante, Ciji je zbir jednak nuli.

Dokaz. Transformacijama koje su izloZene u dokazu prethodne teoreme, moze se
jednagina (3.6) dovesti na oblik (3.29).

Za yj=O (]:1’ 29 vy l—'la l+1’ s ey l+m—<1’ l+m+1’ AR} 2m),
jednacina (3.29) postaje
(3.35) & Wis Vism) + &ivm Viems )= (i=1,2,..., m),
gde su «; proizvoljne konstante. Zamenjujuéi (3.35) u (3.6), dobijamo da mora
biti > o«;=0.
i=1

Na osnovu ovoga i jednakosti (3.35), dobijamo (3.34).
PriIMER 7. Ako je a*# 1 opste reSenje funkcionalne jednaline
) filax+y,az+w)+ f(ay+z, au+x)+ f,(az+u, ax+y)+ f, (au+x, ay +2)=0
¥ fi(x,y) (F=1,2) proizvoljne funkcije,
L6 = —fi(x, )+,
fix )= —f,(x, ) -0,
gde je o proizvoljna kompleksna konstanta.
Za sludaj am+t"=1, funkcionalnu jedna&inu (3.6) moZemo transformirati
na sledeéi nadin.
Uvedimo nove promenljise y; pomocu jednakosti

yi=a'"ix;, tj. x;=da"ly (i=1,2,..., m+n).

Tada jednadina (3.6) postaje

m-tn

m—1 n—1
(3.36) 21 fi (a'"_2+i Z) Vigj, aminorH Zoym-H-!-j) =0.
i= j= j=
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Ako sada stavimo

g (6, y) = fi (@ 2+x, amen-2riy)  (i=1,2,..., min),
tj.
(3.37) filx, y)=gi(@" =" x, @il y) (i=1,2, ..., m+n),
funkcionalna jedna¢ina (3.36) dobija oblik
m+tn m—1 n—1
(3.38) Z gi(z Yitjs Z ym+i+j):0~
i=1 j=0 j=0
Jednagina (3.38) je taéno jednadina (3.9).

Teorema 10. Ako je a™"=1, (m, n)=1, m4-n>2. opSte neprekidno reSenje
funkcionalne jednacine (3.6) odredeno je sa

fi(x, y)=F, (a"** 1 x+ aqm"t2 - yy Re(a"+2~ x)
+ Fy (@2 x + a2 py Im (@271 x)
+ G (a" 2 ix 4 gmtnt2oiy) (i=1,2,..., m+n),
pri cemu je
min

> Gi(x)=—m (F,(x) Re x+ F, (x) Im x),

i=1
i gde su F,, F,, G; (i=1,2,..., m+n) proizvoljne neprekidne kompleksne
Jfunkcije kompleksne promenljive.

Dokaz. Dokaz neposredno sleduje na osnovu (3.38), (3.37) i teoreme 1.

Teorema 11. Ako je a™*t"=1, (im,n)=d>1, m/d=yp, njd=v, p+v>2, funkci-
onalna jednacina (3.6) ima opSte neprekidno reSenje

fiar ()= Fi @ x4 " ) Re (@ )

R @ x 1 d" T ) Im (@ x)
+Gl@ T x +d"TTT )
(i=0,1, ..., pu+tv—=1; j=1,2, ..., d)
pri Cemu je
wr+v—1 ) ) ) )
> Gl =H ()—p(F () Rex+FA(x)Imx)  (j=1,2, ..., d),
i=0
d
> Hi(x)=0,
j=0
i gde su Fi, Fy, H', G} (j=1,2,...,d; i=0,1, ..., u+v—2) proizvoljne

funkcije sa vrednostima u C.

Dokaz. Na osnovu (3.38), (3.37) i teoreme 2, zakljuCujemo da je teorema ta¢na.
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Teorema 12. Ako je a™+"=1 i m=n, opste reSenje funkcionalne jednacine (3.6) je

Ssi (5, 7) = Hy (@2 x4 anans 21 )
— fi(@"+2-tx, amtnrl-iy) (=12, ..., m),
gde su H;, f; (i=1, 2, ..., m) proizvoljne kompleksne funkcije sa vrednostima

u C, i pri éemu je Y H;(x)=0,
i=1

Dokaz. Dokaz neposredno sleduje iz jednakosti (3.38), (3.37) i teoreme 3.

3.1.5. Generalizacija jednog rezultata D. Z. Pokovi¢a

D. Z. Pokovié¢ je u radu [6] odredio opste neprekidno refenje funkcio-
nalne jednacine

m+tn+k m—1 n—1 k—1
(3.39) Z f( Xitj Z Xm+itjs E xm+n+i+j):0’
i—1 j=0 j=0 j=0 ;
kada su x;(i=1,2, ..., m+n+k) realne nezavisno promenljive i f realna

funkcija, pretpostavijajuc¢i da je k=max (m, n, k).

Ova naknadna pretpostavka za k, kao §to je pokazano u radu [6], ne
uti¢e na op$tost razmatranja jer se svaki drugi slufaj moZe da svede na ovaj.

Ovde ¢emo posmatrati jednadinu (3.39) u kompleksnom podrudju, tj.
kada je f kompleksna funkcija kompleksnih promenljivih.

Transformi§imo prethodno jednainu (3.39) na nalin koji je i u radu [6]
izloZen.

Ako uvedemo oznake

. m4-ntk
(3.40) s= > X,
=1
(3.41) f (X9, 89)=g(x,y,s+x+y),
jednacina (3.39) postaje
mintk im—1 n—-1
(3.42) > g(Z Xitjs 2 Xmiitis s):O-
j=1 j=0 j=0
Ako uvedemo nove promenljive £ (i=1, 2, ..., m+n+k—1) pomocu
jednakosti
1= xi——— (i=1,2, ..., m+n+k—1),
m+n+k
odakle je
s mint+k—1
Xmtntk = sz t,
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jednacina (3.42) postaje

m—1 n—1
(3.43) 2 ( Z fisjy, ——— 2 bntisss s>

= m+n+k +n+k
n+k m—1 m+k—1
ms ns
+ T + t' .9 DT i '5
;:;+1g(m+n+k j:ZO i+ min+k j;o tm+n+l+j S)
m-+n+k n+k—1 ns n—1
+ t , —— + tymrivi, 81=0.
P <m+n+k Z M i+ k j;(, mtity )
Stavljajuéi da je
ms ns
3.44 < + X, + ,S):H X, Vs S)s
( ) £ m+n+k m+n+k Y (7, 9)
jednadina (3.43) postaje
k
(345) Z (EO tl+j’ Z tm+1+]9 S)
= it j=
k+n — m+k—
+ Z <$ tHj: - Z tm+n+i+j’ S)
i—k+1 j=0 =0

m+n+k n+k—1 n—1
+ Z H<_ Z tm+1+1a Z tm+t+ja S) 0

i—nfk+1 j=0 j=0
Pretpostavimo sada da je promenljiva s fiksirana i stavimo
(3.46) H(x, y,8)=h(x,y).
Tada jednadina (3.45) ima oblik
mik  m—1 mak—1
m+i+j)+ 2 h( 2ty — j;o tm+n+i+i)

i=k+1 \j=0

m—1 n—1

k —
(3.47) Zh(?,. tivj- 2
i=1 j=0

j=o
m+nt+k n+k+1 n—1
+ 2 h(— 2 tmiivis 2, tm+i+j>=0'

i=ntk+1 j=0 j=o

MozZe se pokazati, na nadin Kkoji je izloZen u radu [6], da iz jednadine
(3.47) sleduje da funkcija h ima sledeée osobine:

1° U slucaju m<n<k, m+n<k:

(3.48) h(0,0) =0,

(3.49) h(x, —x)+h(x,0)+h(0, —x) =0,
(3.50) h(0,x)+h(0, —x)=0,

(3.51) h(x,y)=h(x+py,0)—h(y,0)+h(0,y),
(3.52) h(x,0)+h(—x,0)=0,

(3.53) h(x,p)=h(©0, x+y)—h(0, x)+h(x,0);
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2° U slucaju m<n<k, m+n=k: (3.48), (3.49), (3.50), (3.51), (3.52),
(3.53);

3° U slucaju m<n<k, m+n>k: (3.48), (3.49), (3.50), (3.51), (3.52),
(3-54) h(x,p) +k(y, =x—=p)+ h(—x—y,x)=0;

4° U slucéaju m<n=k: (3.48), (3.49), (3.50), (3.51), (3.54);

5° U slucaju m=n, 2m<k: (3.48), (3.49),
(3.55) hx, )+ h(y,0)+h0, —x—y)+h(—x—y,x)=0;

6° U sluéaju m=n, 2m=k: (3.48), (3.49), (3.55);

7° U slucaju m=n<k, 2m>k: (3.48). (3.49), (3.55);

8° U slicaju n<m<k, m+n<k: (3.48), (3.49), (3.52), (3.53), (3.50),
(3.51);

9° U slucaju n<m<k, m+n=k: (3.48), (3.49), (3.52), (3.53), (3.50),
(3.51);

10° U slucaju n<m<k, m+n>k: (3.48), (3.49), (3.52), (3.53), (3.50),
(3.54y

11° U slucaju n<m=k: (3.48), (3.49), (3.52), (3.53), (3.54);

12° U sluc¢aju m=n=k: (3.48), (3.49), (3.54).

Sada ¢emo dokazati teoreme koje se odnose na jednadinu (3.39).

Teorema 13. Ako je m, n<<k, m#n i m+n#k, opSte neprekidno resenje funk-
cionalne jednacine (3.39) je

f(%.,2) =G, (x+y+2)Re (x_mﬁy”
m+n+k

)+Gz(x+y+2)lm (x—m x””)

m+n+k

+G3(x+y+Z)Re <y_nx+y+z x+y+z).

VG x4y 2 Im( p
m+n+k> ( Y ) Y nm+n+k

gde su G, G,, Gy, G, proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksne
promenljive.

Dokaz. Neka je m<n<<k i m+n<<k. Na osnovu (3.51) i (3.53), dobijamo da
funkcija h zadovoljava jdnacinu

h(x+y,0—h0,x+y)=h(x,0)—k(0,x)+ h(y,0)—h(0,y),

odakle sleduje
h(x,00—h(0,x)=G" Rex+G" Imx,

gde su G' i G proizvoljne neprekidne funkcije od s.
Jednalina (3.53), prema tome, ima oblik
(3.56) h(x,)=h(0,x+y)+G Rex+ G’ Imx.

Ako funkciju h, odredenu sa (3.56) zamenimo u (3.47) na osnovu (3.50),
dobijamo

k min-—1 m+ntk k—1
(3.57) 2 h (0’ 2 t,~+,-)—- 2 h <0> 2 tm+n+i+j> =0.
i=1 j=0 j=0

i=k+1
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Ako u (3.57) stavimo t,=x, t;,=y, ;=0 (j#1,k), jednatina (3.57)
postaje
h (O, x+y)=h(0,x)+h(0,y),
odakle dobijamo
(3.58) h(0,x)=G;Rex+ G, Im x,
gde su G;, G, proizvoljne funkcije kompleksne promenljive s.
Na osnovu (3.58) i (3.56), dobijamo
(3.59) h(x,y)=G,Rex+G,Imx+G;Rey+G,Imy,
gde je
G, =G+G,, G,=G"+0G,.
Neka je m<n<k i m+n>k. Na osnovu (3.51) i (3.54) dobijamo
h(x—l—y,O)—h(——x——y,O)—h(O,x+y)=h(x, 0)_h(_x, 0)—h(0,x)

’ ’ +h(y,0)—h(30)—h(0,5),
odakle zaklju€ujemo da je

(3.60) h(x,0)—h(—x,0)+h(0,x)=G;Rex+G,Im x,
gde su G5 i G, proizvoljne funkcije od s.

Na osnovu (3.60), jednakost (3.51) postaje
(3.61) hix,y)=h(x+y,00—h(—».0)+ G, Rey+G,Im y.

Ako funkciju A, odredenu sa (3.61), zamenimo u (3.47), dobijamo jed-
nadéinu

k m-+n—1 m+tn+k k—ﬂl
(3.62) Zlh( Zl ti+j90)+ 2, h(“‘zé tm+n+i+j’0)

i=kt1 j=

m+tntk m+k—1 m4-k n—1
—.Z h( Z tm+n+i+ja0>—‘.z h(—zti+j’0>:0-
i=k+41 j=0 i=1 =0

Za t,=X, tyqx=y, 1;=0 (j#1, m+k), iz jednadine (3.62) imamo

h(x+y,0)=h(x,0)+h(y,0),
odakle je
h(x,0)=G, Rex+G,Im x.
Na osnovu ovoga, jednadina (3.61) postaje (3.59).

Neka je sada n<<m<<k 1 m+n<k. Na osnovu jednakosti (3.53) i (3.51)
dobijamo

h(x+y,0)—h(0, x+y)=h(x,0)—h (0, x)+h(y, 0)—h (0, y),

odakle sleduje
(3.63) h (x, 0)—h (0, x) = Gy Rex + G5 Imx.

Na osnovu (3.63), jednakost (3.53) postaje
(3.64) h(x,y)=h (0, x+y)+ G Rex+G" Imx.
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Ako funkciju h, odredenu pomocu (3.64), zamenimo u (3.47), dobijamo
Jjednaginu

k m+nt1 mntk k-1
(3.65) 30" 3 )= 3 R0 S ).
i=1 i=0 i=k+1 j=0

Stavljajuéi u (3.65) ¢, =X, tmin=V, ;=0 (j# 1, m+n) dobijamo
A0, x+y)=h(0, x)+h (0, y),
odakle zakljuujemo da je
h(0, x)=G; Re x+ G, Im x.

Na osnovu ovoga, jednadina (3,64) postaje (3,59).

Posmatrajmo, najzad, sluéaj n<<m< k i m+n>k. Na osnovu (3.53) i (3.54),
dobijamo da funkcija & zadovoljava funkcionalnu jednadinu oblika

h(x+y,0+h(0, —x—y)—h (0, x+y)=h(x,0)+h (0, —x)—h (0, y)
+h(y,0)+h(0, —y)—-h(0,y).
Prema tome, funkcija A (x, 0) + 4 (0, —x)—h(0, x) odredena je sa
(3.66) h(x,0)+h(0, —x)—h(0,x)=G, Rex+ G, Imx.
Jednagina (2.53), na osnovu (3.66), postaje
(3.67) h(x,)=h (0, x+y»)—h (0, —x)+ G Re x+G" Im x.

Funkcija k& treba da zadovoljava jednadinu (3.47). Zamenom h iz (3.67)
u (3.47), dobijamo

k m+4-n—1 m+n+k k—1
(3.68) Z h(O, > fr+f>+ _ > h (0, — Z tm+n+i+/)
i=1 j=0 i=k+1 j=0

k41 m—1 m+-n+k m—1
— z h (0, - 2 tH—j)_‘ Z h(oa Z tm+n+i+j)=0'
i=1 j=0 i=n+k-+1 ji—0

Ako u (3.68) stavimo t, =x, t,1 .=y, 1,=0 (j# 1, n+k), jednacina (3.68)
postaje
h(0, x+y)=h (0, x)+ h (0, y),
odakle sleduje
h(0, x)=G,Re x+ G, Im x.

Na osnovu poslednje jednakosti, jednakost (3.67) ima tano oblik (3.59).
Dakle, u sva ¢etiri sluéaja, funkcija h je odredena sa (3.59).

: Po s proizvoljne kompleksne funkcije G,, G,, G,, G,, oznatimo redom
sa G,(s), G,(5), G5(s), G,(5). Na osnovu ovoga, jednakosti (3.59) i transfor-
macija (3.46), (3,44), (3.41), (3.40), sleduje tvrdenje teorema.

Teorema 13 ovim je dokazana.
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Teorema 14. Ako je m+#n i m+n=k, opSte neprekidno refenje frnkcionalne
Jjednacine (3.39) odredeno je sa

f(x p, z)=F<x+y—k

X+y+z
m+n+k’

X+y+z
m+n+k’

x+y+z>~F(~x—y+k x+y+z)

+G, (x+y+2) Re(x—mfnjy+z

+n+k)+Gz(x+y+z) Im(x—m—x+y+z>,

m+n+k

gde su F, G, G, proizvoline neprekidne kompleksne funkcije kompleksne pro-
menljive.

Dokaz. Neka je m<n. Kao u dokazu prethodne teoreme moZe se, na
osnovu (3.51) i (3.53), pokazati da funkcija A ima oblik odreden sa (3.56).
Ako ovako odredenu funkciju # zamenimo u (3.39), na osnovu (3.50), zaklju-
tujemo da je ona identitki zadovoljava i da, prema tome, funkcija h (0, x)
moZe biti proizvoljna. S obzirom na (3.50), za h (0, xX) moZemo da stavimo

(0, x) =F (x)— F (—x),

gde je F proizvoljna neprekidna funkcija.
Na osnovu ovoga, jednakost (3.56) postaje

(3.69) h(x, N=F(x+y)—F(—x—y)+G, Rex+ G, Imx.

Neka je sada n<<m. Kako i u ovom sludaju vaZe jednakosti (3.51) i (3.53),
funkcija 4 ima oblik odreden sa (3.56). Zamenom (3.56) u (3.47), dobijamo
da je jednadina (3.47) identi€ki zadovoljena, $to opet znadi da je h (0, x) pro-
izvoljna funkcija za koju vazi (3.50).

Na osnovu ovoga, dobijamo da funkcija 4, i u ovom sluaju, ima oblik
odreden sa (3.69).

Ako stavimo da su G,, G, respektivho G, (s), G, (s), inafe proizvoljne
‘neprekidne kompleksne funkcije, na osnovu (3.46), (3.44), (3.41) i (3.40),
sleduje tvrdenje teoreme.

Teorema 15. Ako je m<n=k, funkcionalna jednacina (3.39) ima opste nepre-
kidno reSenje odredeno sa

xX+y+z +2z

f(X,y,Z)=F(x+}"“(m+”) m+n+k’

m+n+k,x+y+z)

X+
x+y+z)—F(—y+n

X+y+z

x+y+z)
m+n+kj)’

+Gl(x+y+z)Re(y—n )+Gz(x+y+z) Im(y—n

m+n+k
gde su F, G,, G, proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksnih pro-
menljivih.

Dokaz. Na osnovau (3.51) i (3.54), kao i u dokazu teoreme 13, zaklju-
dujemo da vazi (3.60), odnosno (3.61). Kako je n=k, ako (3.61) zamenimo
u (3.47), dobijamo identitet. To znadi da se za h(x, 0) moZe uzeti proizvoljna
funkcija, naravno neprekidna.

Na osnovu ovoga, za funkciju k(x, y) dobijamo

(3.70) hix,y)=F(x+y)—F(—y)+G,Rey+G,Imy.



32 , Radosav Z. Pordevié

iz (3.70), na osnovu transformacija (3.46), (3.44), (3.41) kao i (3.40),
stavljaju¢i da su G, i G, proizvoljne neprekidne funkcije po s, dobijamo da
funkcija f ima oblik naveden u teoremi 15. Ovim je dokaz zavr3en.

Teorema 16. Ako je n<<m=k, opste neprekidno reSenje funkcionalne jedna-
cine (3.39) je

xX+y+z xX+y+z
FOop, = F (xey—tntmy o xbyez) = F (—xim 20 sy )
X+y+z X+y+z
+G(x+y+z) Re (x—m ;+n+k)+G2(x+y+z) Im (x—m ?lm)’

gde su F, G,, G, proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksnih
promenljivih.

Dokaz. Na osnovu (3.53), (3.54), (3.66), dobijamo da funkcija & zadovo-
ljava jednadinu (3.67).

Ako funkciju A, odredenu sa (3.67), zamenimo u {3.47), jednadina (3.47)
postaje identitet, $to znadi da £(0,x) moZemo da zamenimo proizvoljnom
neprekidnom funkcijom F(x).

Na osnovu ovoga, jednakost (3.67) ima oblik
(3.71) h(x,)=F(x+y)—F(—x)+ G, Rex+G, Imx.

Prema transformacijama (3.46), (3.44), (3.41), (3.40), iz jednadine (3.71),
stavljajuéi da je G,=G,(s) i G,=G,(s), sleduje da funkcija f ima oblik na-
veden u teoremi.

Dokaz teoreme 16 je ovim zavrien.

Teorema 17. Ako je m=n<k i 2m=£k, opste neprekidno reSenje jednacine (3.39)
odredeno je sa

—F( X+y+z F( X+y+z
Sy, 2y=Flx—m ., X+y+z|=Fly—n ", x+y+z

X+y+z x+y+z)
s

)+G2(x+y+z) Im (x—m p—

+G(x+y+z)Re (x—m p—

gde su F, G, G, proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksnih pro-
menljivih.

Dokaz. Neka je 2m<k. Na osnovu (3.55), jedno za drugim moZemo pisati
Ax, N+h(y,0+h0, —x—)+h(—x—y,x)=0,
h(—x—y,X)+h(x,00+h0,»)+h(y, —x—y)=0,

h(y, —x—y)+h(—x—y,0)+h(0,x)+h(x,y)=0.

Ako iz ove tri jednakosti eleminiSemo A(—x—y,x) i h(y, —x—)),
dobijamo

2h(x,y)=—h(—x—=y,0—h(0, —=x—y)+h(x,0)—h(0, x) + ~(0, y) —h (p, 0).
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Zamenjujuéi ovu vrednost za h u jednadinu (3.47), dobijamo

k m+n—1 k m+n—1
(3.72) 2. h (— 2 i 0)+ 2 h (o, - 2 r,-+,-)
i=1 j=0 i=1 j=0
m+n+k k—1 m-+n+k k—1
h ( Lt ntitis 0) + 2 h (0, > tm+n+i+j) =0.
i—k+1 j=0 i—k+1 j=0

Ako u (3.72) stavimo t,=x, f,41,=Y, ;=0 (j#1, m-+n), jednalina
(3.72) postaje

(3.73) h(x+y,00+hO0,x+»)+(k—1)(h(y,0)+h(0,¥))
+h(—x,04+h0, —x)+kh(~y,0)+ k0, —y))=0.
Za y=0, iz (3.73) dobijamo
(3.74) h(—x,0+h(0, —x)+h(x,0)+Ah(0,x)=0,
pa jednagina (3.73) ima oblik
h(x+y,00+h(0,x+y)=h(x,0)+h (0, x)+h(y,0)+h(0,y).
Odavde sleduje
h(x,00+h(0,x)=G, Rex+ G, Imx.
Na osnovu ovoga, dobijamo da je funkcija h(x,y) odredena sa

h(x,y)=h(x,0)+h(0,),
ili
(3.75) h(x,y)=F(x)—F(»)+G,Rex+G,Im y,

gde smo stavili F(x)=—h(0, x).
Neka je sada 2m>k. Ako u (3.72) stavimo ¢, =x, t, =y, ;=0 za j#1, k,
jednadina (3.72) postaje

(3.76)  h(x,0)+Ah(0,x)+ (m+n) (h(y,0)+h(0,¥))
+h(=x=y,0)+ (0, x—y)+(m+n—1)(h(—y,0) + 1(0,—y)) =0,
odakle, za y=0, dobijamo (3.74), pa jedna&ina (3.76) ima oblik
h(x+y,00+h 0, x+y)=h(x,0)+hk(0,x)+h(y,0)+h(0,y).

Odavde neposredno sleduje da funkcija # ima oblik (3.75).

Prema tome, na osnovu (3.75), (3.46), (3.44), (3.41), (3.40), zakljuéu-
jemo da je funkcija f oblika navedenog u teoremi.

Teorema 17 ovim je dokazana.

Teorema 18. dko je 2m=2n=k, opste reSenje funkcionalne jednacine (3.39)
dato je sa

J0,2)=F@x,y+2)—F(3,2+x)+G(x+y,2)—G(z, X +),
gde su F i G proizvoljne kompleksne funkcije kompleksnih promenljivih.

3
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Dokaz. 1z jednaline (3.72), koja vazi i u ovom sludaju, neposredno sle-
duje jednakost

B (x,0)+ (0, X)+ h (—x, 0) + A (0, —x)=0,

tj. moZe se staviti
.77 h(x,00+h(0,x)=2G(x)—2G(—x),

gde je G proizvoljna funkcija.
Kaho iz (3.55) sleduje
2h(x,y)=—h(—x—=y,00—h(0, —x—y)+ h(x,0)—h(0,x) + h (0, y)—h(y,0),
na osnovu (3.77) imamo
(3.78) h(x,y)=F(x)—F(y)+ G (x+y)—G (—x—y),

gde smo uveli oznaku
2F(x)=h(x,0)—h(0, x).

Iz jednakosti (3.78), (3.46), (3.44), (3.41), (3.40) sleduje tvrdenje teoreme.
Ovim je teorema 18 dokazana.
Teorema 19. Ako je m=n=k, opite reSenje funkcionalne jednacine (3.39) je
fGy,2)=F(x,y,2)—F(y,2,%),
gde je F proizvoljna funkcija.

Dokaz. Ako u jednalinu (3.47) stavimo ¢, =x, 1,1, =¥, =0 (j£1,m+1),
jednagina (3.47) postaje (3.55), tj.

h(x,») +h(y, —x—y)+h(—x—p,x)=0.
Opste reSenje ove funkcionalne jednadine je (videti [4])
(3.79) h(x,y)=F (x,)—F(y, —x—¥),

gde je F proizvoljna kompleksna funkcija kompleksnih promenljivih.

Na osnovu (3.79), (3.46), (3.44), (3.41), (3.40), zakljuéujemo da je funk-
cija f odredena oblikom 1zraZenim u teoremi.

Ovim je i dokaz teoreme 19 zavrien.

3.1.6. Funkcionalna jednadina (3.7)

U prethodnom paragrafu refena je jednadina (3.7) u sludaju a=1. Ovde
éemo odrediti opSte reSenje funkcionalne jednagine (3.7) i usludaju gm+m+kz£]1.
Kada je gmt"t%=1, nismo uspeli da re§imo navedenu jednadinu.

Aho stavimo

(3.80) f(x,y,2y=gx+a*tmy+a”z,y+a™t"z+ax,z+a"tkx+aky),
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jednagina (3.7) postaje

m+n+k m—1 n—1 ] k—1
et ikt .
g { D @ g 2 arrk i, e D ek,
=1 j=0 ) %
n—1 k—1 m—1
_1_j —1—j 1
.ZO A" X it .20 T Zo amtr g,
j= j= j=

k-1 m—1 n—1
1 L I
@ Xppnyivg + ZO R . gkl Jxm+i+i}=0a
]:

vye J=0 7=
ili
m+nt+k m+nt+k—1 m+n+k—1 mi-ntk—1
g[ & Xpp—yti-js 2 @ Xpinoyticgs > ajxm+n+k—-1+i—j}=0~
i=0 j=0 j=0 j=0

Ova transformacija jednadine (3.7) je mogréna, jer je, po pretpostavci
amtrtk=£1, 1z istog razloga, moguéno je uvesti nove promenljive y; pomocu

relacija
m+tnt+k—1 ) .
yi= Z ' Xy 41-j (i=12, ..., m+n+k),

=0
pa prethodna jednadina postaje

m+n+k

(3.81) Z & Vis Vitns Vitntr)=0.

i=1
Vazi slededi rezultat.
Lema 1. Opste reSenje funkcionalne jednacine (3.81) odredeno je pomoéu

1° g(x, 3, 2)=F(x)—F(2) + G (»)—G(2),
m#n#k#m, m#n+k, n#m+k, k#m+n);

2° g(x,3,2)=F(x)—F(»)+G(x,2)—G(z, x),
m#*n#k#*m, m=n+k);

3 g(x,y,2)=F(@)—F(x)+G(x,»)—G(y, x),
m#n#k+m, n=m+k);

4 g(x,3,20)=FX)—F»+G(,2)—G(z ),
m#=n#k#m, k=m+n);

5° g(x, ¥, 2)=F(x,y)—F(y, 2),
m#n=k, m#n+k);

6° g(x,y,2)=F(x,y)—F(y,2) +G(z, ) -G (x, 2),
m#n=k, m=n+k);

7° g(x’y’ z)=F(x,y)—F(z, X),
(m=n#k, k#m+n);

8° g(x, ) Z)=F(X,)’)—F(Z, x)+G(y’ Z)“G(Z,y),
m=n#k, k=m+n);

3%
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9° g(x,y,2)=F(y,2)—F(z, x),
m=k#n, n#k+m); .

10° g(x, »,2)=F(x, »)—F(y, x) + G(y, 2) -G (z, x),
(m=k+#n, n=k+m);

11° g(x,y,2)=F(x, 5, 2)—F(y, z, %),
(m=n=k).

Funkcije F i G su proizvoljne kompleksne funkcije

Dokaz. S obzirom-da su dokazi za pojedine sludajeve sli¢ni ili potpuno isti,
dokaz leme éemo izvesti samo u nekim sludajevima, napr. 3° i 8°.

Sludaj 3°. Ako u (3.81) stavimo da su sem Xx;, X;i1,, Xitntg, Sve druge
promenljive jednake nekoj konstanti, dobijamo da je

& (Xis Xy Xitnri) = F (Xikni) T H (Xi, Xi1)
tj.
(3.82) g(x,y.2)=F(2)+ H(x,y).
Na osnovu ovoga, jednadina (3.81) postaje

min+k m+n+k
21 F(x) + 21 H(xi, Xi4,)=0.
1= I=

Ako ovde stavimo x,=0 (r #%1i, i +n), dobijamo

F(xi)+F(x,~+,,)+H(x,~, x,-+,,)+H(x,-+,,, x;)=0,
odakle je
H(x9 y)=G(xa y)_G(ya x)_F(x)'
Jednakost (3.82) sada postaje
g8, 2)=F(2)—F(x)+G(x,»)—G(»,x).

Slugaj 8°. Ako u (3.81) stavimo x,=0 (r##1i, i+n i+n+k), jedna-
¢ina (3.81) postaje

8 (Xis Xt4n> Xivn+r) =F (Xi, Xin) + Fy Xins Xitnts) + Fy Kis > X1
tj.
g(x, ¥, 2)=F(x,y)+ F, (y, 2) + F, (2, x),
gde su F, F,, F, proizvoljne kompleksne funkcije.
Zamenjujuéi dobijenu vrednost za g u (3.81), dobijamo

m+ntk m+n+k mtntk
(3.83) 2 FOuxn+ 20 FiGaXm) + 2 Fa(iXien) =0.
Za x,=0 (r+#1i, i+k), odavde dobijamo
Fy (Xis Xiy1) + Fy (Xigg, %)+ H (X)) + H (Xi44) =0,

gde je H proizvoljna funkcija.
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Iz ove jednacine sleduje da funkcija F, ima oblik
(3.84) Fo(x,9)=G(x, )—G(, x)—H(x),
gde je G proizvoljna funkcija.

Ako (3.84) zamenimo u (3.83), jednadina (3.83) postaje

m+nt+k
(3.85) > (Fxi xivn) + F (i, Xiv) + H (x)) = 0.
i=1
Iz poslednje jednaline, za x,=0 (r # i, i +n), dobijamo

Fl (x5 J’): _F(x5 y)—2H(x)——2H(y)
m-+ntk
Zamenjujudi dobijenu vrednost za F, u (3.85), imamo da je Z H(x) =0,
i=1

tj. H(x)=0, pa je, na osnovu svega, funkcija g odredena sa
g(x, 3, 2)=F(x, »)—F(z, )+ G (y,2) -G (2, ),
§to je trebalo dokazati.

Kao §to je ranije napomenuto, sli¢no se dokazuje lema i za ostale slu€ajeve.

Na osnovu dokazane leme i transformacije (3.80), sleduju redom sledece
teoreme.

Teorema 20. Ako je a™"tk#£1, m#n#k+m, m#*n+k, n#m+k,
k % m-+n, opste refenje funkcionalne jednacine (3.7) je

[y, z)=F(x+ad*t"y+a”z)—-F(z+a"t*x +aky)
+G+amtrz+a"x)—G(z+a" R x+adky),
gde su F i G proizvoljne kompleksne funkcije.

Teorema 21. Ako je am™t"tk#1, m#n#k+#m, m=n+k, funkcionalna jedna-
¢ina (3.7) ima opSte resenje

S, y,2)=F(x+a*+tmy+amz)—F(y+amt"z+a"x)
+G(x+adtmMy+amz, z4+attk x +aky)
—G(z+atkx+adky, x+akt?y+amz),

gde su F i G proizvoljne kompleksne funkcije.

Teorema 22. Ako je am™t"tk£1, m#=n#k#m, n=m+k, opSte refenje funkci-
onalne jednacdine (3.7) je

fxpy,z)=F(z+a**x+adty)—F(x+aktmy+amz)
+G(x+adtmy+anz, y+amttz+ax)
—G(y+amt"z+a"x, x+ad"*t"my+amz),

gde su F i G proizvoljne kompleksne funkcije kompleksnih promenljivih.
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Teorema 23. Ako je a™t"tk£1, m=#En#k+m, k=m-+n, funkcionalna jed-
nac¢ina (3.7) ima opste reSenje

fO,y, 2)=F(x+dtmy+amz)—F(y+a™t"z+a"x)
+G(y+am™trz+a"x, z+a"tkx+aky)
—G(z+atkx+aky, y+amtnz+a"x),
gde su F i G proizvoljne kompleksne funkcije.

Teorema 24. Ako je am™t"+k£1, m#n=k, m#n+k, opste reSenje funkcionalne
Jednacine (3.7) je

fx,p,2)=F(x+a* "y +am™z, y+a™"z+a"x)
—F(y+a™t"z+a"x, x+d"T"y+amz),
gde je F proizvoljna kompleksna funkcija.

Teorema 25. Ako je a™t"tk#1, m#n=k, m=2n, jednacina (3.7) ima opite
reSenje odredeno sa

f(x, y, 0)=F(x+dt™y+am™z, y+a" "z +a"x)
—F(y+am™"z+a"x, z+a" kx4 aky)
+G(z+a*tcx+aky, x+adtmy+arz)
—G(x+ak+myramz, z+a"tkx+aky),

gde su F i G proizvoljne kompleksne funkcije.

Teorema 26. Ako je a™t"tk£1l, m=n+#k, k*m+n, funkcionalna jednacina
(3.7) ima opste refenje

f(x, y,z2)=F(x+at™y+amz, y+a™t"z+a"x)
—F(z+atkx+dky, x+aktmy+a™z),
gde je F proizvoljna kompleksna funkcija.

Teorema 27. Ako je a™+"tk£1, m=n#k, k=m + n, funkcionalna jednacina
(3.7) ima opste reSenje

f(y, 2)=F(x+a*t"y+amz, y+a™t"z+a"x)
—F(z4+a"tkx+aky, x+atmy+amz)
+G(y+amtiz+atx, z+a"t* x +aky)
—G (z+a*tkx+d*y, y+a™t"z +a"x),

gde su F i G proizvoljne kompleksne funkcije.

Teorema 28. Ako je a™*t"tkz£1, m=k+#n, n£=m+k, funkcionalna jednacina
(3.7) ima opste reSenje odredeno sa

fG,y, 2)=F(y+amtrz+arx, z+a"tkx+aky)
—F(@z+atkx+adky, x+adt"y+amz),

gde je F proizvoljina kompleksna funkcija.
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Teorema 29. Ako je a™t"tk£1, m=ks#n, n=m+k, funkcionalna jednalina
(3.7) ima opste reSenje »

S, y,0)=F(x+a+my+amz, y+a™t"z+a"x)
—F(y+a™t"z+a"x, x+aktmy+amz)
+G(y+a™t"z+a"x, z+a"tkx+dky)
—G(zta"tkx+aky, x+adtmy Lamz),

gde su F i G proizvoljne kompleksne funkcije.
Teorema 30. Ako je a™t"tk£1, m=n=k, opste relenje funkcionalne jednacine
(3.7) je dato sa
fG,y,2)=F(x+d*tm"y+amz, y+a™"z+a"x, z+a" ¥ x+aky)
—F(y+amt"z+a'x, z+a"tkx+aky, x+a+tmy+amz),

gde je F proizvoljna kompleksna funkcija kompleksnih promenljivih.

3.1.7. Funkcionalna jednacina (3.8)

Za funkcionalnu jednadinu (3.8) odredi¢emo opste reSenje samo u sluCaju
am+tr+k=£1, Ostali sludajevi ostaju otvoreni.

Pre svega transformisaemo jednacinu (3.8).

Ako stavimo

(3.86) fi(x,y, 2)=gi(x+a*tmy+a”z, y+a"trz+ax, z+a"tkx+aky),
jednagina (3.8) postaje

mi-n+k m—1 n—1 k—y
o gm—1—j mintk—1—j k—1—j
21 gi[zoa ’x,~+,-+zoa I X oa’"+ I Xmtntitis
i= j= i= i=
n—1 k—1 m—1
L L il
D @ Xyt 2 @R g D @,
j=0 j=0 j=0
k—1 m—1 n—1
k—1-j ntk—1-j ntk—1—j _
2 a I Xmtntivt 'Zo amnthi=ix i+ -Zoa + ’xm+i+j}—0,
tj.
m+n+k min+k—1 m+-n+k—1
(3.87) 2. gi[ & Xy +imj> 2 @ Xgn g bie g
= j=0 =
m+n+k—1

a xm+n+k—-1+i—i] =0.
i=o
S obzirom da je a™t"tkz1, ova transformacija jedna&ine (3.7) je mo-
gucna.
Kako su linearne forme
mtn+k—1

yi= zo ajxm—1+l'—j (i=12, ..., m+n+k)
j=
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linearno nezavisne, mogucno je uvesti nove promenljive y; odredene navedenim
relacijama.

Na osnovu ovoga, jednaina (3.87) dobija oblik

m4-n+-k
(3.88) 2 8i(¥is YVixns Yitnti) =0

=

Za jednaginu (3.88) vaZi sledeca lema.

Lema 2. Opste reSenje funkcionalne jednacine (3.88) odredeno je jednakostima:
m+nt+k

1° gi(x, 7, 2) = Fi(X) = Fip 41 (2) + Gi (1) — Gisx (2) — s Zx a; =0,
ako je m#En#k#+m, m#En+k, n£Em+k, k#m+n;
2° gi(x,,2) = Fi(y)—Fir (2) + Gi(x, 2) (=12, ..., m),

(i=m+1,m+2, ..., 2m), %a,-:O,
ako je m#En£k+m, m#n+k;
3 gi(x,y,2)=Fi(2)— Fiym(0)+ G (x, ) (i=12, ..., m,
8i(%,y,2) = Fi(2) = Fiym (X) = Gign (y, X) =i yn
(i=n+1,n+2, ..., 2n), éoc:O,
ako je m#£n£k#+m, n=m+k; =
4° 8:i(x,,2)=Fi ()= Fir, 0) + Gi(y, 2) (i=1.2, ..., k),
g (%, y,2)=Fi(X)—Firn (V) —Gisx (2, ) — %1k
(i=k+1,k+2, ..., 2k), ila,-zo,
ako je m#n£k#£m, k=m+n; .

5° gi(x,9,2) =Fy(x,y)—Fien (¥, 2) + o
m+ntk

(i=1,2, ..., m+nk), > =0,
e
ako je m#En=k, m#n+k;
60 gi(x,y’Z):Fi(x’y)_FH-n(yaZ)+Gi(zax) (i=],21 ey m)1
8%, 3, 2)=F; (%, ) —Fi1n (3, 2)—Gi1m (x,2)

(i=m+1m+2, ..., 2m),

ako je m#n=k, m=n+k;



O nekim opétim klasama linearnih funkcionalnihﬁjﬁefi!laf/irla_g 41

7° 8 (3, 2)=F,(x, ) —Fiynii (2, X)+;
miu-+k

(i=1,2, ... mtn+k), 2> =0,
ako ja m=n+k, k#*m+n; .
8 gi(x,y,2)=Fi(x, )~ Firnik(z, %) +Gi(y,2)+o (i
8i(x, ., 2)=F;i(x, )~ Frynsr (2, X)— Gi:1 (2, )

1,2, ..., k),

i

k
(i=k+1,k+2, ..., 2k), % =0,
=1

1

ako je m=ns#k, kFm+n;

90 gi(x»y,Z)*’Fi(x’y)_‘Fi+m+n(Zay)+ai
rh+n+k
(i=1,2, ... m+n+k), Z a; =0,

i=1
ako je m=k+#n, n£Em+k;
10° gi(x, 3, 2)=F; (¥, 2) = Fiig (2, ) + Gy (x, ¥) + o (i=1,2, ..., ),
gi(x,y,2)=Fi(y,2)—Fi 1 (2, X) =G, (¥, X)

(i=n+1,n+2, ..., 2n), o;=0,
=1

{

ako je m=k+#n, n—=m-+k;

11° g;(x,y,2) = Fi(x,, 2) (i-1,2, ..., 2m),

gi(x’ Vs Z) - '—Fi(y’ z, x)‘Fiﬁ*zm (Z? X, y)
(i=2m+1,2m+2, ..., 3m)

ako je m=n=k:

U svim slu€ajevima funkcije F; i G; su proizvoljne kompleksne funkcije
kompleksnih promenljivih za koje je Fiimynsk=Fin Giiminii=Gi.

Konstante «; su proizvoljne kompleksne konstante za koje je takode
Litm+ntk = %
Dokaz. Tvrdenja leme za pojedine sluGajeve dokazuju se na dosta slidan

nadin. Stoga ¢e biti dovoljno da, primera radi, dokaZzemo lemu za samo
neke slugajeve.

Slucaj 4°. Ako u (3.88) stavimo da su sem promenljivih y;, yii,, Vicntks
sve druge promenljive jednake nekoj konstanti, dobijamo da mora biti

i & (Vis Vitn> Vien+x) =Fi (V) + Hi(Vitns Vitn+i)s
tj.
(3-89) 8i(x,y,2)=Fi(x)+ Hi(, 2),

gde su Fy, Gi(i=1,2,...,m+n+k; Fiiminti=Fi, Gitminrr =G proizvoljne
kompleksne funkcije.
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Na osnovu (3.89), jednacina (3.88) postaje
m+n+k m+nt+k

Zl Fi(y)+ Zl H;(Yisns Yitni1) =0,

tj.
m+n+k m+n+k
21 Fiv oy (Yian) + _Zl Hi(Yitn> Yizn+1)=0.
Ako stavimo y,=0 (r#i+n, i+n+k), prethodna jednadina postaje
(3.90) Fion(Visn) * Fivniic Vign+) + Hi(Yigns Yiknti)

+ Hivk Vivntir Vien) + %isr =0,

gde su o; proizvoljne konstante.
1z (3.90) dobijamo
Hi(y,2)= —Hi1n(2,9) = Fizn ()= Fipni 1 (2) — %itis
pa jednacina (3.89) dobija oblik
gi(x,y,2)=F;(x)+ H;(y, 2) (i=1,2,..., k),
8i(x,3,2)=Fi(x)—Hi1x (2, ) = Fisn (M)~ Fitnir (2) — iy

(i=k+1,k+2,...
pri emu je ﬁl o; =0.
Ako u::demo nove funkcije G; pomoéu
Gi(¥,2)=Hi(y,2) + Fiy, (),
prethodne jednakosti dobijaju oblik
gi(x,y,2)=F;(x)—Fi1, () +Gi(y, 2) (i=1,2,..., k),

gi(xs Y, Z):Fi (x)_Fi+n (y)_GH—k (Zay)_ai—Hc (l:k+ 1’ k+2’ “ ey

k
gde je z o; = 0.
i=1

Ovim je dokazana lema za sludaj 4°.

, 2k)

2k),

Sludaj 5°. Za y;=0 (j#i, i+n, i+n+k), iz jednadine (3.88) dobijamo

. &i (Vis Virns Vitnsk) = Hi (¥is Visn) + Gi Viens Vitnti)s
tj.
(3.91) 8 (%, y,2)=H;(x,y)+ G (¥, 2),
gde su H; i G; proizvoljne kompleksne funkcije.
Na osnovu (3.91), funkcionalna jednadina (3.88) postaje,

m+n+k mtntk

Zl Hi(yis Yisn) + Zl Gi (Visn, Vitn+k) =0,
1= i=

tj.
] m+ntk m+n+k
(392) ; Hi (yi’ yi+n)+ 21 Gi+m+n(yi’yi+n):()'
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Ako u (3.92) stavimo y,=0 (r#i, i+n), jednalina (3.92) dobija oblik

(3.93) Hi(yi; Yiew) + Gigman Qs Vign)+ Ai (V) —Bisn Virw) =0,
gde su 4 i B proizvoljne kompleksne funkcije.
Na osnovu (3.93), jednadina (3.92) postaje
m+n+k m+n+k

gl Aiy) = 2 Bi(3)=0,

odakle dobijamo

mitnt+k

Bi(y)=A4:(y) + 8, —21 Bi=0.
Jednakost (3.93), prema tome, ima oblik

Hi(Vis Vien) + Gitmri Vs Yisn) + Ai (V) — Ais n (Vg ) —Bitn =0.
Na osnovu ovoga i (3.91), dobijamo
_ gi(x,y,2) =Hi (X, ) —Hi1, (3, 2) + Ai 10 () — A2, (D) + Bisns
t. _—
g (%, 3, 2) =Fi (%, )= Fi1n (¥, 2) + o, Zl a; =0,
gde smo stavili .
Fi(x,y)=H; (%, y) + Ais 0 (X), o =PBiszn-
Ovim je dokazana lema i za sludaj 5°.

Kao §to smo ranije naveli, slino se dokazuje lema i za sve druge
slu¢ajeve.

Na osnovu leme 2 i transformacije (3.86), sleduju redom sledeée teoreme
koje se odnose na jednalinu (3.8).

Teorema 31. Ako je a™t"t*=£1, m+#£n#k+m, m#n+k, n£<m+k i k#£m+n,
opSte resenje funkcionale jednacine (3.8) je

fil,y,2)=Fi(x+a*""y+amz)—Fppi(z+a"t* x +a*y)
TG (y+a"t"z4a"X) =Gy (z+a"* x + a* y) —w,
gde su F; 1 G; (i=1,2,..., m+n+k) proizvoljne kompleksne funkcije i «;

m+nt-k
proizvoljne kompleksne konstante za koje je 2 o;=0.
i-1

Teorema 32. Ako je a™t"tk£ 1, m#n#k % m, m=n+k, opSte reSenje funk-
cionalne jednacine (3.8) je dato sa
fitx,y,2)=Fi(y+a™t*z+a"x)—Fi  (z+a" "k x+ad"y)
+G;(x+dtmy+amz, z+attkxtaky) (i=1,2, ..., m),
Sy, 2)=Fi(y+a™t"z+a"x)—Fi (z+a"t* x + daky)
—~Gipm(z+a"tk x+aky, x+adtmy+amz)—dpm,

(i=m+1, m+2, ..., 2m),
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gde su F; i G; proizvoljne kompleksne funkcije kompleksnih promeeljivih i o;

m

proizvoljne kompleksne konstante za koje je Z o;=0.
-1

Teorema 33. Ako je a™ " k£, m#£n#k#m, n=m-+k, opite refenje funk-
cionalne jednacine (3.8) je

fix,y,2)=Fi(z+a"kx+aky)—Fiop(x +akt™y + g™ z)
+Gi(x+dtmytamz, y+amt"z+a"x) (i=1,2, ..., n),
fiGx, y, 2)=Fi(z+a"+kx +aky)—F;p (x +aktmy + g™
. — G, (y+a™trz+a"x, x4+ aT"y +a"z) o,
(i=n+1,n+2, ..., 2n),
gde su F; i G; proizvoljne kompleksne funkcije kompleksnih promenljivih i «;

proizvoljne kompleksne konstante za koje je Z o;=0.

i=

Teorema 34. Ako je a™i"iks£1, m#Enskk:£m, k=m+n, opste reSenje funkcio-
nalne jednacine (3.8) je

fix,y,2)=F(x+d*"y+a"z)—F;.,(y+a" "z+a"x)
+G(y+amtiz+a"x, z+a" kx4 aky) (i=1,2, ..., k),

fixe,y,2)=F;(x+aktmy+amz)—Fip,(y+a™t "z +a"x)

—GipZ+atkx+aky, y+amtrz+a" x)—o; g
i=k+1, k+2, ..., 2k),

gde su F; i G; proizvoljne kompleksne funkcije, a «; proizvoljne kompleksne
konstante ¢iji je zbir jednak nuli.

Teorema 35. Ako je a™ "tk £1, m#n=k, m#n+k, opite reSenje funkcionalne
Jednacine (3.8) je

(X, y,2)=Fi(x+ak*tmy+amz, y+a™ttz+a"x)
y
—Fi,(y+a™thzt+atx, z+a" vk x+aky) + oy
i=1,2, ..., m+n+k),

gde su F; proizvoljne kompleksne funkcije i «; proizvoljne kompleksne konstante
m+n+tk
za koje je Y a;=0,

i-=1

Teorema 36. Ako je a™+"tk£1, m#n=k, m=n-+k, opite refenje funkcionalne
Jjednacine (3.8) odredeno je sa

fi(x, y,2)=Fi(x+a"*my+a™z, y+a™t"z+a" x)
—Fi ,(y+a™t"z+a"x, z+a"tk x +aky)

+Gi(z+atkx+dky, x+a "y +amz) (i=1,2, ..., m,
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fitx,y,)=Fi(x+a**"y+amz, y+a™t"z+a"x)
—Fi o, (y+a™"z+a*x, z+a"t* x+aky)
—Giim(x+aktmy+amz, z+a"x+aky)
(i=m+1, m+2, ..., 2m),
gde su F; i G; proizvoljne kompleksne funkcije kompleksnih promenljivih.

Teorema 37. Ako je a™t"*k£1, m=n+#k, k£m+n, opite resenje funkcionalne
Jednacine (3.8) je
fiG,y,2)=Fi(x+adt"my+amz, y+a™t"z+a"x)
—Fiip(z+at*x+aky, x+atmy+antz)+ o
(i=1,2, ..., m+n+k),

gde su F; proizvoljne kompleksne funkcije i «; proizvoljne kompleksne konstante
m+n+k
za koje je Z o; =0,
i1

Teorema 38. Ako je a™+t"t*s£1, m=n+k, k =m+n, opsSte refenje funkcionalne
Jjednacine (3.8) je
fite.y, )=Fi(x+a*"y+a”z, y+a™t"z+a"x)

—Fippin(z+akx+aky, x+ad+tmy+a™z)
+G;(y+amttz+a"x, z4attkx+aky) 4o (i=1,2,...,k),
filx,y,2)=Fi(x+akt™y+a™z, y+a™t"z+a"x)
—Fi g (z+avtix+aky, x+aktmy +amz)
— G (z+a"t*ex+adky, y+amttz+a"x)
(i=k+1, k+2, ..., 2k),

gde su F; i G; proizvoljne kompleksne funkcije kompleksnih promenljivih, a o;
proizvoljne kompleksne konstante (iji je zbir jednak nuli.

Teorema 39. Ako je amt"tks£]l, m=k+#£n, n£m-+k, opste refenje funkcionalne
Jjednacine (3.8) je

fi(x,y,2)=F{x+a**"y+a™z,y+a"*" z +a" x)
—Fiimin(zta*tex+aky, y+a™trz+a"x) 4+ o;
(i=1,2, ..., m+n+k),

gde su F; proizvoljne kompleksne funkcije a o; proizvoljne kompleksne kon-
stante &iji je zbir jednak nuli.

Teorema 40. Ako je a™t"tk£1, m=k+#n, n=m-+k, opste resenje funkcionalne
Jednacine (3.8) odredeno je sa

fix, v, 2)=F;(y+a™"z+a"x, z+a" kx+aky)
—Fi(z+a"t x+aky, x+a**+my +a™ z)
+Gi(x+atmy+anz, y+am™t'z+a" )+, (i=1,2, ..., n),
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fitx,y,2)=F,(y+am™t"z+a"x, z+a"t*x +aky)
—Fi@tathx+aky, x+atmy +amz)
~Gin(y+amttz4a"x, x+akt™y + a™ z)
(i=n+1,n+2, ..., 2n),
gde su F; 1 G; pvoizvoljne kompleksne funkcije promenljive i o; proizvoljne kom-
pleksne konstante (iji je zbir nula.
Teorema 41, Ako je a™+t"t*ks£1 i m=n=k, opSte resenje funkcionalne jednacine
(3.8) je
fix, y,2)=F,(x+d*"y+a™z, y+a™"z+a"x, z+a"+* x+ aky)
(i=1,2, ..., 2m),
fi(x,y,2)= —Fg(y+a™"z+a"x, z+a"*kx +aky, x +a-+tmy 1 g7 2)
—Fipomz+a*tkx+aby, x+a* "y ramz, y+am™t" z +a" x)

((=2m+1,2m+2, ..., 3m),

gde su F, proizvoljne kompleksne funkcije.

3.1.8. Jedna primena na konveksne funkcije

Na medunarodnom Kolokvijumu za funkcionalne jednaéine, koji je odrZan
u Miskolcu (Madarska) u maju 1966. godine, prikazan je rad G. N. Sakovifa
u kome su refene funkcionalne jednadine

fGy—=2)+ f(y,2—%) + f (2, x—y) =0,
f[16y=2)+ (3, z—%) + f3(z,x—»)=0.
Ove jednaline su partikularni slu€ajevi jednadina (3.5), odnosno (3.6),
zam=1, n=2, a=—1, §to se vidi ako se stavi
f(x,y)=g(x, —¥), odnosno f;(x, y)=gi(x, —).

Medutim, refenja ovih jednalina Sakovi¢ je dobio nezavisno od nas.

Pored ovoga, Sakovié je u pomenutom radu dao jednu primenu ovih
jednagina u teoriji konveksnih funkcija na sledeéi nacin.

Za jednatinu
(3:94) f®EG—x+f(MNeg(z—x)+f(2) g (x—y)=0,
Sakovié je pokazao da ima opSte merljivo reSenje oblika
B f(x)=4x+B, g(x)=Cx,
i f(x)=Asinrx+Bcosrx, g(x)=Csinrx,
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ili
f(x)=Ashrx+Bchrx, g(x)=Cshrx,
Ova refenja jednadine (3.94) G. N. Sakovi¢ je dobio svode¢i je na jed-
nadinu
(3.95) hix,y—2)+h(y,z—x)+h(z, x—h)=0,

transformacijom
f(x) g =h(xy).

Kako je (videti 3.1.3) opSte refenje funkcionalne jednadine (3.95) odre-
deno sa

) h(x, ) =F(x+y)—F(x—y),
mamo

(3.96) @ g =F(x, y)—F(x—y).
Odavde, na osnovu rezultata do koga je dofao R. Sato (videti [31]),

sleduje navedeno reSenje jednaline (3.94).

I. E. Ov¢arenko (videti [19]) dao je slede¢u definiciju konveksnosti
funkcija:

Funkcija f(x) je konveksna u intervalu (a, ) u odnosu na funkciju
g(x), ako sa svako x&(a, b) postoji §,>0, takvo da za svako x,<x<ux, i
x,—x,;<<8, vaZi nejednakost

(3-97 S (x) 8 (x—x) +f(x) g (x,—x) +f (%) g (x,—x) <.

Ova definicija konveksnosti je, prema gore navedenom, prirodna ako i
samo ako je

g(x)=Cx ili g(x)=Csinrx ili g(x)=Cshrx,

jer u ostalim sluéajevima znak jednakosti u (3.97) ne moZe da nastupi.
Do istog rezultata do%ao je i sam Ovcarenko, ali pod pretpostavkom da
je funkcija g (x) dvaputa diferencijabilna.

3.2. JEDNA FUNKCIONALNA JEDNACINA BEZ PARAMETRA

3.2.1. Pretpostavke i objasnjenja

Pretpostavicemo da

1° Promenljive x; (i=1, 2, ..., n) pripadaju skupu kompleksnih brojeva
Ci Xitn=Xi;

2° Funkcije f, i f; (i=2, 3, ..., n—1) vrSe preslikavanja
fi:C*—>C i fi:C3—>C.

U ovom odeljku posmatraéemo funkcionalnu jednadinu

i n n—1 nti—1
(3.1 5 <x1’ E xj)+ 22 ﬁ'(xi’ Xitys Z+2 x])=0 (n=4),

i= j=i

u kojoj nepoznate funkcije ne zavise od istog broja argumenata.
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3.2.2. Funkcionalna jednadina (3.1)

Pre nego Sto odredimo opSte reSenje funkcionalne jednacine (3.1), doka-
zac¢emo sledecu lemu.

Lema. Opste neprekidno reSenje funkcionalne jednadcine

(3.2 fy+ztw—f(x+y, z+w)—f(x+z, y+tuw)+f(x+y+z,u)=0
odredeno je sa

3.3) S =H,(x+y)+ H (x+y)Rex+ H, (x +y) Im x,

gde su H,, H,, H; proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksne pro-
menljive.

Dokaz. Ako uvedemo novu funkciju pomocu

(3.4 g(x, ) =1 (x, x~y),
jednadina (3.2) postaje
(3.5 g, x+y+z+uw)—g(x+y, x+p+2z+u)

—gx+tz, x+y+tz+w+gx+y+z, x+y+z+u)=0.
Za x=0 1 y+z+u=t, jednadina (3.5) dobija oblik

. g+z0—g (. D—g(z 1)+g(0, =0,
i

(3.6) h(y+z, )=h(y, ) +h(z, 1),
gde smo uveli oznaku -
3.7 hix,)=g(x,)—g(0, 1).

Dakle, funkcija 4 je aditivna po prvom argumentu, pa je opite nepre-
kidno refenje funkcionalne jednadine (3.6) odredeno sa (videti: [1])

(3.8) h(x,y)=H, (y)Rex+H, (y)Im x,

gde su H, i H, proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksne pro-
menljive.
Na osnovu (3.8) i (3.7), za funkciju g dobijamo

3.9 g(x, »=H,(») +H (») Rex+ H, (y) Im x,

gde smo stavili g (0, y)=H, (»). _

1z jednakosti (3.9) i (3.4) sleduje (3.3).

Ovim je lema dokazana.

Sada ¢emo dokazati dve teoreme koje se odnose na funkcionalnu jedna-
ginu (3.1), za sluaj n=4 i n=5.

Teorema 1. Funkcionalna jednacina

(3.10) Ji (3 X+ X3+ X 4[5 (g, Xy, X+ X))+ 13 (%, X4y X+ %) =0
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ima opste neprekidno reSenje dato sa
G Jo (Xps Xp, X3) = —f1 (3, %, + x,) + F (x5, X3+ X)),
Sy (xps x5 x5) = fy (% + X5, X)) —f; (X3, X, +X,)—F (x;, X, + x3),

gde je F proizvolina funkcija sa vrednostima u C, a neprekidna funkcija f,
zadovoljava funkcionalnu jednacinu (3.2).

Dokaz. Ako u (3.10) stavimo da je x,=0, dobijamo
(3.12) So (epy x5, X)) =F (x5, X, +x)—f; (X, X, +x3),
gde je F(x,, x,)=—/f3(x;; 0, x).
Za x,=0, funkcionalna jednaéina (3.10), na osnovu (3.12), postaje
(3.13) S (x5, x4, x) = f; (g + X, X3)—f1 00, X3+ x)—F (x5, x,+ x,).

Iz jednakosti (3.12) i (3.13) sleduje (3.11).

Zamenjujudi jednakosti (3.12) i (3.13) u (3.10), dobijamo da funkcija f,
treba da zadovoljava jednainu (3.2). '

Prema tome, ovim je teorema dokazana.

Teorema 2. Opste neprekidno reSenje funkcionalne jednadine
(3.19) SO X+ X3+ X+ x5) 1 (X0, x5, X+ X5+ X))
+ 3 (x5, X4 X5+ X +25) + f3 (%45 X5, X+ X, 4+ x3) =0

odredeno je pomocu jednakosti

Fo(xps x5 x3) = —f; (e, X+ x5) + Fy (%5, X5+ xy),
(3.15) S3 Geyps Xy, x3) = £ (% + X3, %) —f, (x5, % + X,)

—F (x, x4+ x3) + F, (x5, X3+ x),
Ja (x5 x5, X3) =11 O+ X3, X)) — f, (X3, X+ X,) — F, (%, X, + x3),

gde su F, i F, proizvoljine funkcije sa vrednostima u C, a funkcija f, predstavlja

opste neprekidno reSenje jednacine (3.2).
Dokaz. Ako u (3.14) stavimo x,=x;=0, dobijamo
(3.16) J2 (x5 X3, %) = — 11 (%y, X, + X3) + F (X3, X1 + X,),

gde je
F (x,x)=—f3(x,0,x,)—f, (0,0, x, + x,).

Za x;=x,=0 funkcionalna jednadina (3.14), na osnovu (3.16), postaje
(3-17) S (3, x4, x0) =1 Oy + X4, X3) — fy (g X3+ X4)
—Fy (%3, X4+ X))+ F, (x4, %, + X3),

sa oznakom F,(x,, x,) = —f;(x;, 0, x,).
Stavljajué¢i x,=x;=0 u (3.14), na osnovu (3.16) i (3.17), dobijamo

(3.18) Ja(xas x5, X)) =1, (s + X, X)) —f1 (%), X4 +x5) — F, (x4, X5+ X)),

4
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Iz jednakosti (3.16), (3.17), (3,18) sleduje (3.15).
Zamenjujuéi funkcije f; (i=2, 3, 4), odredene sa (3.15), tj. sa (3.16),
(3.17), (3.18) u (3.14), dobijamo jednalinu

J1Geps X+ X5+ x4+ x5) —fy (%4 + X5+ X, X X3) + fy (X + X5+ X+ X, X5)
—f1 (s 4 X+ X5, X3+ X)) —f; (X + X+ X5, X+ X5) + fy (X5 + X, + X, + x5, X,)=0.

Za x,=0 ova jednacina postaje upravo jednadina (3.2).
Ovim je teorema dokazana.
Sada demo odrediti opSte refenje funkcionalne jednagine (3.1) za slu-

daj n> 5.
Teorema 3. Opste neprekidno reSenje funkcionalne jednacine (3.1) za n>5 je
J2Geyps Xy, X3y = —f1 (3, X, %) + Fy (%5, X3+ X)),
(3.19) Jie (X, X5 X3) = f1 (X34 X3, %) —f; (X3, %, 4+ X)) — Fre—y (X1, X5+ X3)
+ Fr—y (%5, X3+ X)) k=3, 4,..., n—2),
oy (e %o, X3) = f1 (5 + X5, X)) —f; (5, X 4+ X)) — Fpm s (X, X, + X3),

gde su F; (i=1, 2,..., n—3) proizvoljne kompleksne funkcije kompleksnih pro-
menljivih, a neprekidna funkcija f, zadovoljava funkcionalnu jednacinu (3.2).

Dokaz. Za n=35 teorema je tadna na osnovu teoreme 2. Pretpostavimo
sada da je teorema tadna za neko fiksirano n(>35). Tada jednaina (3.1),
za n+1, ima oblik

n+1 n nti
(3.20) A (xl z xj) + z Ji (xi’ Xitqs Z xj) =0.
j=2 i=2 j=it+2
Ako u (3.20) stavimo x,., =0, zakljuujemo da jednadina (3.20) ima oblik
n n—2 n+k—2 n—2
B.2) £ (xl, z xj>+ Z fi(xi,x,-ﬂ, z xj)+g,,_1 (x,,_l,x,,, Z xj)=0,
j=2 i=2 j=i+2 j=1
gde je
(322) gn—l (xl ? x2’ x3) :fn—-j (x1 s x2a X3) +fn ('x2’ 0, x3 + Xl).

Na osnovu induktivne pretpostavke, opste neprekidno redenje funkcionalne
jednagine (3.21) dato je sa (3.19), gde umesto f,_, treba staviti g,_,.

Ako uvedemo novu funkciju

Fn—2 (xl’ xz) = _fn (xla Oa xz),

na osnovu reSenja (3.19) i jednakosti (3.22), dolazimo do zaklju¢ka da f,_,
ima oblik

(3.23) fn—1 (xy5 X35 X3) =f1 (%, + x5, Xy) “f1 (%3, X, + x,)

—F 3 (X, X+ X3) + Foy (5, X3+ X))
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Zamenjujuéi (3.23) i funkcije f; (i=1, 2,..., n—2), odredene jedna-
kostima (3.19), u jednadini (3.20), na osnovu pretpostavke da neprekidna
funkcija f, zadovoljava jednainu (3.2), dobijamo

Jn (xp Xy, X3) :fl (x2 + X3, xl)_‘fl (x_*n X1 +x2)—Fn—2 (x1 s Xy + x3)a
&ime je teorema dokazana.

Ako u (3.1) stavimo f,=f, f,=f;="'"-+=f,~ =g funkcionalna jedna-
&ina (3.1) postaje

n n—1 n+i—1
(3.24) f(xl, 2, x,-)+ 2 g (xi,x,-ﬂ, 2, x,-)=0 (1=>4).
j=2 i=2 j=i+2

Za jednaginu (3.24) dokazademo sledecu teoremu.

Teorema 4. Opste reSenje funkcionalne jednaline (3.24) odredeno je sa
f(‘xl’ x2):F)x1 + xz)’

1
8 (X, Xy, X3) = i3 F(x;+x,+xy),

gde je F proizvolina funkcija sa vrednostima u C.
123.-.n-1n

Dokaz. Ako u (3.24) izvr§imo substituciju <1 34 n 2

) , dobijamo jednacinu
n n—1 nti—1 n—1
(325) f(xl’ 2 xj)+ Z g (xiaxi'}-}’ z xj)+g (xn’xz’xl—l_ z xf)=0'
j=2 i=3 j=i¥2 j=3

Iz jednadina (3.24) i (3.25) sleduje da funkcija g zadovoljava jednadinu

n n—1
g (xz,x3,x1 + Z4xj)—g <x,,,x2,xl+ 23 xj)=0,
= Jj=

ili, za i=2, 3,..., n—1,
i—1 n n
(3.26) g (x,-, Xitys 2 xX;+ Z xj>=g (xz’xs’x1+ z xj)'
j=1 j=it2 =
Na osnovu (3.26), funkcionalna jednadina (3.24) postaje
(3.27) f(xl, > xj>+(n—2)g (xz,x3,xl+ > x,.>=o.
j=2 j=4
Ako u (3.27) stavimo x,=x;=0 1 x,+x;+ - - - +x,=s5, dobijamo
(3.28) f (x5 8)=F(x;+9),
gde smo stavili F(x, y)=—(m—2)g (0, 0, x+y).
Na osnovu (3.28), iz (3.27) sleduje

1
8 (x5 X3, X)) = D) F () + x5+ x3).
Teorema je ovim dokazana.
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4, NEKI SISTEMI LINEARNIH FUNKCIONALNIH JEDNACINA

4.1. SISTEMI PRVE VRSTE

4.1.1. Neke uvodne napomene

U ovoj glavi pretpostaviéemo da:

1° § predstavlja neprazan skup;

2° Promenljive x;(i=1, 2, ..., 6) pripadaju skupu S, tj. x,& S;

3° M predstavlja aditivnu Abelovu grupu;

4° Funkcije f;(i=0, 1, 2) i g;(j=1, 2) vrie preslikavanja
firSH2>M i g2 M.

Posmatraéemo sledece sisteme jednadina:

Sistem E;:
4.1 Jo (X5 X))+ 1y X5, X35 X4) + 8, (%5 X3, X,)
2 (X35 X4, X5, X6) + &5 (%, X3, X5, %) =0,
(4.2) Jo (x> %)+ 1 (%25 X3, X4) + 81 (x5 X3, X4)
+ 82 (X35 X4, X5, Xg) + 13 (X5 X3, X5, X) = 0;
Sistem E,:
(4.3) Jo(xps %) + £, (%25 X3, X4) + 8, (%1, X3, X4)
T fa (X3, X4, X5, X) + &5 (%5 X3, X5, X5) =0,
4.4 Jo(xys X+ 8, (X, X3, Xa) + £ (x5 X3, X,)
+ 13 (X3, X4, X5, Xg) T8, (X5 X3, X5, X5) =0;
Sistem Ej:
(4.5) Jo Oys X3) + Sy (%25 X3, X4) + 8 (%45 X3, X)
+ 12 (X3, X4, X5, Xg) + 8, (%), X3, X5, Xg) =0,
(4.6) Jo (x5 x2) + 81 (X5, X3, X4) + £, (%15 X35 %)

+ 85 (X3, X4 X5, Xg) + 15 (X, X3, X5, Xg) =0

52
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Sistem E,:
4.7) Jo(xps )+ 1 (%25 X35 X0) +.8 (X5 X3, Xy)
+ 15 (%3, X40 X5, X6) + 85 (X, , X3, Xg, X6) =0,
4.8) Jo (x5 x5) + /1 (gs X35 X4) + 8, (X5 X3, X4)
+ 82 (%35 X4, X5, Xg) + /5 (X, X3, X5, Xg) =0,
4.9) Jo (x5 X)) +81 (X2, X3, Xg) + Sy (X1, X3, X)

+ 12 (%35 X4y X, Xg) + 82 (X5 X3, X5, X6) =0,

4.1.2. Sistem funkcionalnih jednadina E;

Za sistem funkcionalnih jednacCina E, dokazacemo sledeéi rezultat.
Teorema 1. Opite reSenje sistema funkcionalnih jednacina E, odredeno je sa
Jo (x5 %)) =F, (x)) —F,(x,),
J1 (s X5, X3) = Fy (%) + G (X3, X3),
(4.10) 8 (%1, X5, X3) = —F; (x)) + G, (x,, X3) =G, (x;, X3) + G, (x;, X;) + «x,
J2 (x5 X3, X5, X)) = — G, (%, X,) + G5 (x5, X,),
82 %y, Xy, X3, X) = — Gy (X, X)) —G3 (X3, X)) —a,

gde su F,, F,, G;(i=1, 2, 3) proizvoljne funkcije sa vrednostima u M, a «
proizvoljna konstanta iz M.

Dokaz. Ako u (4.1) stavimo x;=x{ (i=3, 4, 5, 6), dobijamo
@4.11) Jo (X5 %) = F (x)—F, (x;),
gde smo uveli oznake
0 0 0 ,0 0
F (x) = —g& (x;5 X3, Xx4) —g&, (x;, X3 X5, X¢),
FZ (xZ) :.fl (x27 x(;’ x2)+ .f2 (x(j), xg, x(5)9 xg)-

Na osnovu (4.11), stavljajuéi u (4.1) x;=x7 (i=1, 5, 6), iz jednaline
(4.1) dobijamo

(4.12) J1 (%25 X5, X) = Fp (%)) + G, (x5, x,),
gde je
Gl (x3’ x4) = —Fl (x(l))—gl (x?’ X3, x4)__f2(x35 x4> xg’ xg)—gz (x(l)p x39 x(S)g xg)-

Ako u (4.1) stavimo x;=x] (i=2, 5, 6), imamo da je
(4'13) & (x19 X35 x4) = —Fl (x])_Gl (x39 x4) + G; (x39 x4)_—H(x1 s x3)9
gde su uvedene oznake

4 1] 0 0 0
Gz(x3, x4): _fz (xp X4, X5, X6), H(xli x3) =g2 (xl’ x_39 X5, x6)‘
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Zamenjujuci (4.11), (4.12), (4.13) u (4.1) i (4.2) sistem E, postaje
4.14) G> (x5, X)—H (x|, x3) + f5 (%5, Xg» X5, Xg)+ &5 (x;, x5, X5, X6) =0,
(4.15)  Ga(xy, xg)—H (x,, X3) + 8, (X35 X4, X5, X6) + f3 (X, X3, X5, x) =O0.

Ako u (4.15) stavimo x,-=x? (=1, 3), a zatim izvr§imo supstituciju
x,>Xx,, i ako u (4.14) stavimo xlzx?, jednacine (4.14) i (4.15) postaju

(4.16) G (x3, x4)—H(x(1), X3) + 15 (X35 X4y X5, Xg) T+ &, (x(l)’ X5, X5, X6) =0,
(@417)  Ga(x, x,)— H (51, XD+, (51, x5, %5, %)+, (1, 11, s, x6) = 0.
Oduzimanjem (4.17) od (4.16) dobijamo

(4.18) fo (3, Xq» X50 X6) = F3 (x;)— G2 (%3, X3) + G (x5, Xg),
gde smo stavili ‘

F, (xs):G’2 (x(l)’ x3)——H(x?, x(l))+H(x(1’, x3), Gy (x5, X6) =1, (x?, x?, X5, Xg)-

Iz (4.14), stavljajudi x4:x3, na osnovu (4.18), dobijamo
(4.19) 8 (X1, X3, X5, X6) = H (), X3)— F; (x3)— G; (X5, Xo).

Da bi funkcije f, i g,, odredene sa (4.18) i (4.19), zadovoljavale i jed-
naéinu (4.15), mora biti

(4.20) G; (%3, x4) -+ H (x5, x4)_G; (xl > xs)‘_H(x1 s X3) + Fy (x)— F; (xy)=0.
Stavljajuéi u (4 20) da je x, =x7, jednakost (4.20) postaje
(4.21) G2 (%35 Xg)+ H (x5, X)) = Fy (x,) — Fy (x3),

gde smo stavili
Fy(x3) = G2 (x1, x3)— Fy (x1) + H (x], x).

Na osnovu (4.21), jednadina (4.20) postaje
Fy(x) + Fy (%)= F3(x3) + Fy (x3),
odakle stavljaju¢i da je x,= x7, sleduje
Fy(x3)= —F3(x3) + a,
gde je a=F;(x})+F, .

Na osnovu ovoga, jednakost (4.21) ima oblik
(4.23) H(xy, x3) = — G, (%3, X;) + F3 (x5) —a,
gde je uvedena nova funkcija
(4.23) G, (X3, x) = G2 (x;, x)— F; (x5).

Na osnovu (4.23), (4.22), (4.19), (4.18), (4.13), (4.12), (4.11), dobijamo
(4.10).
Ovim je teorema dokazana.
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4.1.3. Sistem funkcionalnih jednacina E,
Za sistem funkcionalnih jednalina E, vaZi slededi rezultat.
Teorema 2. Opste refenje sistema E, odredeno je sa
SoOxys x)=F, (x)—F,(x,),
10605 %25 %) = F, (x) + F3 (x3) + G, (x5, x3),
(4.24) 8, (xy, x5, x)) = F, (x,)— G, (X3, x3)— G, (x,, X3),
fz (x19 X35 X35 x4): Gl (x19 xz)_H(-xl’ X3, x4)a
g, (xla Xy, X35 Xg) = ""F1 (x1)_F2 (xl)—-F3 (xz) +H(x2’ X3, X4,
ge su Fi(i=1,2,3), G;(j=1,2), H proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.
Dokaz. Ako u (4.3) stavimo da je x;= x{ (i=3, 4, 5, 6), dobijamo
(4.25) Jo(xys %) =Fy (x)—F, (x,),
gde smo uveli oznake
0 0 0 0 _0
F] (x1) = —g (xl » X3, x4)-—g2 (xp X3, X5, x6),
Fy (%) = f, (%,, X3, X4) + f; (x3, X3, X5, X¢).
Stavljajuéi u (4.3) x;= x7 (i=2,4), na osnovu (4.25), dobijamo

(4-26) 3 (xl’x3’ xs’xcs): _FI (xl)—G(xl’x3)+H(x3’x5>x6}’
gde je
0 0
H (x5, X5, %6) = — [ (2, X3, X8)— f3 (X3, X3, X5, X + F, (x3),
G(xp x3): _g1 (x1>x3a xg)

Na osnovu (4.25) i (4.26), stavljajuéi u (4.3) da je x;=x)(i=1,2),
imamo
(4.27) S2 (x5, x4, X5, X6) = — H (X3, X5, X6) + G, (%3, X,),
gde smo stavili

G, (x5, x)=—1, (xg, Xy, X)—&, (x?, X5, X)+G (x(l), x)+ F, (xg).

Na osnovu (4.25), (4.26), (4.27), sistem E, postaje
(4-28) f1 (x27 X35 x4) +g1 (xl > X3, x4)"‘F2 (xz)—G (x1 H x3) + G1 (x3’ x4) = 0’
(4.29) &1 (X3, X3, x) 4 f1(Xy5 X35 X)) — F, (x,) — G (x;, x3) + G, (%3, x,) = 0.

Ako u (4.28) stavimo x,=x3, a u (4.29) izvriimo supstituciju X, o, i
tada od jednadine (4.29) oduzmemo jednadinu (4.28), dobijamo

S (xz,xs,x4)=F2(xl)+G(x2,x3)—G(x1,x3)+f1(xg,x3,x4)—F2(xg),
ili, ako stavimo x1=x(2),
(4.30) f1 (%25 X35 X3) = G (x5, X3) + G, (X3, x,),

gde je
GZ (X3, X4) =f1 (x(Z), X35 x4)—G(Xg, x3).
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Na osnovu (4.30), iz jednaline (4.29) sleduje
(4.31) 8, (%5, %3, x) = F, (%) — G, (x5, x.) — G, (x5, x,).

» Da bi funkcije f, i g,, odredene sa (4.30) i (4.31), zadovoljavale i jed-
nadinu (4.28), mora biti

G(xz’xs)—G(xp X))+ F, (xj)“*Fz (x))=0,
odakle, za x, = x?, dobijamo
(4.32) G (x5, X3) = F, (X)) + F (x3),

gde je Fy(x;)=G (x1, x)—F, (x(l)).

Prema tome, na osnovu jednakosti (4.32), (4.31), (4.30), (4.27), (4.26),
(4.25), dobijamo (4.24).

Dokaz teoreme 2 je ovim zavrien.

4.1.4, Sistem funkcionalnih jednaclina E;

Za sistem funkcionalnih jednadina E, dokazacemo sledefu teoremu.

Teorema 3. Opste reSenje sistema funkcionalnih jednacina E, odredeno je jed-
nakostima

Jo (x5 X)) =F, (x))—F, (x,),
Ji (%15 x5, x3) =F, (x) + G, (x,, X3),

(4.33) g (x), X3, x3)=F, (x) + F(x,) + F;(x3)— G, (x,, x;)—«,

Sa (X5 Xa5 X3, X)) =F3 (x)) —F (x)) — F; (x,) + G, (x5, x,) + o,

&, (%15 X3, X3, X4) = F3 (%)) — F (x)—F; (x;) — G, (x3, Xy),
gde su F; (i=1, 2, 3), G; (j=1, 2) proizvoljne funkcije sa vrednostima u M,
F=F, +F,+F;, i « proizvoljna konstanta iz M.
Dokaz. 1z jednaCine (4.5), stavljajuéi X=Xy (i=3, 4, 5, 6), dobijamo

(4-34) fo (xl’ X,) = Fl (xj)_FZ (xz),

gde je
F (%) = —g (x,, 33, x8)—g, (x,, 13, 23, x¢),
F, (x,) =f1 (x,, xg’ xg)‘f"fz (xg’ xg’ x(S)’ xg)-

Ako u (4.5) stavimo x,-:x? (i=1, 5, 6), na osnovu (4.34) imamo

(4.35) o (x5 x5, x4) = F, (%) + Gy (x5, Xy),
gde je
_G1 (x39 x4): “'Fl (x(l))ﬁgl (x(l)’ X35 x4)ﬁf2 (X3, X4 X(5), x2)~~g2 (x(l)b X35 x(5)’ xg)

~ Stavljajuci u (4.6) Xi= X5 (i=1, 5, 6), na osnovu (4.34) i (4.35), dobijamo
(4.36) g, (X2, X3, X)) = F, (X)) + G (3. x,),
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gde smo stavili

G (x5, x,) = —F| (x(l))—fl (x(l), X3, Xg)— 85 (X3, X4, xg, x2)~f2 (x?, X5, x(s), xg).
Na osnovu (4.34), (4.35), (4.36), sistem E,; postaje
(4.37) FL(x)+F () + G, (x5, x)+ G (x5, Xy)
+ 15 (X3, x40 X5, Xo) +8, (X, X3, X5, X6) =0,
(4.38) Fo(x)+F(x)+G (xy, x,)+ G (x5, xy)

+&, (X3, X4, X5, Xg) + 12 (xp X3, X5, Xg) = 0.

Stavimo u jednaginu (4.38) x,-:x? (i=1, 2, 3), a zatim izvr§imo supsti-

tuciju x,— x;. U (4.37) stavimo xlix(l). Oduzimanjem tako dobijenih jedna-
¢ina imamo
(4.39) £y (x5, X4, X5, X6) = F3(xX3) = G, (x5, x) — G, (x5, xX) — G (X3, Xy),
gde smo uveli oznake
Fy(x3) =G, (x1, x3) + G (¥, xy),
G, (x5, Xg) = /3 (x(l), x(l)» Xg, Xg).
1z jednadine (4.37), na osnovu (4.3.9), dobijamo

(4.40) 8, (x5 X3, X5, Xg) = — Fy (X)) — F, (X)) — F; (x3) — G, (X5, X¢)-

Da bi funkcije f, 1 g,, odredene jednakostima (4.39) i (4.40) zadovolja-
vale i jednacinu (4.38), mora biti

(4.41) Fi(x)+F(x)+ Fy (x)—F (x3) = F, (x3) — F, (x)
+ G, (X3, X)) + G (%3, X)) =G (x, X3)—G (x), x;)=0.

Ako stavimo x, =x}, jednacina (4.41) postaje
(4.42) G, (X3, Xg) + G (x5, x4) = F (x3) + F, (x3) + F5 (x3) + F; (x4) — o,
jer je

G, (x7, x3) + G (x, x3) = F (xy),
i gde smo stavili o= F] (x?) +F, (x?)+ F; (x?).

Na osnovu (4.42), jednakosti (4.36) i (4.39) respektivno dobijaju oblike
(4.43) g, (X2, X3, X)) = F, (X)) + F (x;) + F5 (x) — G, (x5, Xg)—a,
(4.44) fo (X35 X4, X5, X6) = F3 (33) — F (x3)— F; (x4) + G, (x5, X¢) + %,
gde smo, jednostavnijeg pisanja radi, uveli novu funkciju
(4.45) F(x3) =F, (x3) + F, (x;) + F; (x3).

Na osnovu jednakosti (4.45), (4.44), (4.43), (4.40), (4.35), (4.34), dobi-
jamo jednakosti (4,33).
Ovim je teorema 3 dokazana.
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4.1.5. Sistem funkcionalnih jednadina E;

Za sistem funkcionalnih jednadina E, vaZi slede¢a teorema.

Teorema 4. OpSte resenje sistema funkcionalnih jednalina E, odredeno je jedna-
kostima

Jo (xps x5) = F (%)) — F (x),
S (x, %y, X3y =F, (x)) + G,(x,, x3),
(4.46) 8 (X, X5, X3) = Fy (x) 4+ Fy (x5) + F, () — G (x,, x3) + 7,
Jo(xp, Xy, X3, %) = —F (%)= F, (x)) + G (x5, x,)
8 (x5, %, X3, X)) = =F, (x,)—F, (x)— G (x5, x,)—¥,

gde su F,, F,, G, G, proizvoljne funkcije sa vrednostima u M, i v proizvolina
konstanta iz M.

Dokaz. Jednaline (4.7) i (4.8) Cine sistem funkcionalnih jednagina E,. Prema
tome, funkcije odredene jednacinama (4.10) zadovoljavaju jednadine (4.7) i (4.8).
Da bi funkcije (4.1) zadovoljavale i jednadinu (4.9) mora biti

(4.47) F,(x)+F, (x))—F, (x;) —F, (x,) — G, (x|, x3) + G, (x,, x,)=0.
Stavljajuéi u (4,47) x;= X7 (i=2, 4), jednadina (4.47) postaje
(4.48) G, (x,, x3) = F, (x;) + F, (x,) + B,
gde smo stavili B= G, (x3, x4)—F, (x3)— F, (x9).
Ako uvedemo novu funkciju G pomocu jednakosti
G (x;, %) =G5 (x,, x)+ P

i oznadimo v=o0—28, iz (4.48) i (4.10) sleduje (4.46).
Teorema 4 je ovim dokazana.

4.2. SISTEMI DRUGE VRSTE
4.2.1. Pretpostavke i oznake

U ovom paragrafu odredicemo opS$ta reSenja nekih sistema funkcionalnih
jednadina kod kojih jednaédine sistema ne sadrZe jednak broj nepoznatih funkcija.

Prethodno ¢emo pretpostaviti da:

1° S predstavlja neprazan skup;

2° Promenljive x; (i=1, 2,..., 2n+2) pripadaju skupu S;

3° M predstavlja aditivnu Abelovu grupu;

4° Jednaina 2x=a (x,a & M) ima jedinstveno reSenje x=a/2;
5° Funkcije f; i g; vrSe preslikanja

firSHE M (i=0,1,..., m) i g:S>M  (j=1, 2,..., m).
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Kao { u paragrafu 2.1.2. koristicemo oznake:

Qp X =(Xps Xpaqsnns Xgmps X,) (p, q prirodni brojevi);
Ry X =(Xps Xpinsenns Xgmnr X,) (p, q neparni),
=(Xps Xpaareos Xgozs Xy ) (p neparno, g parno),
=(Xpr1s Xpiaseees XgonsX,) (p parno, g neparno),
= (Xptys Xptzores Xgo30 X ) (p, q parni),

gde su p i g (p<q) prirodni brojevi.
Odredi¢emo opsta reSenja sledeéih sistema funkcionalnih jednagina:

Sistem Ej:

4.1 Fox, x )+ f1(x0, X5, x)+ 8, (%), X3, %) =0,

(4.2) Jo(xy, X))+ 8, (X5, X3, X))+ f (X, X3, Xg) + f (X3, x4, X5, X6) =05
Sistem Eg:
Jo(x . x)+ f,(xy, X3, x,) + 8, (x,, X3, x)=0,
So (x> X))+ 8 (X5, X35 ) + S (%5 X35 x9) + S5 (X3, Xy, X5, X) = 0,
Soxp x)+ 1106, X3, X)) + 8, ()0 X3, x) + [ (X3, X4, X5, Xg)

+ 8, (x,, X3, X5, X) =0,

k—1 k—1
ol x)+ 2 & (@7 X) + 2. fi (RI2X, X000 + [ Q5T X) =0,

k k
foxpx)+ 2 fi(@HT X)) + 2 gi(RI2X, x,145) =0,

i=1 i=1

ml 2042 m! 2i12 2mi2
folxy, xy) + _; Q2 X) + ; [iRY™TZ X, x5000) + o (Qut1° X) =0,

folry X+ 2 fi@ET X) + 2 g (RITZ X, xy145) =0,

4.2.2. Sistem funkcionainih jednacina E;

Za sistem funkcionalnih jednadina E vaZi sledeca teorema.

Teorema 5. Opste reenje sistema funkcionalnih jednalina Es odredeno je jed-
nakostima:
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fO(xl’xz): —F(x))—F(x,),
F1(x5, x5, %3) = F(x) — G (x5, Xxy),
& (x5 X3, X3) = F(x) + G (x,, X3),
S (x5 x5, X3, x,) =0,

gde su F i G proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

(4.3)

Dokaz. Opste resenje funkcionalne jednadine (4.19) odredio je D. S. Mitri-
novi¢ (videti [14]). Ono glasi

Jo (s x2) = H (x,)—F, (x3),
(4-4) fl (X15x2»x3):F1 (xx)_Gl (xz’xs)’
g (x,, %, x3) = —H (x)+ G, (x5, x3),
gde su F,, H,, G, proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

Da bi funkcije fo, f,, &, odredene jednainama (4.4), zadovoljavale i
jednaéinu (4.2) mora biti

(4.5) F (x)+H (x)—F (x))—H (x,))+ [, (x5, X4, X5, X5) = 0.
Stavljaju¢i u (4.5) da je x, =x,, dobijamo

(4.6) Sa(x3, X45 x5, X6) =0,

a zatim

4.7 Fi(x)+H (x))=F, (x) + H (x;) =2«,

gde je o konstanta iz M.
Uvodedi nove funkcije F i G pomocu jednakosti

F(x)=F, (x)—a,
G (x;. %) =G, (%, x,)—«,
na osnovu jednakosti (4.7), (4.6), (4.4), dobijamo (4.3), ¢ime je teorema do-

kazana.

4.2.3. Sistem funkcionainih jednacina Eg

Sistem funkcionalnih jednagina E; ima opSte reenje odredeno sledecom
teoremom.

Teorema 6. Opste reSenje sistema funkcionalnih jednacina Eg dato je sa
Sfo(xp, X)) = —F(x)—Fx;),
Si(xp, X%, %) =F(x)—G(x,, x3),
g (x5 x5, X3) = F(x)) + G (x5, X3),
fi=g:i=0 (i=2,3, ..., m,
gde su F i G proizvoljne funkcije'sa vrednostima u M.

Dokaz. Dokaz neposredno sleduje iz teoreme 5.



5. OTVORENA PITANJA 1 MOGUCNOSTI GENERALIZACIJA
5.1. OTVORENA PITANJA

5.1.1. Jednadina (3.7) iz poglavlja 3.1., tj. jednadina
m+n+k m—1 n—1 k—1

'21 S (Zo a1 Xy g, jZo a" 1 X A ak_1_1x1+m+k+j)=0,
1= = - =

reSena je za slufaj a=1 i amt"tks£1. Za a™+t"t¥ =1 nije dobijeno relenje ove
jednacine.

5.1.2. Isto tako, za jednadinu (3.8) iz poglavlja 3.1., tj. za jednadinu
m+n+k m—1 n—1 k—1
2 fi (Z am =t xpy , @ Xy gy 2 @1 xi+m+n+i> =0,

i=1 j=0 ji— j=0

odredeno je reSenje samo u sluaju @m*t"tk=£1. Prema tome, ostaje otvoreno
pitanje refenja ove jednadine u ostalim sludajevima.

5.2, MOGUCNOSTI GENERALIZACIJA

5.2.1. Jedna prirodna generalizacija jednacina (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) iz po-
glavlja 3.1 su redom jednadine (3.1), (3.2) (3.3) (3.4) gde su a; proizvoljni
kompleksni brojevi.

Bilo bi interesantno odrediti reSenja ovih jednadina.

5.2.2. Jednadine u odeljku 3. posmatrane su u kompleksnom podruéju. Svakako
je moguéno odrediti reSenja tih funkcionalnih jednadina u sluaju kada i pro-
menljive i vrednosti funkcija pripadaju apstraktnim vektorskim prostorima.
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Résumé

SUR CERTAINES CLASSES GENERALISEES D’EQUATIONS
FONCTIONNELLES LINEAIRES

Radosav Z. Pordevié

1.1. Ce travail qui représente la thése de doctorat contient six parties:

1. Introduction,

2. Certaines équations fonctionnelles linéaires,

3. Certaines équations fonctionnelles liées & I’équation de Cauchy,

4. Certains systémes d’équations fonctionnelles linéaires,

5. Questions ouvertes et possibilités de généralisations,

6. Bibliographie.
1.2. La deuxiéme partie contient la généralisation d’un résultat du prof.
D. S. Mitrinovié concernant I’équation

Ji (% X)) 5 (%5, X3, X4) +f3 (%5 X3, X4) =0,
ol les fonctions inconnues f; (i=1, 2, 3) ne dépendent pas du méme nombre
d’arguments. On trouve la solution générale de 1’équation fonctionnelle suivante
Sr e )+ (g, X3, X))+ - F S Ky Xntgs oo v X50) +8 (X5 X35 X4)
+8, (X1, X3, X5, Xg)+ - - -+ &nmy (Xy5 X35. 00y Xgpmy,s X30) =0,
On a considéré aussi des équations fonctionnelles cycliques généralisées.

J. Aczél, M. Gherminescu et M. Hosszi ont résolu les équations fonctionnelles
cycliques

(1.1 Z S(Xiy Xigys oo Xign—y)=0 Kign=Xxi5 i=1,2,..., n—1),
=

n
(12) Z f(xi9 Xitgseres xi+p—1)=0 (P<n),
i=1

sous les conditions suivantes:

1° x; &S, S ensemble arbitraire,
2° f: 8~ M, o M est un groupe abelien,

3° pour x,ac M et m(<n) nombre naturel, 'équation mx=a posséde
une solution unique.

Deux cas sont & distinguer: 1° n>2p—1 (le cas facile) et 2° p<n<2p—1
(le cas difficile).

Dans le cas facile I’équation (1.2) a été résolue par D. Z. Pokovié
sans Phypothése 3° (cf. [7]).

Pour I’équation fonctionnelle cyclique généralisée

(1.3) élfi(xi’ Xitgseros Xitpy) =0 (p<n)

il faut distinguer aussi le cas facile et le cas difficile.
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Dans le cas facile, sous les hypotheses 1° et 2° (I'hypothese 2° s’applique
a toutes les fonctions f;), I'équations (1.3) est complétement résolue (sf. [7]).
Dans le cas difficile on n’avait pas des résultats analogues. Pour certaines
valeurs particuliéres de p et n D. S. Mitrinovi¢ (cf. [6]) a trouvé dans le cas
difficile les solutions de I’équation (1.3).

Ici, on donne la solution de I’équation (1.3) pour le cas difficile
p<n<2p-—1. On retrouve aussi la solution générale de (1.2) en ajoutant
I’hypothése 3°.

1.3. Dans la troisiéme partie on considére les équations fonctionnelles (3.5),
(3.6), (3.7), (3.8). .

Les solutions des équations (3.5) et (3.6) sont déterminées pour a
nombre complexe arbitraire,

L’équation (3.7) est résolue dans le cas a=1 ou am+"+k=£1,

L’équation (3.8) est résolue dans le cas amt"+k=£1,

En connexion avec ces équations on prouve plusieurs théorémes et on
indique quelques applications de ces résultats dans la théorie des fonctions
convexes.

L’idée pour de I’étude ces équations fonctionnelles contenant des para-
meétres a été sugérée par prof. D. S. Mitrinovié. Cette idée s’est montrée trés
féconde dans les résultats obtenus.

Dans cette partie se trouve aussi la solution générale continue de
I’équation fonctionnelle suivante

n n—1 n+i—1
f,-<x,-, ij)Jr z f,~(x,-, Xits Z xj->:0 n=4).
j=2 i=2 j=i+2
Dans le cas f,=f;=---=f,_, on a trouvé la solution générale.

1.4. On a traité certains systémes d’équations fonctionnelles linéaires dans
lesquelles les fonctions inconnues ne dépendent pas du méme nombre d’arguments.
D’abord, on a considéré des systémes dans lesquels chaque équation
contient toutes les fonctions inconnues (des systémes de premiére espéce).
Des systémes de deuxiéme espéce sont des systémes dans lesquels certaines
équations ne contiennent pas toutes les fonctions inconnues. On a traité aussi
des systemes de deuxiéme espece.

1.5. Cette partie contient ’exposition des problémes ouverts. On a indiqué des
généralisations possibles de résultas obtenus.
*

Enfin, je tiens A exprimer ma reconnaissance au professeur D. S. Mitri-
novi¢ qui m’a initié aux travaux scientifiques, a dirigé la préparation de cette
dissertation et a contribué 4 ce que les résultats exposés dans cette thése
obtiennent les formes définitives.

De méme, je désire exprimer ma reconnaissance & P. M. Vasi¢ pour I'aide

généreuse qu’il m’a donnée au cours de mon travail a cette thése.



