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1. DVOD

1.1. Ovaj rad sastoji se iz sledeCih delova:

1. Uvod,

2. Neke linearne funkcionalne jednacine,

3. Neke linearne funkcionalne jednacine koje su u vezi sa Cauchyevom

jednaCinom,

4. Neki sistemi linearnih funkcionalnih jednacina,

5. Otvorena pitanja i mogucnosti generalizacija,

6. Bibliografija.

1.2. U poglavlju 2. data je generalizacija jednog rezultata prof. D. S.

Mitrinovica, i ona se odnosi na jednaCinu

1; (XI' X2) + 12 (X2' X3' X4) + 13 (XI' X3' X4) =
0,

u kojoj nepoznate funkcije fi (i= 1, 2, 3) ne zavise od istog broja argumenata.

Odredeno je opste resenje generalnije funkcionalne jednacine

II(XI'X2)+/2(X2,X3,X4)+'" +In(xn,xn+1' ..., X2n)

+gl(XI'X3,X4)+g2(XI,X3,XS,X6)+'" +gn-l(xI'X3' ..., x2n-I'X2n)=0.

Drugi deo ovog poglavlja odnosi se na generalisane ciklicne funkcionalne

jednacine.

U teoriji funkcionalnih jednacina funkcionalna jednacina

(1.1)
n
') I(xj, Xj+1' ..., XHn-l) = 0

j-;;'1

i = 1, 2, . . ., n - 1)

zove se osnovna ciklicna funkcionalna jednacina.

Iz nje izvedena funkcionalna jednaCina je jednaeina

(1.2)
n

I/(xj,XHI' ..., Xj+rl)=O
j~1

(p~n),

koja se za p = n svodi na jednacinu (1.1).

Opsta resenja jednacina p.l) i (1.2) odredili su J. Aczel,

nescu i M. Hosszu (videti: [2], [4], [22]) pod pretpostavkama:

1° Xj E S, gde je S proizvoljanneprazan skup;

M. Ghermii-
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4 Radosav Z. Dordevic

2° Funkcija f vrsi preslikavanje f: S-+ M, gde je M aditivna Abelova
grupa;

3° Za x, a EM i m (~n) prirodan broj, jednaCina mx= a ima jedinstveno
resenje x = aim.

Pri tome su posmatrana sledeca dva slucaja: 1° n;?2p-l, tzv. "Iaki"
slucaj i 2° p<n<2p-l, tzv. "teski" slucaj.

U "lakom" slucaju, tj. za n;?2p-1, jednaCinu (1.2) resio je D. Z.
Dokovic i bez pretpostavke 3° (videti [7]).

Za odredivanje opsteg resenja generalisane ciklicne funkcionalne jednacine

(1.3)
n

2:.Ii(Xi,Xi+l"'" XHrJ=O
i~l

takode su razlikovani "laki" i "teski" slucaj.

I dok je u "lakom" slucaju, pod pretpostavkama 1° i 2° (gde pretpo-
stavka 2° vazi za svaku od funkcija fi) jednaCina (1. 3) u potpunosti resena
(videti [7]), u "teskom" slucaju gotovo i da nije resavana. Zapravo, za "teski"
slucaj do nedavna nisu objavljivani nikakvi radovi.

Za neke posebne vrednosti nip, D. S. Mitrinovic je (videti [16]) odredio
opsta resenja u "teskom" slucaju nekih jednacina koje su partikularni slucajevi
jednacine (1.3).

Ovde je jednaCina (1.3) u potpunosti resena i u tom "teskom" slu-
eaju, tj. za p<n<2p-1.

S obzirom da, u opstem slucaju, u jednacini (1.3) figurisu razlicite nepo-
znate junkcije .Ii (i = 1, 2, . . . , n), specifikacijom ovih funkcija i dodavanjem
pretpostavke 3°, iz resenja jednacine (1.3) dobijeno je i resenje funkcionalne
jednacine (1.2), kao i resenje osnovne ciklicne funkcionalne jednacine (1.1).

1.3. U trecem poglavlju posmatrane su sledece funkcionalne jednaCine

(1.4)

(1. 5)

(1.6)
m+n+k

(

m-l n-l k 1

)
, f ' m 1 J , an-l-j x ~ k-l-j

- 0
i';;l j';;o

a - -' XHj,
j~

Hm+j,
j~

a XHm+n+j - ,

(1. 7)
n-l k 1

), an-l-jx k-l-j -i+m+j,
J'~-

-

o
a XHm+n+j - O.

j~O

Za jednacine (1.4) i (1.5) odredena su resenja u slucaju kada je a pro-
zvoljan kompleksan broj.

Jednacina (1.6) resena je u slucajevima a = 1 i am+n+kof-1.
Za jednaCinu (1. 7) odredeno je resenje sarno u slucaju kada je am+n+kof-1.
U vezi sa navedenim jednaCinama dokazano je vise teorema i ukazano

na primenu dobijenih rezultata u teoriji konveksnih funkcija.
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Ideju za proucavanje funkcionalnih jednacina u kojima se pojavljuju para-
metri dao nam je prof. D. S. Mitrinovic. Ova ideja pokazala se kao vrIo
plodna.

U drugom delu ovog poglavlja odredeno je opste neprekidno resenje
funkcionalne jednacine

(n~4).

I u ovoj jednaCini nepoznate funkcije ne zavise od istog broja argu-
menata.

U slucaju kada su nepoznate funkcije fi (i = 2, 3, ..., n - I) medu sobom
jednake odredeno je opste resenje.

Ovo je karakteristicno, jer je u resavanju funkcionalnih jednaCina obicno
suprotno, tj. za opstije jednaCine dobijaju se i opstija resenja.

1.4. U cetvrtom poglavlju posmatrani su sistemi Iinearnih funkcionalnih
jednaCina u kojima nepoznate funkcije ne zavise od istog broja argumenata.

U prvom delu ovog poglavlja posmatrani su sistemi u kojima svaka jed-
nacina sadrZi sve nepoznate funkcije. Ovi sistemi funkcionalnih jednaCina na-
zvani su sistemi prve vrste.

Sisteme druge vrste, koji su posmatrani u drugom delu ovog poglavIja,
Cine sistemi Iinearnih funkcionalnih jednaCina u kojima sve jednacine ne
sadrZe sve nepoznate funkcije.

1.5. U petom poglavlju izlozeni su problemi koji su ostali otvoreni. Isto
tako ukazano je na mogucne generalizacije dobijenih rezuItata.

1.6. U odeljku Bibliografija, po azbucnom redu autora, popisana je Iite-
ratura koja je ili u tekstu citirana ili je koriscena kao opsta literatura 0 funk-
cionalnim jednaCinama.

*
Na kraju zelim da izrazim svoju zahvalnost profesoru D. S. Mitrinovicu

koji me je uputio u naucni rad, rukovodio izradom ove teze i svojim savetima
ucinio da rezuItati izlozeni u tezi dobiju konacni oblik.

Isto tako zelim da zahvalim P. M. Vasicu na srdacnoj pomoCi koju mi
je pruzio u toku izrade ovog rada.



2. NEKE LlNEARNE FUNKCIONALNE JEDNACINE

2.1. GENERALIZACIJA JEDNOG REZULTATAD. S. MlTRINOVICA

2.1.1. Jedan rezultat D. S. Mitrinovica

D. S. Mitrinovic je posmatrao {videti [15]) funkcionalnu jednaCinu

II (XI' Xz)+ Iz(xz, X3,X4)+ 13(Xl' X3, X4)= 0,

u kojoj nepoznate funkcije Il'/z'/3 ne zavise od istog broja argumenata, pri
cemu

(2.1)

II : 5Z -+ M, fi: 53 -+ M (i = 2, 3),

gde je 5 neprazan skup i M aditivna Abelova grupa.
Za jednacinu (2.1), D. S. Mitrinovic je dokazao da ima opste resenje

odredeno sa

(2.2)

II (XI' Xz) = HI (XI) - FI (Xz),

Iz (XI' XZ' X3)= FI (XI)-GI (Xz, X3)'

13 (xl' XZ' X3) = -HI (XI) + GI (Xz, X3)'

gde su FI, GI, HI proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

2.1.2. Generalizacija

KoristeCi navedeni rezultat D. S. Mitrinovica, odredicemo opste resenje
funkcionalne jednacine koja je opstija od jednaCine (2.1).

Prethodno cemo uvesti sledece oznake

Q~X=(Xp,Xp+I"'" Xq-I,Xq)

R;X=(xp,xp+z"'" Xq-Z,Xq)

= (xp, xp+z, .. . , Xq-3' Xq-I)

=(Xp+I,Xp+3"'" Xq-Z,Xq)

(p, q prirodni brojevi i p < q);

(p, q neparni),

(p neparno, q parno),

(p parno, q neparno),

(p, q parni),

gde su p i q (p<q) prirodni brojevi.

6



o nekim opstim klasama linearnih funkcionalnih jednacina 7

Neka je S neprazan skup i M aditivna Abelova grupa i

(i
"'"

1, 2,..., n; j"", 1,2, . . . , n -1).

Dokazacemo sledeCi rezultat.

Teorema 1. Opste resenje funkcionalne jednaCine

(2.3)

odredeno je sa
(2.4) fl (Qi X)"",HI (Ri X)-FI (Q~X),

fr (Q;r X)
"'"

(-1)' Fr-] (Q;r-2 X) + (-1)'+1 Gr-I (R;r X, x2r),

+ (-1)' Fr (Qr+l X) (r"", 2, 3,.." n-l),

fn (Q~n X) "'"
(_l)n Fn-l (Q~n-2 X) + (_l)n+l Gn-l (R~n X, x2n),

gk (Rik+2 X, X2H2)
"'"

(-l)k Hk (Rik X) -1 (-l)k+l Gk (RZ~t2 X, X2H2)

+ (-l)k HHI (Rik+2 X) (k"", 1, 2,..., n-2),

gn-I (Rin X, x2n)
"'"

(-l)n--l Hn-I (Rin-2 X) + (_l)n Gn-l (R~n X, x2n),

gde su Fj, Hj, Gs (i, j, s"'" 1, 2,..., n-l) proizvoljne funkcije sa vredno-
stirna u M.

Dokaz. Za n"'"2 jednaCina (2.3) svodi se na (2.1), a resenje (2.2) sa uvede
nim oznakama ima oblik

fl (Qi X)"", HI (RiX)-FI (Q~X),

f2 (Q~ X)
"'" F1(Q~ X) - G1(Ri X, X4),

424
gl (RI X, x4)

"'" -HI (Rl X) + GI (R2X, X4).

Prema tome, teorema je tacna za n"'" 2.

Pretpostavimo sada da je teorema tacna za neko fiksirano n i posma-
trajmo jednaCinu

(2.5)

(2.6)

StavljajuCi u (2.5) da je Xi"'"X? (x?""'const E S; i= 1,2,..., n), dobijamo

fn+l (Q~~t2X) "'"
(_l)n+l Fn(Q~~1X) + ( -l)n Gn(R~~t2X, X2n+2)'

gde su Fn i Gn proizvoljne funkcije.

ZamenjujuCi (2.6) u (2.5), dobijamo jednacinu

(2.7)
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gde smo uveli oznake

(2.8) Ai= ii, Bi=gi (i= 1,2,..., n-l), An= In + (-lY+l Fn. Bn =gn + (-lYGn.

StavljajuCi u jednaCini (2.7) Xi=X~ (i=2, 4,..., 2n-2, 2n), dobijamo

Bn (Rin+2 X, X2n+2)= (-It Hn (Rin X),

gde je Hn proizvoljna funkcija.
Na osnovu (2.9), jednaCina (2.7) dobija sledeCi oblik

(2.9)

(2.10)

gde smo uveIi oznake

Ci=Bi (i=1,2,...,n-2), Cn~I=Bn-l+(-l)nHn.

Funkcionalna jednaCina (2.10) je tacno jednacina (2.3). Na osnovu
induktivne hipoteze, opste resenje jednaCine (2.10) dato je sa (2.4), gde umesto ii
treba staviti Ai i umesto gi treba staviti Ci.

Na osnovu jednakosti (2.11), (2.9), (2,8), (2.6) dobijamo da je opste
resenje jednaCine (2.5) dato sa

Ir(R;rX)=Ar(Q;rX) (r=1,2,...,n-I),

In (Q~n X) = An (Q~n X) + (-lY Fn (Q~~t X),

(2.11)

In+l (Q~~t2 X) = (-ly+l Fn (Q~~l X) + (_l)n Gn (R~~t2 X, X2n+z),

2k+2 2k+2 (kgdRt X,X2k+2)=CdRI X,X2k+2) =1,2,...,n-2),

gn-l (Rin X, X2n) = Cn-l (Rin X, X2n) + (_l)n+l Hn (Rin X),

gn (Rin+2 X, X2n+2) = (-IY Hn (Rin X) + (-ly+l Gn ~R~~t2 X, X2n+2)'

Ovim je teorema 1 dokazana.

2.2. GENERALISANE CIKLICNE FUNKCIONALNE JEDNACINE

2.2.1. Neki poznati rezultati

U ovom paragrafu izlozicemo poznate rezultate 0 ciklicnim funkcional-
nim jednaCinama na koje se odnosi generalizacija 0 kojoj ce u daljem tekstu
biti reCi.

Prethodno cemo uvesti oznake koje cemo koristiti. Neka je:

10 S neprazan skup;

20 M aditivna Abelova grupa;

(i~j~n),

(n '); i'); j);
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4° Cn ciklicni operator definisan pornocu jednakosti

Cn Q{X = Q{~: X

Ciklicna funkcionalna jednacina

(2.1 ) i: f(C~-1 Qf X) = 0
;=1

posmatrana je od vise autora. U radovima [2] i [7] jednaCina (2.1) resena je
pod sledecim uslovirna:

1° Xi E S (i=1,2, ..., n);

2° Nepoznata funkcija vrsi preslikavanje f: SP-+ M;

3° Za A, Y E M i m (='(n) prirodan broj, jednacina mY = A ima jedin-
stveno resenje Y = Aim.

U slucaju n?:-2p--1, D. Z. Dokovic je u radu [7] odredio opste rdenje
jednacine (2.1) bez pretpostavke 3°, dakle, sarno pod pretpostavkama 1° i 2°.

U istorn radu, u slucaju n?:-2p-I, D. Z. :Dokovic je odredio i opste
resenje funkcionalne jednacine

(2.2)
11

2:/;(C~-IQ~X)=O
i~1

koja se za /; = f (i c- 1,2, . . ., n) svodi na jednaCinu (2.1).

D. S. Mitrinovic (videti [16]) posrnatrao je jednaCinu (2.2) pod uslovom
p < n < 2p - I, i za neke posebne vrednosti nip odredio opsta resenja tih
jednaCina.

U daljem izlaganju odredicerno opste resenje generalisane ciklicne funk-
cionalne jednacine

k .

2: fi (C~-I Q~ X) =0
i~1

(2.3) (p<n<2p-l; k='(n).

Takode cerna pokazati da se iz resenja jednacine (2.3) mogu dobiti opsta
resenja jednacine (2.2), pa prema tome i jednaCine (2.1).

2.2.2. Funkcionalna jednacina (2.3)

Za generalisanu ciklicnu funkcionalnu jednaCinu (2.3) dokazacerno sledeci
rezultat.

Teorema 1. Opste rdenje funkcionalne jednaCine (2.3) odredeno je sa

min(k-r,l1-p) n-p
frCQf X) = 2: ( _1)v-1 F: (Q~+1X) + L

( -I )v-I F: (Q~+I X)
v-I v~n-r+1

(2.4)

min (k-r, p -1)

+ 2:
( _1)v-I F: (Q~+I X, Qf+v X)

v~n-p+1
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+
p-I

L (_1)n-v F~~: (Qr;+v X,Q~+I X)
v~max (n-r+t, n-p+l)

k-r

+ 2 (-It-v F~-;; (Qf+v X)
v~p

+
n-I

L
v=max(n-r+l,p)

(r=I,2, ..., k«n»,

gde je po definiclji

b
L=O(a>b);
a

i funkcije F{ su proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

Dokaz. Za k = 2, jednacina (2.3) postaje

(2.5) fl (Qf X) + f2 (Qi+1 X) = O.

StavljajuCi XI = x~ u jednacini (2,5), dobijamo

(2,6)
gde je uvedena oznaka

FJ (Q~X) = fl (x~, QiX).

Ako u (2,5) stavimo (2,6), imamo da je

fl (Qf X) =F: (QiX).(2,7)

Kako je

min (1, n-p) = 1, min (1, p - 1) = 1, max(n, n-p+ 1)=n, max (n, p) = n,

iz (2.4) dobijamo (2.7), odnosno (2.6), respektivno za k = 2, r = 1 i za
k = 2, r = 2.

Dakle, teorema je tacna za k = 2.
Pretpostavimo da je teorema tacna za neko fiksirano k «n), tj. neka je

opste resenje funkcionalne jednacine

(2.8) i gi(C~-IQf X)=O
i~1

(k<n)

dato sa (2.4), gde sarno treba umesto fr staviti gr (r = 1, 2,..., k).

Posmatrajmo sada sledecu funkcionalnu jednaCinu

(2.9)
k+1

L j; (C~-I Qf X) = 0
i~1

(k+l<n).

Razlikovacemo sledeca tri slucaja:

1° 2<k<n-p+l; 2° n-p + 1 <k<p;
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10 2 < k <n- p + 1. StavljajuCi da je Xj= x? (Xj E [X] \ [Q~t7 XD, gde je
[X] = {xl' xz,. . . , Xn}, jednaCina (2.9) postaje

n-I
fk+, (Qf~~ X) = 2: (-It-V F~+~+I (Q~~~+k X),

'.J=n~k
(2.10)

gde je uvedena oznaka

n-v+1 n-v (Q v+p+k X ) {' (Q v+k+p-n X)
I

(-1) FV+k+1 k+1 =Jv+k+1 v+k+I-n Xj~x?(XjE'[X]\[Qf~~x]).

Iz (2.10) sleduje
n-I

jj (Q P
" ( 1 n-v F n-v ( Q 'I+P

HI IX)= 2.. -) v+k+1 I X).
v=n-k

(2.11 )

(2.12)

Ako uvedemo nove oznake pomocu jednakosti

(Q v+p+k X) {' (Q
v+p+k

X) ( 1) n-v n-v Q v+p+k
gv+k+l-n k+1 = }v+k+l-n k+1 + - FV+k+1 ( k+1 X)

(v=n-k,..., n-l)

i izraz (2.10) zamenimo u (2.9), dobijamo jednaCinu (2.8).

Kako je, za 2<k<n-p,

min (k-r, n-p) = min (k-r, p-l) = k-r,

na osnovu (2.4), opste resenje jednaCine (2.8) je

n-p+ l>k-r,

(2.13)
k-r

gr(Q~X)= L (-1)"-1 F~(Q~+IX)+SZ+S4+S6
v~1

(r = 1, 2, . . . , k),

gde Sz, S4' S6 predstavljaju drugi cetvrti i sesti zbir u izrazu (2.4).

Na osnovu (2.11), (2.12), (2.13), dobijamo

(2.14 )
k+l-r

fr(Q~X)= 2: (-I)"-IF~(Q~+1X)+Sz+S4+S6
v~1

(r = 1, 2, .. . , k + 1).

Prema tome, za slucaj 2 < k < n - p -i 1, teorema je tacna i za k + 1 ako
je tacna za k. Dakle, tacna je za svako k.

2° n-p~_<k<~. StavljajuCi da je Xj=x? (XjE[X]\[Q~;Z+IX]),jedna-
Cina (2.9) postaje

p-J
(2.15) fk+,(Q~t7X)= L (-I)n-vF~+~+I(Qf~7+vx, Q~;Z+IX)

v=n-k
n-l

+ " ( 1)n-v F n-v (Q p+k+v X)L '- v+k+1 k+1 ,
v~p

gde su uvedene oznake

{' (Q v+k+P-nX ) I O ( [ 'k ]
.

v+k+l-n v+k+l-n iXj~Xj x jE'[xJ\ Qf~, x )

( l) n-v+I F n-v (Q P+k+v X Q P+k X)= - v+k+\ k+l
, v+k-t-l

- ( l) n-v+1 F n-v (Q P+k+V X )
- - v+k+1 k+1

(v=n-k, n-k+l, ..., p-l),

(v=p, p+ 1, ..., n-l).
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---

UvodeCi nove funkcije pomocu jednakosti

(2.16)

i zamenjujuCi (2.15) u (2.9), dobijamo jednaCinu (2.8).

Na osnovu induktivne pretpostavke i jednakosti (2.16), opste resenje
jednaCine (2.9) je

n-p

;;. (Qf X) ~ L (-1)"-1 F; (Q~,l X)
v~1

k-r

2: (-1)"-1 F; (Q~+1X, Qf+v X)
"~n-p+1

(2.17)
(1'=1,2,..., p+k-n),

k-r

fr (Qi X) = L (-1)"-1 F; (Q~+1 X) + (-I)k-r F~cl-r (Qf-rz-r X)
'1.01

(r=p+k-n+ 1,..., k),

gde su 52, 54, 56 zbirovi definisani kao u (2.14).

Na osnovu (2.15) i (2.17), opste resenje jednaCine (2.9) je odredeno
sa (2.4), gde k treba zameniti sa k + 1.

Prema tome, i u slucaju n - p + 1 <,k <p teorema je tacna i za k + 1 ako
j~ tacna za k, tj. tacna je za svako k.

3° p<,k<,n-1. Za Xi=X?(XiE[X]\[Q~t1X]), jednacina (2.9) postaje
-------

(2.18 )
n-p

fk+I(Q~t7X)= 2: (-I)"-IF~+I(Q~+IX)
v=n-k
p-l

L (-It-V F~+~+1(Q~t1+v X, Q~~;+I X)
v~n-p+1

n-l
+ 2: (-1 t-V F~=~+ I (QU7+v X),

v~p

+

gde je
v+k+p-n 1

fV+k+I-n (Qv-i-k+I-n X)
I

xi~x?(x;E[X]\[Q~~1xD

= (-1)" F~+I (Q~+1 X)

= (-I)n-v+1 F~+~+1 (Q~~1+v X, Q~tZ+1 X)

- ( - I) n-v+l
F

n-v (Q P+k+Y X)
- v+k+l k+l

(v=n-k,..., n-p),

(v=n-p+ 1,..., p-l),

(v=p,p+l,..., n-l).

Uvedimo sada sledece oznake

(2.19) f ( l) n-v-1 F n-v
gv+k+l-n = v+k+l-n + - v+k+l.
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Ako u (2.9) zamenimo funkciju Ik+l odredenu pomocu jednakosti (2.18),
dobijamu funkcionalnu jednaCinu (2.8). Na osnovu (2.19) i opsteg resenja
funkcionalne jednaCine (2.8), dobijamo da je opste resenje funkcionalne jed-
naCine (2.9) odredeno sa

n-p

Ir (Q) X) = L (_1)v-l F~ (Q~+l X)
v~l

p-l

I (-1)'-1 F~ (Q~+I X, Q)+v X)
v~n-p+l

k-r
+ L (-I/-v F~+; (Q)+v X) + (_I)n-k+I-r FZ-k+I-r(Q~+k-r X)

v~p

+

(r= 1, 2,..., n-k-p+ 1),
n-p

(2.20) Ir (Qf X) = L (_1)V-I F~ (Q~+l X)
v~1

+
k-r

2 (-1)'-1 F~ (Q~+I X, Q)+v X)
v~n-p+1

(r=n-k-p+2,..., p-l),

k-r

f,. (Qf X) = L (-1)'-1 F~ (Q~+I X) + (-I/-r F}+I-r (Q~+I X)
v~1

+ 52 + 54 + 56 (r = p, p + 1, . . ., k),
gde su 52, 54, 56 zbirovi definisani kao u (2.14)'

Na osnovu (2.18) i (2.20), dobijamo da je opste resenje funkcionalne
jednaCine (2.9), i u slucaju p<k<n-l, odredeno sa (2,4), gde sarno k treba
zameniti sa k + 1.

Prema tome, ovim je teorema dokazana.

PRIMER 1. Funkcionalna jednacina (2.3), za n = 8, p ~ 6, k ~ 5, tj. jednacina

II (xI>x2. x3, X., x" x.) + 12 (x" x3, x., x" x., x,) + 13 (x3, x., x" X6' X,'
x,)

+I. (x., x" x., x" x" XI) + Is (x" x6, X,' x" XI>x2) = 0,
ima opste resenje odredeno sa

II (xI>x2, X3' x., x,. x.) = F~(x2, x3' x., x" x.) - Fi (x3,x., x" x.)

+ F~ (x., x" x6. XI) - F1 (x" x6' XI' x2),

12 (xI> x2, x3' x., x"
x.) =F~ (x2, x3' x., x" x.) - F~ (x3, x., x" x.)

+F~ (x., x" x6, XI) - F~ (xI>x" x3' x., x,).

13(x" x2, x3' x., x,. x6)=F~ (x2, x3' x.. x" x.) - F~ (X3'x., x,. x6)
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I, (x" Xl' X3' X.' X" X.) =F1 (X" Xl' X,. X.) - Fi (X" Xl' X3, X.)

+ F~ (X" X2' X3' X.) - F~ (X" Xl' X3, X.. X,).

gde su F{ proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

PRIMER 2. Za n ~ 8, p ~ 6, k = 6, generalisana ciklicna funkcionalna jednacina (2.3). tj. jednaeina

11 (X" Xl' X3' X.. X,) + 11 (X2' X3' X.' X" X.) + 13 (X3' X., X" X.' X7)

I. (X., X" X.' X7' Xs)+ I, (X,. X.' X7' XS'Xl)+ I. (X.. Xp XS'Xl' Xl) ~ 0,

ima opste resenje odredeno sa

r ) I 2 3
Jl (X" X2' X3' X.' X, =F 2 (X2' X3' x.. X,) -F2 (X3' X.. X,) +F 2 (X., X,)

- Fi (X" Xl) - F: (X" Xl' X3' X.),

'3 (X" Xl' X3' X.'
X,) -F~(Xl'

X3' X.. X,) - F~(X3' X.' X,) + F~ (X.. X,)

+ Fi (Xl' Xl' X3)- F i (Xl' Xl' X3' X.),

r 1 2 3J. (X" Xl' X3' X.' x,) ~F 4 (Xl' X3' X.' X,) - F 4 (X3' X.' X,) -F 1 (Xl' X2)

+F~(x" Xl' X3) -F~ (X" Xl' X3' X.),

I, (X" x2, X" X., X,) ~ F~ (Xl' X3' X., X,) + F1 (X" X,) -F~ (X" X2)

+F~(x" Xl' x3)-Fl(XI' X2, X3' X.),

I. (X" X2' X3' X.' x,)=F~(x., X,) +Fi (x" x,)-F~ (X" X2)

+F~ (X" X2' X3) -F~ (X" X.. x3, x.),

gde su F{ proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

2.2.3. Funkcionalna jednacina (2.2)

Kako za k = n funkcionalna jednacina (2.3) postaje jednacina (2.2), to
iz teoreme 1, za k = n, neposredno sleduje rezultat koji cemo ovde samo
formulisati.

Teorema 2. Opste resenje funkcionalne jednaCine (2.2) odredeno je sa

(2.21)
n-p

f, (Q~ X) = L (-If-l F~ (Q~+l X)
v-l

+
miD (n-',p-l)

L (-If-l F; (Q~+l X, Q~+vX)
v=n-p+l
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p-I

-L 2: ( -1 )n-v
F~+~ (Qf+v X, Q~+I X)

v~max (n-,+ I, n-p+l)

n-I

+ 2: (-l)n-vF~+~(Qf+vX),
v~p

gde su F{ proizvoljne lunkcije sa vrednostima u M.

2.2.4. Funkcionalna jednacina (2.1)

Opsta resenja funkciona1nih jednaCina (2.2) i (2.3) odredili srno pod
pretpostavkorn da su ispunjeni uslovi 1° i 2° iskazani u odeljku 2.2.1.

Sada cerno, pretpostav1jajuCi da je ispunjen i uslov 3°, pokazati oa iz
teorerne 2 sleduje poznati rezultat J. Aczela, M. Gherrnanescua i M. Hosszua
koji se odnosi na cik1icne funkcionalne jednaCine.

Teorema 3. Opste rdenje lunkcionalne jednacine (2.1) je

(2.22)
[(2p-n)/2]

+ 2: (Fk (Q~ X, Q~-P+k+1X)-Fk (Q~-k+1 X,
Q2p-n-k X)} ,

k~1

gde su Fi (i=O, 1,2,..., [(2p-n/2)]) proizvoljne lunkcije sa vrednostima u M.

Dokaz. Sabiranjern funkcija 11' 12' . . ., In odredenih izrazorn (2.21) i stavlja-
juci da je h = 12= . . . = In = f, dobijarno (2.22), gde su uvedene sledece oznake

Fo (Qf-I X) = : (~~ vt G,(Q~-'-I+vX)) ,

n
G,(Ql{-' X)= 2: (-1)' F~(Ql{-' X),

v~1

( [
2p-n-l

])k=1,2,..., -z-
'

a u slucaju da je n parno (n = 2 m)

Ovirn je teorerna 3 dokazana.



3. NEKE LINE ARNE FUNKCIONALNE JEDNACINE KOJE SU U VEZI
SA CAUCHYEVOM JEDNACINOM

3.1. FUNKCIONALNE JEDNACINE SA JEDNIM PARAMETROM

3.1.1. Oznake, pretpostavke i objasnjenja

Ovde cemo posmatrati sledece funkcionalne jednaCine:

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

gde su promen1jive Xi i parametri ai iz skupa kompleksnih brojeva.

Pretpostavimo da funkcije I i Ii vrse pres1ikavanja

I:CL~C i /;:CL~C (i=l, 2, .", m+n),

Za jednaCine (3.1) i (3.2), odnosno

I:C3-+C i /;:C3-+C

za jednaCine (3.3) i (3.4).
Pretpostavimo, takode, da je Xi+m+n=Xi, tj. Xi+m+n+k=Xi'
Kada su ai proizvoljni komp1eksni brojevi, nismo mog1i

resenja navedenih jednacina.
Ovde cemo odrediti resenja ovih jednaCina u slucaju kada je

(i= 1,2, ..., m+n+k),

da odredimo

(i = 1, 2, . . ., m),
(i = m + 1, m + 2, . . ., m + n),
(i = m + n + 1, m + n + 2, . . ., m+ n+ k),

gde je a komp1eksan broj.

16
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Prema tome, u ovom odeljku odredicemo resenja sledeCih funkcionalnih
jednaCina

(3.5)

n-l

)
n-I-j -

j~O
a xi+m+j - 0,(3.6)

(3.7)

(3.8)
k-l

)k-I-j . -
j~O

a x'+m+n+j - O.

3.1.2. Neki poznati rezultati

U redovima [20], [8], [9] posmatrana je funkcionalna jednaCina

(3.9)

Ova jednacina je partikularan slucaj jednaCine (3.6) za a= 1.
U radu [9] dokazane su tri teoreme koje se odnose na jednaCinu (3.9).

Navodimo ih bez dokaza.

Teorema 1. Ako je (m, n)= I i m+n>2, opste neprekidno rdenje funkcionalne
jednaGine (3.9) odredeno je sa

Ji (x, y)=Fl (x+y) Rex+Fz (x+y) Imx+Gi (x+y)

pri cemu je

(i = 1, 2, . . ., m + n),

m+n

2: Gi (x)= -m (F1 (x) Rex +Fz (x) Imx),
i~l

i gde su FI' Fz, Gi (i = 1, 2, , . ., m + n) proizvoljne neprekidne funkcije sa
vrednostima u C.

Teorema 2. Ako je (m, n)=d>I, mjd=fL, n/d=v, fL+v>2, funkcionalnajedna-
Gina (3.9) ima opste neprekidno resenje

Jid+j (x, y) = F{ (x+ y) Rex+F4 (x+ y) 1m x+ G{(x+ y)

(i = 0, 1, . . ., fL+ v ~ 1; j = 1, 2, , . ., d),
pri cemu je

!L+v-l

2: G{(x) =
Hj (x) -fL (FI (x) Re x+ Fi (x) 1m x)

i=O
(j=I, 2, .." d),

d

2: Hj (x) = 0,
j=l

i gde su FL Fi (j=I, 2, .." d), Hj (j=I, 2, ..., d-I), G{(i=O, 1, ...,
fL+ v = 2; j = 1, 2, . . ., d) proizvoljne funkcije sa vrednostima u C.

2
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Teorema 3. Opste resenje funkcionalne jednaCine (3.9), u slucaju m=n, odre-
deno je sa

fi (x, y) (i = 1, 2, . . ., m) proizvoljne funk cije

fm+i(x,y)=Hi(x+y)-fi(x,y) (i=l, 2, ..., m),
m

pri cemu je 2: Hi (x) = 0, i gde su Hi proizvoljne funkcije sa vrednostima u C.
i=1

3.1.3. Funkcionalna jednacina (3.5)

Dokazacemo sledecu teoremu.

Teorema 4. Ako je am+ni= 1, fnnkcionalna jednaCina (3.5) ima opste rdenje

f(x, y)= F (x +am y)-F(an x+ y)

f(x,y)=G(x+a~y, amx+y)-G(amx+y, x+amy)

gde. su FiG prorzvoljne funkcije sa vrednostima u C.

(3.10)
(m i=n),
(m = n),

Dokaz. Ako stavimo

(3.11 )

funkcionalna jednaCina (3.5) postaje

ili

(3.12)

Ova transformacija jednaCine (3.5) je mogucna jer je am+ni= 1.
Kako je am+ni= 1, uvodeci nove promenljive Yi pomocu

m+n-l

2:
aj Xi-l~j

j=O
(i = 1, 2, ..., m + n),

jednacina (3.12) dobija oblik

(3.13)
m+n

2: g(YHm, Yi)=O.
i=1

Akojemi=n, stavljajuciYi=O(i=l, 2,..., n-l, n+l, ..., m+n-I),
iz jednaCine (3.13) dobijamo

(3.14) g (x, y) = F(x) + F1(y).
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Ako u (3.13) zamenimo funkciju g odredenu sa (3.14), jednaeina (3.13)
postaje

m+n

2 (F(Yi)+Fl(Yi))=O,
i=1

'odakle sleduje F(x) = -FI (x).

Na osnovu ovoga imamo

(3. 15) g (x, y) = F(x)-F(y).

Ako je m = n, jednacina (3.13) postaje

g(x,y)+g(y,x)=O,
odakle sleduje

(3.16) g(x,y)=G(x,y)-G(y,x).

Iz jednakosti (3.15), (3.11) i (3.16) sleduje (3.10),
teorema 4.

ceme je dokazana

PRIMER 1. Ako je a3 oF1, opste resenje funkcionalne jednacine

f(ax +y, z) + f(ay+ z, x) + f(az+ x, y) ~ 0
je

f(x, y) ~F(x + a2y) -F(ax + y),

gde je F proizvoljna kompleksna funkcija kompleksne promenljive.

PRIMER2. Ako a4 oF 1, opste reSenje funkcionalne jednacine

f(ax + y, az+ u) + f(ay+z, au + x)+ f(az+ u, ax+ y) + f(au +x, ay +z) =0

odredeno je sa
f(x,y)=G (x+a2 y, a2x+y)-G (a2 x+y, x+a2 y),

gde je G proizvoljna funkcija.

Teorema 5. Ako je am+n= 1, (m, n) = I, m + n > 2, opste neprekidno resenje funk-
cionalne jednaCine (3.5) je

(3.17)
m+n

f(x,y)= 2 (Fl(aix+ai+my) Re(aix) +F2 (aix+ai+my) 1m (aix))
i~1

+
m+n-I

L (Gi(aix+ai+~Y)-Gi(x+amy))
i~1

-m (Fl (x+amy) Re (x+amy) +F2 (x+am y) 1m (x+am y)),

gde su FI' F2, Gi (i = I, 2, ..., m + n-l) proizvoljne neprekidne funkcije
kompleksne promenljive.

Dokaz. Ako uvedemo nove promenljive Yi pomocu relacija Xi= ai-l yi (i = I, 2,
. . ., m + n), funkcionalna jednaCina (3.5) postaje

(3.18)
m+n

(

m-I n-I

)i~
f am+i-Z

j~ YiH, am+n-Z+i
j~ Ym+i-j = O.

Z*
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Ako stavimo da je

f(am-Z+i x, am+n-Z+iy) =.fi (x, y) (i=1,2,..., m+n),
tj.

(3.19) f(x, y) = Ii (an+Z-i x, am+n-Z+iy)

funkciona1na jednacina (3.18) dobija ob1ik

(3.20) ~~Infi C~IYi+j, ~~Ym+i+j)=O.

Jednacina (3.20) je tacno jednacina (3.9), i njeno resenje je odredeno
teoremom 1. Prema tome na osnovu (3.19) i teoreme 1, mozemo pisati

(i = 1, 2, . . . , m + n),

(3.21) f (x, y) = Al (an+z-i x + am+n+Z-iy) Re (an+Z-ix)

+ Az (an+z-i x + am+n+Z-iy) 1m (an+Z-ix)

+Bi(an+Z-ix+am+n+z-iy) (i= 1. 2,..., m+n)
pri cemu je

m+n

L Bi (x) = -m [AI (x) Re x + Az (x) 1m x],
i~1

i gde su AI' Az, Bi proizvo1jne komp1eksne funkcije komp1eksne promen1jive.

Ako uvedemo oznake

(m + n) Fz (x) = Al (x), (m + n) Bi (x) = Gn+Z-i (x)

(i=1,2, ..., n+1,n+3, ..., m+n),

sabiranjem jednakosti (3.21) dobijamo (3.17).

Teorema 5 je ovim dokazana.

PRIMER 3. Ako je a3 = 1, opste neprekidno resenje jednacine

I(ax+y, z)+ I(ay +z, x)+ I (az+ x,y) = 0
je odredeno sa

I(x, y) = F, (ax + y) Re (ax) + Fz (ax + y) 1m (ax) + F, (aZx + ay) Re (aZx) + Fz (aZx + ay) 1m (aZx)

-F, (x+az y) Re (x +2aZ y) -Fz (x+az y) 1m (x+ 2aZy)

+G, (ax+y)- G, (x+aZy)+Gz (aZx+ay)-G2 (x+a2y),

gde su
F" F2, G"

G Z proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksne promenljive.

Teorema 6. Ako je am+n=l, (m,n)=d>l, mfd={L, nfd=\), {L+'I>2, funkcio-
na/na jednaCina (3.5) ima opste neprekidno rdenje

d-2

(
iJ.+V-I

(3.22) f(x, y) = j=~1 i~
{F{+\an-id-j x + am+n-id-j y) Re (an-id-j x)

+ F~+2(an-id-j x + am+n-id-j y) 1m (an-id-j x)

+ G{+2(an-id-j x + am+n-id-j y)}) ,
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pri cemuje, zaj=I,2, ..., d,

~+v-I d

L G{(x)=Hj(x)-!J.(F{(x)Rex+F~(x)Imx), LHj(x)=O,
j~l j+1

gde su FL Ft G{ (i = 0, 1 . . . , !J.+ v- 2; j = I, 2, . . . , d), Hj (j
= I, 2, .. . , d - 1)

proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksne promenljive.

Dokaz. Transformacijama koje su koriscene pri dokazivanju teoreme 5, jedna-
Cini (3.5) moze se dati oblik (3.20), tj. (3.9).

Pod pretpostavkama izlozenim u teoremi, opste neprekidno resenje jed-
naCine (3.20) odredeno je teoremom 2. Prema tome mozemo pisati

(3.23) f( ) A
j

( n+2-id-j
+ m+n+2-id-j ) R ( n-id-j+2 )x,y = 1 a x aye a x

+ A~
(an+2-id-j x + am+n+2-id-j y) 1m (an+2-id-j x)

B
j

( n+2-id-j m+n+2-id-j )+ i a x+a y

(i=O,I, !J.+v-I; j=I,2, ..., d),

pri cemu je za j = I, 2, ..., d,

~+v-l d

L B{(x)=Cj(x)-!J.(A{(x)Rex+A~(x)Imx), L d(x)=o,
i~O j=l

gde su ALAtB{,C (i=0,1,..., !J.+v-I; j=1,2,...,d)
pleksne funkcije kompleksne promenljive.

SabirajuCi jedrakosti (3.23) i uvodeCi oznake

proizvoljne kom-

(m + n) F{ (x) = A{ (x),

(m+n)G{(x)=B1(x),

(3.22) .

(m + n) F~ (x) = A~ (x),

(m + n)
Hj (x) =

cj (x),

dobijamo

PRIMER4. Ako je a6 ~ 1, opste neprekidno resenje funkcionalne jednacine

f(a' x+a2 y+az+u, av+ w)+f(a' y+a2 z+au+v, aw+x)+ f(a' z+a2u+av+w,ax+y)

+f(a' u +a2 v + aw + x, ay +z) + f(a' v+a2 w +ax + y, az+ u) + f(a' w + a2x +ay+z, au+v) =0

je
f(x,y)~F: (ax+a' y) Re(a' x)+F1 (ax+a' y) 1m (ax)

+ F1 (a' x+ay)Re (a' x)+F1 (a' x+ay) 1m (a' x)

- F: (a' x+a' y) Re(a' x+2x' y) -F1(a' x+a' y) 1m (a' x+2a' y)

+ F~ (x + a4y) Re (x) + F~ (x + a4y) 1m (x)

+ F~ (a2 x + y) Re (a2 x) + F~ (a2 x + y) 1m (a2 x)

- F~(a4 x+a2 y) Re (a4 x+2 a2y) -F~(a4 x+a2 y) Im(a4 x+2a2 y)
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+ G b(ax + a' y)
- G b(a' x + a' y) + G~ (x + a4 y) - G ~

(a4 x + a2 y)

+ G 1 (a' x + ay) - G 1 (a' x + a' y) + G ~ (a2 x + y)
- G ~ (a4 x + a2 y)

+H1 (a' x+a' y) -H' (a4 x+a2 y),

gde su FL F~, F~, F~ Gb, G~, G1, G~, HI proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije
kompleksne promenljive.

Teorema 7. Akoje am+n= 1 i m=n, opste reSenje funkcionalne jednacine (3.5) je

(3.24)
m

f(x, y) = 2: (Fi (ai x, an+iy) -Fi (aiy, an+ix) + Hi (an+iX + aiy»,
i=1

m

pri cemu je 2: Hi(x)=O i gde su Fi (i= 1,2,..., m), Gj (j= 1,2,..., m-l)
i=1

proizvoljne funkc(je kompleksne promenljive.

Dokaz. I u ovom slucaju, transformacijama iz dokaza teoreme 5, mogucno
je transformisati jednaCinu (3.5) u jednacinu (3.20).

Na osnovu teoreme 3, dobijamo

f(x, y) = Ai (am+2-i x, am+n+2-iy)
(3.25)

m

pri cemu je 2: Bt (x) = O.
i=1

Ako uvedemo nove funkcije pomocu jednakosti

Ai (x,y)= 2mFm+2-i (x,y), Bi (x) = 2mHm+2-i (x),

sabiranjem funkcija odredenih sa (3.25), dobijamo (3.24).

Ovim je dokazana teorema 5.

PRIMER5. Ako je a4 = 1, opsle res~nje funkcionalne jednacine

f(ax+ y, az+u) + f(ay+z, au+ x) + f(az+ u, ax+ y)+ f(au + x, ay+z) = 0
je

f(x,y)= F, (ax, a' y)
- F,(ay, a' x) +F2 (a2x, y) -F2 (a2y, x) + H, (a' x + ay) - H, (x +a2y),

gde su
F" F2'

H, proizvoljne kompleksne funkcije kompleksne promenljive.

3.1.4. Funkcionalna jednacina (3.6)

Dokazacemo sada redom sledece rezultate koji se odnose na funkcionalnu
jednaCinu (3.6).

Teorema 8. Ako je am+n=tl i m=tn, opste reSenjefunkcionalnejednaCine (3.6)je

(3.26) fi (x,y)= Fi (x+am y)-Fi+n (anx+ y) + !Xi (i = 1, 2, . .., m + n),
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gde su Fj (i= 1, 2, . . ., m+n; Fj+m+n=Fj) proizvoljne kompleksne funkcije
m+n

kompleksne promenljive i !Xjproizvoljne kompleksne konstante za koje je 2 !Xj= O.
i=1

Dokaz. Ako uvedemo nove funkcije gi pomocu jednakosti

(3.27) Ji (x, y) = gi (x + amY, an x + y)

jednaCina (3.6) postaje

(i = 1, 2, . . . , m + n),

tj.

(3.28)

S obzirom da je am+n =1= 1 po pretpostavci, ova transformacija je mogucna.
Isto tako, zbog am+n=l=1, mozemo da uvedemo nove promenIjive Yi, pomocu

m+n-1

Y . -
)' a

j
x . .,~.: m+'-I-J

j=O

pa jednakost (3.28) dobija oblik

(i=I, 2,..., m+n),

(3.29)
m+n

2 gi (Yj, Yi+n) = O.
i~O

StavIjajuCi u (3.29) da je Yj = 0, za svako j, sem za j = i, i + n, dakIe,
zaj=I, 2,..., i-I, i+I,..., i+n-I, i+n+I,..., m+n, dobijamo

(3.30) gj (Yi, Yi+n) = Fi (Yi) + Gj (Yi+n) (i = 1, 2, . . . , m + n).

Na osnovu (3.30), jednacina (3.29) postaje

m+n

2 (Fi (YI) + Gi (YHn)) = 0,
i=1

ili

(3.31 )
m+n

2 (Fi(Yi)+Gm+i(Yi))=O.j~1

Iz (3.31) sleduje

(3.32) Gi+m (Yi) = -Fi (Yj) +!Xi, (i=I, 2, ..., m+n),
m+n

gde su !Xi proizvoljne kompleksne konstante, sa osobinom 2 !Xi = O.
i~1

Na osnovu (3.32), jednaCina (3.30) ima oblik

gi(x,y)=Fi(x)+Fi+n(Y)+!Xi (i=I, 2, ..., m+n),(3..33)

m+n
pri cemu je 2 !Xi = O.

i~1
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Na osnovu jednakosti p.33) i (3.27), dobijamo (3.26).
Ovim je teorema 8 dokazana.

PRIMER 6. Opste resenje funkciona]ne jednacine

I, (a2 x + ay + z, u) + 12 (a2 y + az + U, X) -+-I, (a2 z + au
-'- x, y) -+-I. (a2 u -+-ax -+-y, z) ~ 0,

u slucaju kada je a'
*

1, dato je sa

II (x, y)~F, (x-+-a3y)-F2 (ax + y)-+-CX"

12(x, y) ~F2 (x+a3y) -F, (ax+y)+cx2,

I, (x, y) ~ F, (x + a3 y) - F. (ax + y) + cx"

I. (x, y) ~ F. (x + a3 y) - F, (ax + y)
- cxI- CX2- cx"

gde su Fi (i ~ 1, 2, 3, 4) proizvoljne kompleksne funkcije kompleksne promenljive i CXiproiz-
voljne kompleksne konstante.

Teorema 9. Ako je am+n
*

1 i m = n, opste reSenje Junkcionalne jednaCine (3.6) je

(3.34)

gde su Ji
kompleksne

Ji+m(x,y)=-fi(y, X)+OCi (i=I, 2, ..., m),

(i = 1, 2, . . ., m) proizvoljne kompleksne Junk cije i
konstante, ciji je zbir jednak nuli.

OCiproizvoljne

Dokaz. Transformacijama koje su izlozene u dokazu prethodne teoreme, moze se
jednaCina (3.6) dovesti na oblik (3.29).

Za Yj=O (j=I, 2, ..., i-I, i+l, ..., i+m-l, i+m+l, ..., 2m),
jednaCina (3.29) postaje

(3.35) (i=1,2,..., m),

gde su OCiproizvoljne konstante. ZamenjujuCi (3.35) u (3.6), dobijamo da mora
m

biti :L OCi= O.
i=1

Na osnovu ovoga i jednakosti (3.35), dobijamo (3.34).

PRIMER 7. Ako je a' *
1 opste resenje funkcionalne jednacine

II (ax + y, az+ u)+ 12 (ay+z, au+x)+ [, (az+u, ax+ y) + I. (au+x, ay+z) ~o
je

fi(x, y) (i ~ 1, 2) proizvoljne funkcije,

I, (x, y) = - I, (x, y) + cx,

I. (x, y) ~ - 12 (x, y) - cx,

gde je cx proizvoljna kompleksna konstanta.

Za slucaj am+n= I, funkcionalnu jednacinu (3.6) mozemo transform irati
na sledeCi naCin.

Uvedimo nove promenljiAe Yi pomocu jednakosti

(i=I, 2, ..., m+n).

Tada jednacina (3.6) postaje

(3.36)
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Ako sada stavimo

(i=I, 2, ..., m+n),
tj.

(3.37) fi (x, y) = gi (anT2-i x, am+n+2-i y) (i=I, 2, ..., m-l-n),

[unkcionalna jednacina (3.36) dobija oblik

(3.38)

Jednacina (3.38) je tacno jednaCina (3.9).

Teorema 10. Ako je am+n= 1, (m, n)= 1, m-l-n>2. opste neprekidno rdenje
funkcionalne jednaCine (3.6) odredeno je sa

fi (x, y) = FJ (an+2-i x -+am+n+2-i y) Re (an+2-i x)

+ F2 (ane 2-i x -I-am+n+2-i y) 1m (an+2-i x)

(i=I, 2, ..., m+n),
pri cemu je

m+n

.L Gi(x)=-m(Fj(x)Rex+F2(x)lmx),
i~l

i gde su Fl' F2, Gi (i = 1, 2, . . ., m + n) proizvoljne neprekidne kompleksne
funkcUe kompleksne promenljive.

Dokaz. Dokaz neposredno sleduje na osnovu (3.38), (3.37) i teoreme 1.

Teorema 11. Akoje am+n=I, (m,n)=d>I, mjd=r;.., njd=v, r;..+v>2,funkci-
onalna jednaCina (3.6) il1':aopste neprekidno rdenje

I' ( ) - FJ ( n+2-i m+n+2-i ) R ( n+2-i )J id-f) x, Y - I a x + aye a x

-t F J ( n+2-i m+n+2-i ) I ( n+2-i )- 2 a x+a y m a x

-I-G J ( n+2-i
+

m+n+2-i )i a x a y

(i = 0, 1, ..., r;..+ v-I; j = 1, 2, ..., d)

pri cemu je

!-L+v-l

.L G{(x)=HJ(x)-r;..(F{(x) Rex+F~(x)lmx)
i~O

(j = 1, 2, . . . , d),

d

2: HJ(x)=O,
J~O

i gde su F{, Ft Hi, G{ (j= 1, 2,..., d; i=O, 1, ..., r;..+v-2) proizvoljne
funkcije sa vrednostima u C.

Dokaz. Na osnovu (3.38), (3.37) i teoreme 2, zakljucujemo da je teorema tacna.
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Teorema 12. Ako je am+n= 1 i m = n, opste resenje funkcionalne jednacine (3.6) je

fm+i (x, y) = Hi (an+2-i X + am+n+2-i y)

- fi (an+2-i x, am+n+2-i y) (i=I, 2, ..., m),

gde su Hi, fi (i= 1, 2, ..., m) proizvoljne
m

u C, i pri cemu je .2 Hi (X) = 0,
i~1

kompleksne funkczje sa vrednostima

Dokaz. Dokaz neposredno sleduje iz jednakosti (3.38), (3.37) i teoreme 3.

3.1.5. Generalizacija jednog rezultata D. Z. Dokovica

D. Z. Dokovic je u radu [6] odredio opste neprekidno resenje funkcio-
naine jednacine

(3.39)
n-I

.2 Xm+i+j,
j~O

k-I

)L xm+n+i+j = 0,
j~O ,

kada su Xi (i = 1, 2, ..., m + n + k) realne nezavisno promenljive i f reaIna
funkcija, pretpostavljajuCi da je k = max (m, n, k).

Ova naknadna pretpostavka za k, kao sto je pokazano u radu [6], ne
utice na opstost razmatranja jer se svaki drugi slucaj moze da svede na ovaj.

Ovde cemo posmatrati jednaCinu (3.39) u kompleksnom podrucju, tj.
kada je f kompleksna funkcija kompleksnih promenljivih.

Transformisimo prethodno jednacinu (3.39) na nacin koji je i u radu [6]
izlozen.

Ako uvedemo oznake

(3.40) s=

(3.41) f(x,y, s)=g(x,y, s+x+ y),

jednacina (3.39) postaje

(3.42)
n-I

.2 Xm+i+j,
j~O

Ako uvedemo nove promenljive ti (i = 1, 2, ..., m + n + k - 1) pomocu
jednakosti

st,=x,--~
I I m+n+k

(i= 1,2, ..., m+n+k-l),

odakle je
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jednaCina (3.42) postaje

(3.43)

fm+n+i+j, s)

s) = O.

StavljajuCi da je

(3.44) ( ms ns )g
. k +x'k +

y, s = H(x,y, s),
m+n-t" m+n+

(3.45)

jednaCina (3.43)

Pretpostavimo sada da je promenljiva s fiksirana i stavimo

(3.46) H(x,y,s)=h(x,y).

Tada jednaCina (3.45) ima oblik

(3.47)

Moze se pokazati, na nacin koji je izlozen
(3.47) sleduje da funkcija h ima sledece osobine:

1° U slucaju m<n<k, m+n<k:

u radu [6], da iz jednacine

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

h (0,0) = 0,

h (x, -x) + h (x, 0) + h (0, -x) = 0,

h (0, x) + h (0, -x) = 0,

h (x,y) = h (x + y, O)-h (y, 0) + h (O,y),

h (x, 0) + h (-x, 0) = 0,

h (x,y) = h (0, x+ y)-h (0, x) + h (x, 0);
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2° U slucaju m<n<k, m+n=k: (3.48), (3.49), (3.50), (3.51), (3.52),
(3.53);

3° U slucaju m<n<k, m+n>k: (3.48), (3.49), (3.50), (3.51), (3.52),
h (x,y) + k (y, -x-y) + h (-x-y, x) = 0;

4° U slucaju m<n=k: (3.48), (3.49), (3.50), (3.51), (3.54);

5° U slucaju m = n, 2m<k: (3.48), (3.49),

h(x,y) + h (y, 0) + h (0, -x-y) + h (-x- y, x) = 0;

6° U slucaju m=n, 2m=k: (3.48), (3.49), (3.55);

7° U slucaju m = n<k, 2m>k: (3.48). (3.49), (3.55);

8° U slucaju n<m<k, m+n<k: (3.48), (3.49), (3.52), (3.53), (3.50),
(3.51);

(3.54)

(3.55)

9° U slucaju n<m<k, m+n=k: (3.48), (3.49), (3.52), (3.53), (3.50),
(3.51);

10° U slucaju n<m<k, m+n>k: (3.48), (3.49), (3.52), (3.53), (3.50),
(3.54);

11° U slucaju n<m=k: (3.48), (3.49), (3.52), (3.53), (3.54);

12° U slu(~aju m=n=k: (3.48), (3.49), (3.54).
Sada cemo dokazati teoreme koje se odnose na jednaCinu (3.39).

Teorema 13. Ako je m, n < k, m ¥-n i m + n¥- k, opste neprekidno resenje funk-
cionalne jednaCine (3.39) je

( x+y+Z
) (

x+y+Z
)

f(x,y, z) =G\ (x+ y+z) Re x-m-~ +Gz(x+y+z)lm x-m--
m+n+k m+n+k

gde su Gl' Gz, G3, G4 proizvoljne neprekidne kompleksne funkcIJe kompleksne
promenljive.

Dokaz. Neka je m<n<k i m +n<k. Na osnovu (3.51) i (3.53), dobijamo da
funkcija h zadovoljava jdnaCinu

h (x+ y, O)-h (0, x+ y) = h (x, O)-h (0, x) + h (y, O)-h (O,y),

odakle sleduje
h (x, 0) - h (0, x) = G' Re x + G" 1mx,

gde su G' i G" proizvoljne neprekidne funkcije od s.

Jednacina (3.53), prema tome, ima oblik

h (x, y) = h (0, x + y) + G' Re x + G" 1mx.

Ako funkciju h, odredenu sa (3.56) zamenimo u (3.47) na osnovu (3.50),
dobijamo

(3.56)

(3.57)
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Ako u (3.57) stavimo tl = X, tk = y, tj = 0 (joF 1, k), jednacina (3.57)
postaje

h (0, x + y) = h (0, x) + h (0, y),
odakle dobijamo
(3.58) h (0, x) = G3Re x + G41mx,

gde su G3, G4 proizvoljne funkcije kompleksne promenljive s.

Na osnovu (3.58) i (3.56), dobijamo

(3.59)
gde je

Neka je m<n<k i m+n>k. Na osnovu (3.51) i (3.54) dobijamo

h (x+ y, O)-h (-x-y, O)-h (0, x+ y) = h (x, O)-h (-x, O)-h (O,x)

+ h (y, O)-h (yO)-h (O,y),
odakle zakljucujemo da je

(3.60) h (x, O)-h (-x, 0) + h (0, x)= G3 Re x+ G41mx,

gde su G3 i G4 proizvoljne funkcije od s.

Na osnovu (3.60), jednakost (3.51) postaje

(3.61) h (x,y) = h (x+ y, O)-h (-y, 0) + G3Rey + G4Imy.

Ako funkciju h, odredenu sa (3.61), zamenimo u (3.47), dobijamo jed-
nacinu

k

(

m+n-l

)
m+n+k

(

k-l

)(3.62)
i~1

h
i~1

ti+j,O +
i=£-1

h -j~ tm+n+i+j, 0

m+n+k

(
m+k-l

)

m+k

(

n-l

)- . 2 h .2 tm+n+i+j,O -.2 h -? tHj, 0 =0.
l=k+l j=O 1~1 j~O

Za t]=x, tm+k=y, tj=O (joFl, m+k), iz jednaCine (3.62) imamo

h (x + y, 0) = h (x, 0) + h (y, 0),
odakle je

h (x, 0) = G1Re x + Gz 1m x.

Na osnovu ovoga, jednaCina (3.61) postaje (3.59).
Neka je sada n<m<k i m+n<k. Na osnovu jednakosti (3.53) i

dobijamo
h (x+ y, O)-h (0, x+ y) = h (x, O)-h (0, x) + h (y, O)-h (0, y),

odakle sleduje
(3,63) h (x, O)-h (0, x) = G; Rex + G~ Imx.

Na osnovu (3.63), jednakost (3.53) postaje

(3.64) h (x, y) = h (0, x + y) + G' Rex+ G" Imx.

(3.51)
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Ako funkciju h, odredenu pomocu (3.64), zamenimo u (3.47), dobijamo
jednacinu

(3.65)

StavljajuCi u (3.65) t1=x, tm+n=Y, tj=O U=;i:l,m+n) dobijamo

h (0, x + y) = h (0, x) + h (0, y),

odakle zakljucujemo da je

h (0, x) =G3 Re x+G4 1m x.

Na osnovu ovoga, jednaCina (3,64) postaje (3,59).

Posmatrajmo, najzad, slucaj n<m<k i m+n>k. Na osnovu (3.53) i (3.54),
dobijamo da funkcija h zadovoljava funkcionalnu jednacinu oblika

h(x+y,O)+h(O, -x-y)-h(O,x+y)=h(x,O)+h(O, -x)-h(O,y)

+ h (y, 0) + h (0, -y)-h (0, y).

Prema tome, funkcija h (x, 0) + h (0, -x)-h(O, x) odredena je sa

(3.66) h (x, 0) +h (0, -x)-h (0, x) =G1 Re x+ Gz 1m x.

Jednacina (2.53), na osnovu (3.66), postaje

(3.67) h (x, y) = h (0, x + y) - h (0, - x) + G' Re x + G" 1m x.

Funkcija h treba da zadovoljava jednacinu (3.47). Zamenom
u (3.47), dobijamo

k

(

m+n-l

)

m+n+k

(

k-l

)i~
h 0,

j~
ti+j +

i~~l
h 0, - j~O tm+n+i+j

h iz (3.67)

(3.68)

k+l

(
m-t

)
m+n+k

(

m-I

)- L h 0, - L ti+j - L h 0, L tm+n+i+j = O.
i~1 j=O i=n+k+1 j-O

Ako u (3.68) stavimo tl = x, tnH = y, tj = 0 U=;i:1, n + k), jednacina (3.68)
postaje

h (0, x + y) = h (0, x) + h (0, y),
odakle sleduje

h (0, x) = G3 Re x -+G4 1m x.

Na osnovu poslednje jednakosti, jednakost (3.67) ima tacno oblik (3.59).

Dakle, u sva cetiri slucaja, funkcija h je odredena sa (3.59).

Po s proizvoljne kompleksne funkcije GI' Gz, G3, G4, oznaCimo redom
sa G1(s), Gz (s), G3 (s), G4(s). Na osnovu ovoga, jednakosti (3.59) i transfor-
macija (3.46), (3,44), (3.41), (3.40), sleduje tvrdenje teorema.

Teorema 13 ovim je dokazana.
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Teorema 14. Ako je m¥=n i m + n = k, opste neprekidno resenje frnkcionalne
jednaCine (3.39) odredeno je sa

( x+y+z ) ( x+y+z )f(x,y,z)=F x+y-k
k'

x+y+z -F -x-y+k
k'

x+y+zm+n+ m+n+

+ G1(x+ y+ z) Re (x-m x~ y+z
k)+ G2 (x+ y+ z) 1m (x-m

x+y+z
k)'m+n+ m+n+

gde su F, G1, G2 proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksne pro-
menljive.

Dokaz. Neka je m < n. Kao u dokazu prethodne teoreme moze se, na
osnovu (3.51) i (3.53), pokazati da funkcija h ima oblik odreden sa (3.56).
Ako ovako odredenu funkciju h zamenimo u (3.39), na osnovu (3.50), zaklju-
cujemo da je ona identicki zadovoljava ida, prema tome, funkcija h (0, x)
moze biti proizvoljna. S obzirom na (3.50), za h (0, x) mozemo da stavimo

h (0, x) = F(x) -F (-x),

gde je F proizvoljna neprekidna funkcija.
Na osnovu ovoga, jednakost (3.56) postaje

(3.69) h (x, y) =F(x +y)-F( -x-y) + G1 Rex+ G2 1m x.

Neka je sada n<m. Kako i U ovom slucaju vaie jednakosti (3.51) i (3.53),
funkcija h ima oblik odreden sa (3.56). Zamenom (3.56) u (3.47), dobijamo
da je jednacina (3.47) identicki zadovoljena, sto opet znaci da je h (0, x) pro-
izvoljna funkcija za koju vazi (3.50).

Na osnovu ovoga, dobijamo da funkcija h, i U ovom slucaju, ima oblik
odreden sa (3.69).

Ako stavimo da su G1, G2 respektivno G1 (s), G2 (s), inace proizvoljne
neprekidne kompleksne funkcije, na osnovu (3.46), (3.44), (3.41) i {3.40),
sleduje tvrdenje teoreme.

Teorema 15. Ako je m <n = k, funkcionalna jednaCina (3.39) ima opste nepre-
kidno resenje odredeno sa

f(x,y,Z)=F (x+y-(m+n) x+y+:, x+y+Z )-F (-y+n x+y+:, x+y+z )m+n+ m+n+

+ G1
(x+ y + z) Re (y-n

x+y+: )+ G2 (x+ y + z) 1m (y-n
x+y+: ),

m+n+ m+n+

gde su F, G1, G2 proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksnih pro-
menljivih.

Dokaz. Na osnovu (3.51) i (3.54), kao i u dokazu teoreme 13, zaklju-
cujemo da vazi (3.60), odnosno (3.61). Kako je n= k, ako (3.61) zamenimo
u (3.47), dobijamo identitet. To znaci da se za h (x, 0) moze uzeti proizvoljna
funkcija, naravno neprekidna.

Na osnovu ovoga, za funkciju h (x, y) dobijamo

(3.70) h (x,y) = F(x+ y)-F( -y) + G1Rey+ G2Imy.
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Iz (3.70), na osnovu transformacija (3.46), (3.44), (3.41) kao i (3.4U),
stavljajuCi da su G, i Gz proizvoljne neprekidne funkcije po s, dobijamo da
funkcija f ima oblik naveden u teoremi 15. Ovim je dokaz zavrsen.

Teorema 16. Ako je n<m = k, opste neprekidno re§enje funkcionalne jedna-
Cine (3.39) je

( x+y+z ) ( x+y+z )f(x,y,z)=F x+y-(m+n) k'x+y+z -F ~x+m --
k'

x+y+zm+n+ m+n+

( x+y+Z ) ( x+y+Z )+G,(x+y+z) Re x-m--
k +Gz(x+y+z) 1m x-m-~

k 'm+n+ m+n+

gde su F, Gl' Gz proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksnih
promenljivih.

Dokaz. Na osnovu (3.53), (3,54), (3.66), dobijamo da funkcija h zadovo-
Ijava jednaCinu (3.67).

Ako funkciju h, odredenu sa (3.67), zamenimo u (3.47), jednacina (3.47)
postaje identitet, sto znaci da h (0, x) mozemo da zamenimo proizvoljnom
neprekidnom funkcijom F(x).

Na osnovu ovoga, jednakost (3.67) ima oblik

(3.71) h (x,y)= F(x+ y)-F( -x) + G, Re x+ G, 1m x.

Prema transformacijama (3.46), (3.44), (3.41), (3.40), iz jednaCine (3.71),
stavljajuCi da je G1= G, (s) i Gz= Gz (s), sleduje da funkcija f ima oblik na-
veden u teoremi.

Dokaz teoreme 16 je ovim zavrsen.

Teorema 17. Ako je m=n<k i 2m=ftk, opste neprekidno resenje jednaCine (3.39)
odredeno je sa

f(X,y,Z)=F (x-m x+y+~, x+y+Z )-F (y-n x+y+~, x+y+z )m+n+ m+n+

+G,(x+y+z)Re (x-m x+Y+~ )+Gz(X+y+Z)lm (x-m x+Y+~ ),
m+n+ m+n+

gde su F, G" Gz proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksnih pro-
menljivih.

Dokaz. Neka je 2m<k. Na osnovu (3.55), jedno za drugim mozemo pisati

h (x,y) + h (y, 0) + h (0, -x-y) + h (-x-y, x) = 0,

h (-x-y, x) + h (x, 0) + h (O,y) + hey, -x- y)= 0,

h (y, -x-y) + h (-x-y, 0) +h (0, x) + h (x, y)= o.

Ako iz ove tri jednakosti eleminisemo h (- x - y, x) i h (y, -x- y),
dobijamo

2 h (x,y)= -h (-x-y, O)-h (0, -x-y) +h (x, O)-h (0, x) + h (0, y)-h (y, 0).
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ZamenjujuCi ovu vrednost za h u jednacinu (3.47), dobijamo

(3.72)

Ako u (3.72) stavimo t[=x, tm+n=Y, tj=O U#I, m+n), jednaCina
(3.72) postaje

(3.73) h(x+ y, 0) + h(O, x+ y) + (k--l) (h (y, 0) + h (O,y»

+ h (-x, or+ h (0, -x) +k(h( -y, 0) + h (0, -y» = o.

Za y = 0, iz (3.73) dobijamo

h(-x,O)+h(O, -x)+h(x,O)+h(O,x)=O,(3.74)

pa jednacina (3.73) ima oblik

h (x + y, 0) + h (0, x + y) = h (x, 0) + h (0, x) + h (y, 0) + h (0, y).

Odavde sleduje

h (x, 0) + h (0, x) = G[ Re x + G[ 1m x.

Na osnovu ovoga, dobijamo da je funkcija h (x, y) odredena sa

h (x, y) = h (x, 0) + h (0, y),
ili

(3.75) h (x, y) =F(x)-F(y) + G[ Rex+ Gz 1m y,

gde smo stavili F (x) = - h (0, x).
Neka je sada 2m>k. Ako u (3.72) stavimo t1=x, tk=Y' tj=O zaj# 1, k,

jednaCina (3.72) postaje

(3.76) h (x, 0) + h (0, x) + (m + n) (h (y, 0) + h (0, y»

+h( -x-y, 0) +h (0, x--y) +(m +n-l)(h( -y,O) +h(O,-y» =0,

odakle, za y = 0, dobijamo (3.74), pa jednacina (3.76) ima oblik

h (x + y, 0) + h (0, x + y) = h (x, 0) + h (0, x) + h (y, 0) + h (0, y).

Odavde neposredno sleduje da funkcija h ima oblik (3.75).
Prema tome, na osnovu (3.75), (3.46), (3.44), (3.41), (3.40), zakljucu-

jemo da je funkcija f oblika navedenog u teoremi.

Teorema 17 ovim je dokazana.

Teorema 18. Ako je 2m = 2n = k, opste resenje funkcionalne jednacine (3.39)
dato je sa

f(x,y, z)= F(x,y+ z)-F(y, z+x) + G (x+ y, z)-G (z, x+ y),

gde su FiG proizvoljne kompleksne funkcije kompleksnih promenljivih.

3
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Dokaz. Iz jednacine
duje jednakost

(3.72), koja vazi i u ovom slucaju, neposredno sle-

h (x, 0) + h (0, x) + h (-x, 0) + h (0, -x) = 0,

tj. moze se staviti
(3.77) hex, 0) + h CO,x)= 2G (x)-2G (-x),

gde je G proizvoljna funkcija.

Kaho iz (3.55) sleduje

2h(x,y) = -he -x-y, O)-h(O, -x-y) + hex, O)-h(O, x) + h{O,y)-h{y, 0),

na osnovu (3.77) imamo

(3.78) h (x, y) = F{x)-F{y) + G (x+ y)-G (-x-y),

gde smo uveli oznaku
2F{x) =h(x, O)-h{O, x).

Iz jednakosti (3.78), (3.46), (3.44), (3.41), (3.40) sleduje tvrdenje teoreme.

Ovim je teorema 18 dokazana.

Teorema 19. Ako je m = n = k, opste resenje funkcionalne jednacine (3.39) je

f{x,y, z)=F{x,y, z)-F{y, z, x),

gde je F proizvoljna funkcija.

Dokaz. Ako u jednacinu (3.47) stavimo t1=x, tm+l=Y' tj=O Ui=I,m+l),
jednacina (3.47) postaje (3.55), tj.

h(x,y)+h{y, -x-y)+h{-x-y,x)=O.

Opste resenje ove funkcionalne jednacine je (videti [4])

(3.79) h (x,y) =F(x,y)-F{y, -x-y),

gde je F proizvoljna kompleksna funkcija kompleksnih promenljivih.
Na osnovu (3.79), (3.46), (3.44), (3.41), (3.40), zakljucujemo da je funk-

cija f odredena oblikom lzrafenim u teoremi.

Ovim je i dokaz teoreme 19 zavrsen.

3.1.6. Funkcionalna jednacina (3.7)

U prethodnom paragrafu resena je jednacina (3.7) u slucaju a = 1. Ovde
cemo odrediti opste resenje funkcionalne jednacine (3.7) i u slueaju am+n+k::ftL
Kada je am+n+k= 1, nismo uspeli da resimo navedenu jednacinu.

Aho stavimo

(3.80)
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ili

Ova transformacija jednacine (3.7) je mogrcna, jer je, po pretpostavci
am+n+k-=I-1. Iz istog razloga, mogucno je uvesti nove promenljive Yi pomocu
relacija

m+n+k-\

Yi= ~ ajxm-\+i-j
j~O

pa prethodna jednaCina postaje

(i=1,2, ..., m+n+k),

(3.81 )
m+n+k

L g (Yi, YHn, YHn+k) = O.
i~\

Lema

Vazi sledeCi rezultat.

1. 0 pste reSenje funk cionalne jednaCine (3.81) odredeno

1° g(x,y, z)=F(x)-F(z)+G(y)-G(z),

(m-=l-n-=l-k-=l-m, m-=l-n+k, n-=l-m+k, k=l=m+n);

2° g(x,y, z)=F(x)-F(y)+G(x, z)-G(z, x),
(m -=I-n -=I-k =1=m, m = n + k) ;

3° g (x, y, z) =F(z)-F(x) + G (x, y)-G (y, x),

(m-=l-n-=l-k-=l-m, n=m+k);

4° g (x, y, z) =F(x)-F(y) + G (y, z)-G (z, y),

(m-=l-n-=l-k-=l-m, k=m+n);

5° g(x,y,z)=F(x,y)-F(y,z),

(m-=l-n=k, m-=l-n+k);

6° g (x, y, z) =F(x, y)-F(y, z) + G (z, x)-G (x, z),

(m -=I-n =k, m =n+k);

7° g(x,y,z)=F(x,y)-F(z,x),

(m=n -=I-k, k -=I-m+n);

8° g (x, y, z) = F(x, y)-F(z, x) + G (y, z)-G (z, y),

(m=n-=l-k, k=m+n);

je pomocu

3.
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9° g(x,y,z)=F(y,z)-F(z,x),

(m=ki=n, ni=k+m);

10° g(x, y, z) = F(x, y)-F(y, x) + G (y, z)-G (z, x),

(m=k=l=n, n=k+m);

11° g(x, y, z) =F(x, y, z)-F(y, z, x),

(m=n=k).

Funkcije FiG su proizvoljne kompleksne funkcije

Dokaz. S obzirom. da su dokazi za pojedine slucajeve slicni ili potpuno isti,
dokaz leme cemo izvesti samo u nekim slucajevima, napr. 3° i 8°.

Slucaj 3°. Ako u (3.81) stavimo da su sem Xi, Xi+n, Xi+n+k, sve druge
promenljive jednake nekoj konstanti, dobijamo da je

g (Xi' Xi+n, Xi+nU) = F(Xi+nH) + H(Xi, XHn),
tj.

(3.82) g(X,y, z)=F(z)+H(x,y).

Na osnovu ovoga, jednacina (3.81) postaje

m+n+k m+n+k

2: F(Xi)+ 2: H(Xi,XHn)=O.
i~l i~l

Ako ovde stavimo X,=O (r=l=i, i+n), dobijamo

F(Xi) + F(Xi+n) + H (Xi' Xi+n) + H (XHn, Xi) = 0,

odakle je
H(x, y) = G (X, y)-G (y, x)-F(x).

lednakost (3.82) sada postaje

g (x, y, z) = F(z)-F(x) + G (x, y)-G (y, X).

SIucaj 8°. Ako u (3.81) stavimo x, = 0 (ri= i, i+n, i+n+k),
cina (3.81) postaje

g (Xi, XHn, Xi+n+k) =F(Xi' Xi+n) + Ft (Xi+n, Xi+n+k) + F2 (XHn+k, Xi),

jedna-

tj.
g (X, y, z) = F (X, y) + Ft (y, Z)+ F2 (Z, X),

gde su F, F1, F2 proizvoljne kompleksne funkcije.

Zamenjujuci dobijenu vrednost za g u (3.81), dobijamo

(3.83)
m+n+k m+n+k m+n+k

2: F(Xi,Xl+n)+ 2: Ft(Xi,Xi+n)+ 2: F2(Xi, Xi+n) =0.
i~l i~l i~l

Za x, = 0 (r i=i, i + k), odavde dobijamo

F2 (Xi' Xi+k) + F2 (Xi+k, Xi) + H(Xi) +H(XiH) =0,

gde je H proizvoljna funkcija.
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Iz ove jednacine sleduje da funkcija F2 ima oblik

(3.84) F2 (x, y) = G (x, y)-G(y, x)-H(x),

gde je G proizvoljna funkcija.

Ako (3.84) zamenimo u (3.83), jednaCina (3.83) postaje

(3.85)
m+n+k
L (F(Xi' Xi+n) + FI (Xi> Xi+n) + H(Xi») = o.i~l

Iz poslednje jednaCine, za Xr = 0 (r =1=i, i + n), dobijamo

FI (x, y) = -F(x, y)-2H(x)-2H(y).
m+n+k

ZamenjujuCi dobijenu vrednost za FI u (3.85), imamo da je L
i~l

tj. H (x) = 0, pa je, na osnovu svega, funkcija g odredena sa

g (x, y, z) = F(x, y)-F(z, x) + G (y, z)-G (z, y),

H (Xi) = 0,

sto je trebalo dokazati.

Kao sto je ranije napomenuto, slicno se dokazuje lema i za ostale slucajeve.

Na osnovu dokazane Ierne i transformacije (3.80), sleduju redom sledece
teoreme.

Teorema 20. Aka je am-in+k =1=I, m =1=n =1=k =1=m, m =1=n + k,
k =1=m + n, opste reienje funkcionalne jednaCine (3.7) je

f(x, y, z) = F(x+ ak+my + amz)--F(z + an+kX + ak y)

+ G(y+am+n z+ anx)-G (z+ an+kx+ak y),

gde su FiG proizvaljne kampleksne funkcije.

Teorema 21. Aka je am+n+k=l=I, m=l=n=l=k=l=m,m=n+k, funkcionalna jedna-
cina (3.7) ima opste refenje

n =1=m + k,

f(x, y, z)=F(x+ak+my+amz)-F(y+am+nz+anx)

+ G (x + ak+my + amz, z+an+k x +ak y)

-G(z+an+kx+aky, x+ak+ny+amz).

gde su FiG proizvaljne kompleksne funkcije.

Teorema 22. Ako je am+n+k=1=1, m =1=n =1=k =1=m, n = m + k, apste resenje funkci-
onalne jednaCine (3.7) je

+ G (x+ak+m y+am z, y+am+n z+an x)

-G (y + am+nz+an x, x+ak+m y+ amz),

gde su FiG praizvoljne kompleksne funkcije kompleksnih promenljivih.
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Teorema 23. Ako je am+n+k -=ft 1, m -=ftn -=ftk -=ftm, k = m + n, funkcionalna jed-
naCina (3.7) ima opste resenje

f (x, y, z) =F(x+ ak+m y+ amz)-F (y+ am+nz+ anx)

+ G (y + am+nz + anx, z + an+kX + ak y)

-G (z + an+kx+ak y, y + am+nz+ anx),

gde su FiG proizvoljne kompleksne funkcije.

Teorema 24. Ako je am+nH-=ftl, m-=ftn=k, m-=ftn+k, opste re§enje funkcionalne
jednaCine (3.7) je

f(x, y, z)=F(x+ak+my+amz, y+am+nz+anx)

-F(y+am+nz+anx, x+ak+my+amz),

gde je F proizvoljna kompleksna funkcIja.

Teorema 25. Ako je am+n-tk-=ftl, m-=ftn=k,
resenje odredeno sa

f(x, y, z)=F(x+ak+my+amz, y+am+nz+anx)

-F(y+am+nz+anx, z+anHx+aky)

+ G (z +an+k x+ak y, x+ak+m y+am z)
-G(x+ak+my+amz, z+anHx+aky),

m=2n, jednaCina (3.7) ima opste

gde su FiG proizvoljne kompleksne funkcije.

Teorema 26. Ako je am+nH-=ft1, m = n -=ftk, k -=ftm + n,
(3.7) ima opste resenje

f (x, y, z) =F(x+ak+m y +am z, y +am+n z+an x)

-F (z + anH x + ak y, x + ak+my + amz),

funkcionalna jednaCina

gde je F proizvoljna kompleksna funkcija.

Teorema 27. Ako je am-t-nH-=ftl, m=n-=ftk,
(3.7) ima opste resenje

f(x, y, z)=F(x+ak+my+amz, y+am+nz+anx)

-F(z+anH x+ak y, x+ak+m y+am z)

+ G (y + am+nz + anx, z + an+kX + aky)

k = m + n, funkcionalna jednaCina

-G (z+an+k x + ak y, y + am+nz + anx),

gde Su FiG proizvoljne kompleksne funkcije.

Teorema 28. Ako je am+nH-=ft1, m == k -=ftn, n -=ftm + k,
(3.7) ima opste resenje odredeno sa

funkcionalna jednaCina

f (x, y, z) =F(y +am+n z+ an x, z+ anH x+ak y)

-F (z +an+k x + ak y, X + ak+my + amz),

F proizvoljna kompleksna funkcija.gde je
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Teorema 29. Ako je am+n+k*I, m=k*n, n=m+k, funkcionalna
(3.7) ima opste rdenje

f(x, y, z)=F(x+ak+my+amz, y+am+nz+anx)

-F(y+am+nz+anx, x+ak+my+amz)

+G(y+am+nz+anx, z+an+kx+aky)

-G (z+an+k x+ak y, x+ak+m y+am z),

gde su FiG proizvoljne kompleksne funkcije.

jednacina

Teorema 30. Ako je am+n+k* 1, m = n = k, opste
(3.7) je dato sa

f(x, y, z)=F(x+ak+my+amz,

-F(y+am+n z+an x,

resenje funkcionalne jednacine

y +am+n z+ anx, z+an+k x+ak y)

z+an+kx+aky, x+ak+my+amz),

gde je F proizvoljna kompleksna funkcija kompleksnih promenljivih.

3.1.7. Funkcionalna jednacina (3.8)

Za funkcionalnu jednacinu (3.8) odredicemo opste resenje sarno u slucaju
am+n+k* 1. Ostali slucajevi ostaju otvoreni.

Pre svega transformisacemo jednacinu (3.8).
Ako stavimo

(3.86) fi(X, y, Z)=gi(x+ak+my+amz, y+am+nz+anx, z+an+kx+aky),

jednacina (3.8) postaje

m+n+k

{

m-I n-I k-I

" g . ~'am-l-j x. . + "
am+n+k-l-j x .. + " am+k-I-jx ..

L... . L.., .+; L.., m+.+; L.., m+n+.+;'
i~1 j~O j~O j=O

n-I k-! m-l

L an-l-j Xm+i+j + L am+n+k-l-j xm+n+i+j + L am+n-l-j x.+j,
j~O j~O j~O

k-! m-! n-l

}'" ak-l-j x . .+ "am+n+k-l-j x . .+ " an+k-l-j x . _
0m+n+.+; L.., .+; L.., m+i+; - ,

j=O j=O j=O
tj.

(3.87)

S obzirom da je am+n+k*
1, ova transformacija jednacine (3.7) je mo-

gucna.
Kako su linearne forme

m+n+k-!

L aj
Xm-l+i-j

j=O
(i = 1, 2, ..., m + n + k)
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linearno nezavisne, mogucno je uvesti nove promenljive Yi odredene navedenim
re1acijama.

Na osnovu ovoga, jednacina (3.87) dobija oblik

(3.88)
m+n+k

2: gi (Yi, Yi+n, Yi+nH) = O.
i~1

Za jednacinu (3.88) vazi sledeca lema.

Lema 2. Opste resenje funkcionalne jednaCine (3.88) odredeno je jednakostima:

1° gi (x, Y, z) = Fi(x)-Fi+nH (z) + Gi (y)-Gi+dz)-C1.;,

ako je m=ftn=ftk=ftm, m=ftn+k, n=ftm+k, k=ftm+n;

m+n+k

2: C1.i=O,
i~1

2° gi (x, Y, z) = Fi (y) - Fi+k (z) + Gi (x, z) (i=1,2, ..., m),

(i=m+l,m+2, ..., 2m),
m

L C1.i=O,
i~1

ako je m=ftn=ftk=ftm, m=ftn+k;

3° gi (x, Y, z)= Fi (z)- Fi+m (x) + Gi (x, y) (i=1,2, ..., n),

gi (x, Y, z) = Fi (Z)-Fi+m (x)- Gi+n (y, x) -C1.i+n

(i=n+l,n+2, ..., 2n),

ako je m#n#k=ftm, n=m+k;

n

2: C1.=0,
i~1

(i = 1, 2, ..., k),

gi (x, y, z) = Fi (x)-Fi+n (y)-Gi+k (z, Y)-C1.i+k

(i=k+l,k+2, ..., 2k),

ako je m#n#k=ftm, k=m+n;

n

2: C1.i=O,
i=1

(i= 1,2, ..., m+nk),
m+n+k

2: C1.j=O,
i+1

ako je m#n=k, mi=n+k;

6° gi (x, Y, z) = Fi (x, y) - Fi+n (y, z) + Gi (z, x)

gi (x, Y, z) = Fi (x, y) - Fi+n (y, z) - Gi+m(x, z)

(i=m+lm+2, ..., 2m),

ako je mi=n=k, m=n+k;

(i=1,2, ..., m),
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~-- -- ---

7° gj (x, y, z) = F, (x, y) - Fi+n+k (z, x) + (1.i

(i= 1, 2, ..., m+n+k),

ako ja m =w/ck, kicm + n;

(1.;=0,

8° gj (x, y, z) = Fi (x, y) -FHn+k (z, x) -+ Gi (y, z) + (1.i

gj (x, y, z) = Fj (x, y)-Fj+nH (z, X)-G;'k (z, y)

(i = 1, 2, ..., k),

(i = k + 1, k + 2, ..., 2 k) ,

k

" (1..= 0, ,
j=1

ako je m=w=j=.k, k=l=m+n;

9° gj (x, y, z) _c Fi (x, y) - Fi+m+n (z, y) + (1.j

(i=1,2, .., m+n+k),
m+n+k

L (1.j=O,
j~1

ako je m = kicn, n=l=m+ k;

10° gj (x, y, z) = Fj (y, z) - Fj+k (z, x) + Gj (x, y) + (1.j

gi (x, y, z) = Fj (y, z)~Fi",-k (z, x) ~Gj+n (y, x)

(i = 1, 2, ..., n),

(i = n + 1, n + 2, ..., 2n),

ako je m=kicn, n=m+k;

n

L (1.j=O,
j~1

110 gj (x, y, z)
= F;(x, y, z) (i=1,2, ..., 2m),

gj (x, y, z) = ~Fi (y, Z, x)- Fj+2n1(z, x, y)

(i=2m+l,2m+2, ..., 3m)

ako je m=n=k:

U svim slueajevima funkcije Fj i Gj su proizvoljne kompleksne funkcije
kompleksnih promenIjivih za koje je FHm-l-n+k = Fi, G'+m+n+k = Gi.

Konstante (1.i su proizvoljne kompleksne konstante za koje je takode
(1.j+m+n+k = (1.i'

Dokaz. Tvrdenja Ierne Za pojedine slueajeve dokazuju se na dosta sliean
naCin. Stoga ce biti dovoljno da, primera radi, dokazemo Iemu za sarno
neke slueajeve.

Slueaj 4°. Ako u (3.88) stavimo da su sem promenljivih Yi, Yi+n, YHnH,
sve druge promenljive jednake nekoj konstanti, dobijamo da mora biti

tj.

(3-.89) gi (x, Y, z) = Fj (x) + Hi (y, z),

gde su Fj, Gj (i = 1, 2,. . . , m + n + k; Fi+m+n+k= Fi, Gj+m+nH = Gj) proizvoljne
kompleksne funkcije.
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Na osnovu (3.89), jednaCina (3.88) postaje
m+n+k

2: Hi (YHn, YHnH) = 0,
i~l

tj.
m+n+k m+n+k

2: FHn (YHn) + 2: Hi (Yib, YHnH) = O.
i~l i~l

(3.90)

Ako stavimo Y, = 0 (r =1= i + n, i + n + k), prethodna jednacina postaje

FHn (YHn) + Fi+nH (Yi+nH) + Hi (YHn, YHnH)

+ Hi+k (YHnH' YHn) + lXiH = 0,

gdc SU lXiproizvoljne konstante.

Iz (3.90) dobijamo

Hi (y, Z) = -HHn (Z,y)-Fi+n (y)-FHnH(Z)-IXi+kr
pa jednaCina (3.89) dobija oblik

gi (x, Y, z) = Fi (x) + Hi (y, z) (i = 1, 2, . . . , k),

gi (x, Y, z) = Fi(x) - HiH (z, y) - Fi+n (y) - FHnH (z) -lXiH
(i = k + 1, k + 2, . . . , 2 k)

k

pri cemu je 2: lXi= O.
i~1

Ako uvedemo nove funkcije Gi pomocu

Gi (y, z) = Hi (y, z) + Fi+n (y),

prethodne jednakosti dobijaju oblik

gi (x, Y, z) = Fi (x) - FHn (y) + Gi (y, z)

gi (x, Y, z) = Fi (x)-Fi+n (y)-Gi+k (z, Y)-IXHk
k

gde je L lXi=O.
i~1

Ovim je dokazana lema za slucaj 4°.

Slucaj 5°. Za Yj=O U=I=i, i+n, i+n+k), iz jednaCine (3.88) dobijamo

(i = 1, 2,..., k),

(i = k + 1, k + 2, . . . , 2 k),

tj.

(3.91 ) gi (x, Y, z) = Hi (x, y) + Gi (y, z),

gde su Hi i Gi proizvoljne kompleksne funkcije.
Na osnovu (3.91), funkcionalna jednaCina (3.88) postaje,

m+n+k m+n+k

2: Hi (Yi, Y'+n) + 2: Gi (YHn, YHnH) = 0,
i=1 i=1

tj.

(3.92)
m+n+k

2: Gi+m+n(Yi, YHn) = O.
i~1
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Ako u (3.92) stavimo Yr = 0 (r=/=- i, i + n), jednacina (3.92) dobija oblik

(3.93)

gde su A i B proizvoljne kompleksne funkcije.
Na osnovu (3.93), jednaCina (3.92) postaje

m+n+k m+n+k

2: Ai(Yi) - 2: Bi (y;) = 0,
i~l i~l

odakle dobijamo

Bi (Yi) = Ai (y;) + ~;,
m+n+k

2: ~i=O.
i~l

lednakost (3.93), prema tome, ima oblik

Hi (y;, Yi+n) + Gi+m+k (y" Yi+n) + Ai (Yi)- Aifn (Yi+n) - ~i+n = O.

Na osnovu ovoga i (3.91), dobijamo

gi (x, Y, z) = H;(x, y) -Hi+n (y, z) + Ai+n (x)- Ai+2n (y) + ~i+2n'
tj.

gi (x, Y, z) = Fi (x, y) -Fi+n (y, z) + lXi,
m+n+k

2: IXi=O,
i~l

gde smo stavili

Fi (x, y) = Hi (x, y) + Ai+n (x),

Ovim je dokazana lema i za slucaj 5°.
Kao 8tO smo ranije naveli, slicno se dokazuje lema i za sve druge

slucajeve.
Na osnovu Ierne 2 i transformacije (3.86), sleduju redom sledece teoreme

koje se odnose na jednacinu (3.8).

Teorema 31. Ako je am+n+k=/=-l, m=/=-n=/=-k=/=-m, m=/=-n+ k, n=/=-m+ k i k=/=-m+ n,
opste resenje funkcionalne jednaCine (3.8) je

fi (x, Y, z) = Fi (x + ak+mY + amz)-Fi+nH (z + an+kX + aky)

+ Gi(y +am+n z+ an X)-Gi+k (z+an+k X + ak Y)-IXi,

gde su Fi i Gi (i = 1, 2, . . . , m + n + k) proizvoljne kompleksne funkcije i IXi
m+n+k

proizvoljne kompleksne konstante za koje je 2: IXi= o.
i~l

Teorema 32. Ako je am+n+k =/=-1, m =/=-n =/=-k =/=-m, m = n + k,
cionalne jednaCine (3.8) je dato sa

fi (x, Y, z) = Fj(Y + am+n z+ an x) -Fi+dz + an+k X + ak y)

opste resenje funk-

+ Gi (x + ak+m Y + am z, z + an+k X + ak y) (i = I, 2, ..., m),

.Ii (x, Y, z) = Fi (y + am+n z + an x)-FjH (z + an+k X + ak y)

-Gi+m (z + an+k X + ak Y, X + ak+m Y + am Z)-IXi+m

(i=m+l, m+2, ..., 2m),
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gde su Fi i Gi proizvoljne kompleksne funkcije kompleksnih
m

proizvoljne kompleksne konstante za koje je 2: IXi= O.
i~1

promeeljivih i IXi

Teorema 33. Ako je am+n+k =I1, m =In =Ik =Im, n = m + k,
cionalne jednaCine (3.8) je

fi(x, y, z) = Fi(z + an+kx + aky)-Fi+m (x +ak+m y +am z)

opste rdenje funk-

(i = 1, 2, ..., n),

fi (x, y, z) = Fi(z + an+k x -i-ak y)-Fi+m (x + ak+m y + am z)

- Gi+n (y + am+n z + an x, x + ak+m y + am z) -IXi-f-n

(i=n+1,n+2, ..., 2n),

gde su Fi i Gi proizvoljne kompleksne funkcije kompleksnih promenljivih i IXi
n

proizvoljne kompleksne konstante za koje je 2: IXi= O.
i~1

Teorema 34. Ako je am+n1k=ll, m=l=n=l=ki=m, k=m+n, opste rdenje funkcio-
nalne jednaCine (3.8) je

fi (x, y, z) = F,(x + ak +my i am z) - Fi h (y + am + n Z + an x)

+Gi(y+am+nz+anx, z+an+kx+aky) (i = 1, 2, ..., k) ,

fi (x, y, z) = Fi (x + ak+m y +am z)-Fi+n (y + am+n Z + an x)

-Gi+k (z + an+k X + ak y, y +am+n z+an X)-IXHk

gde su Fi i Gi proizvoljne kompleksne
konstante ciji je zbir jednak nuli.

Teorema 35. Ako je am+n+k=ll, m=ln=k, m=ln+k,
jednaCine (3.8) je

fi(x, y, z) = Fi(x+ak+m y +am z, y + am+nZ+ anx)

(i=k+1, k+2, ..., 2k),

funkcije, a IXi proizvoljne kompleksne

opste resenje funkcionalne

-Fi+n(y+am+nz+anx, z+an+kx+akY)+IXi

gde su Fi proizvoljne kompleksne funkcije i IXi
m+n+k

za koje je 2: IXi= 0 ,
i~1

(i= 1, 2, ..., m+n+k),

proizvoljne kompleksne konstante

Teorema 36. Ako je am+n+k=l1, m=ln=k, m=n+k, opste reSenje funkcionalne
jednaCine (3.8) odredeno je sa

Ii (x, y, z) = Fi (x + ak+my + amz, y + am+nZ+ an x)

- Fi+n (y + am+n z + an x, z + an+k X + ak y)

+ Gi(z+ an+k x+ak y, x+ ak+m y +am z) (i = 1, 2, ..., m),
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Ji(x, y, z) =Fi (x+ ak+my+ amz, y+ am+nz+an x)

-Fi+n (y + am+nz + an x, z + an+kX + ak y)

-Gi+m(x+ak+my+amz, z+an+kx+aky)

(i=m+l, m+2, ..., 2m),

gde su Fi i Gi proizvoljne kompleksne funkcije kompleksnih promenljivih.

Teorema 37. Ako je am+n+k:,iol, m=n:,iok, k:,iom+n, opste resenje funkcionalne
jednaCine (3.8) je

Ji (x, y, z) = Fi (x + ak+my + amz, y + am+nz + anx)

-Fi+n+k (z + an+kX + ak y, X + ak+my + amz) + (Xi

(i = 1, 2, ..., m+n+k),

gde su Fi proizvoljne kompleksne funkcije i (Xi
m+n+k

za koje je 2: (Xi= 0 .
i~l

proizvoljne kompleksne konstante

Teorema 38. Ako je am+n+k:,io1, m = n:,iok, k = m + n, opste resenje funkcionalne
jednaCine (3.8) je

Ji (x, y, z) = Fi (x + ak+my + amz, y + am-t-nz + an x)

-Fi+n+k (z + an+kX + ak y, X + ak+my + amz)

+ Gi (y+am+n z+ anx, z+an+k x+ak y) + (Xi

f, (x, y, z) =Fi (x+ ak+my+ amz, y+ am+nZ + an x)

(i = 1, 2, . . . , k),

-Fi+n+k (z + an+k X + ak y, X + ak+m y + am z)

-Gi+k (z + an+k x+ak y, y + am+n z+an x)

(i=k+l, k+2, ..., 2k),

gde su Fi i Gi proizvoljne kompleksne funkc[je kompleksnih promenljivih, a (Xi
proizvoljne kompleksne konstante ciji je zbir jednak nuli.

Teorema 39. Ako je am+n+k::pl, m=k-=f=.n, n-=f=.m+k, opste resenje funkcionalne
jednaCine (3.8) je

Ji (x, y, z) = F, (x+ ak+my + amz, y + am+nz +an x)

-Fi+m+n (z +an+k x+ak y, y +am+n z+an x) + (Xi

(i= I, 2, ..., m+n+k),

gde su Fi proizvoljne kompleksne funkcije a (Xi proizvoljne kompleksne kon-
stante Ciji je zbir jednak nuli.

Teorema 40. Ako je am-t-n+k-=f=.I,m = k:,ion, n = m + k, opste resenje funkcionalne
jednacine (3.8) odredeno je sa

fi(X, y, z)= Fi(y+ am+n z+an x, z+an-t-k x+ ak y)

-Fi+k (z+ an+k x+ ak y, x+ ak+m y + am z)

+ G1(x +ak+m y +amz, y + am+nz + an x) + (Xi (i = 1, 2, ..., n),
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fi (x, y, z) = Fi (y + am+n z +anx, z +an+k X + ak y)

-Fi+k (Z +an+k x+ ak y, X+ ak+my + amz)

-Gi+n (y +am+n z +an x, x+ ak+m y + amz)

(i=n+l,n+2, ..., 2n),

gde su Fi i Gi pvoizvoljne kompleksne funkcije promenljive i rJ.i proizvoljne kom-

pleksne konstante Ciji je zbir nula.

Teorema 41. Ako je amP+k* 1 i m = n = k, opste reSenje funkcionalne jednacine
(3.8) je

fi (x, y, z) = Fi (x + ak+m y + amz, y + am+n Z + anx, z + an+k x + ak y)

(i=1,2, ..., 2m),

(i=2m+l,2m+2, ..., 3m),

gde su Fi proizvoljne kompleksne funkcije.

3.1.8. Jedna primena na konveksne funkci.ie

Na medunarodnom Kolokvijumu za funkcionalne jednacine, koji je odrian
u Miskolcu (Madarska) u maju 1966. godine, prikazan je rad G. N. Sakovica
u kome su resene funkciona1ne jednaCine

f(x, y-z) + fey, z-x) + fez, x-y) = 0,

f1 (x, y- z) + f2 (y, z-x) + f3 (z, x- y) = O.

Ove jednacine su partikularni s1ucajevi jednacina (3.5), odnosno (3.6),
za m = 1, n = 2, a = - 1, sto se vidi ako se stavi

f (x, y)
=

g (x, - y), odnosno fi (x, y) = gi (x, - y).

Medutim, resenja ovih jednacina Sakovic je dobio nezavisno od nas.

Pored ovoga, Sakovic je u pomenutom radu dao jednu primenu ovih
jednacina u teoriji konveksnih funkcija na s1edeci naCin.

Za jednacinu

(3.94) f(x) g (y-x) + fey) g (z-x) + fez) g (x-y) = 0,

Sakovic je pokazao da ima opste merljivo resenje oblika

f(x) =Ax+B, g(x)= Cx,
i1i

f (x) = A sin rx + Bcos rx, g (x) = C sin rx,
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ili
f(x) =A shrx+Bchrx, g(x) = Csh rx,

Ova resenja jednacine (3.94) G. N. Sakovic je dobio svodeci je na jed-
naCinu
(3.95)
transf ormacijom

h (x, y-z) + h (y, z-x) + h (z, x-h) = 0,

f(x) g (y) = h (x, y).

Kako je (videti 3.1.3) opste resenje funkcionalne jednacine (3.95) odre-
deno sa

h (x, y) =F(x+ y)-F(x-y),
imamo

(3.96) f(x)g (y)=F(x, y)-F(x-y).

Odavde, na osnovu rezultata do koga je dosao R. Sato (videti [31]),
sleduje navedeno resenje jednacine (3.94).

I. E. Ovcarenko (videti [19]) dao je sledecu definiciju konveksnosti
funkcija:

Funkcija f(x) je konveksna u intervalu (a, b) u odnosu na funkciju
g(x), ako sa svako xE(a, b) postoji ax>o, takvo da za svako XI<X<X2 i
X2- Xl < ax vazi nejednakost

(3.97)

Ova definicija konveksnosti je, prema gore navedenom, prirodna ako i
sarno ako je

g (x) = Cx ili g (x) = C sin rx ili g (x) = C sh rx,

jer u ostalim slucajevima znak jednakosti u (3.97) ne moze da nastupi.
Do istog rezultata dosao je i sam Ovcarenko, ali pod pretpostavkom da

je funkcija g (x) dvaputa diferencijabilna.

3.2. JEDNA FUNKCIONALNA JEDNACINA BEZ PARAMETRA

3.2.1. Pretpostavke i objasnjenja

Pretpostavicemo da
10 Promenljive Xj (i = 1, 2, .. ., n) pripadaju skupu

C i xHn =Xj;
20 Funkcije it

kompleksnih brojeva

i fj (i = 2, 3, .. . , n-l) vrse preslikavanja

f1: CL~C i fi: C3-~C.

U ovom odeljku posmatracemo funkcionalnu jednacinu

f1 (Xl' j~ Xj) +
~~~

fi (Xj, Xj+l'
:l~ xJ) = 0 (n~4),

u kojoj nepoznate funkcije ne zavise od istog broja argumenata.

(3.1)
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3.2.2. Funkcionalna jednacina (3.1)

Pre nego sto odredimo opste resenje funkcionalne jednaCine (3.1), doka-
zacemo sledecu lemu.

Lema. Opste neprekidno resenje funkcionalne jednaCine

(3.2) f(x, y+ z+u)-f(x+ y, z+ u)-f(x+ z, y+u)+f (x+ y+z, u) =0

odredeno je sa

(3.3) f (x, y) = H3 (x + y) + HI (x + y) Re x + Hz (x + y) 1m x,

gde su HI' Hz, H3 proizvoljne neprekidne kompleksne funkcije kompleksne pro-
menljive.

Dokaz. Ako uvedemo novu funkciju pomocu

(3.4)

jednacina (3.2) postaje

(3.5) g(x, x+y+z+u)-g(x+y, x+y+z+u)

-g(x+z, x+y+z+u)+g(x+y+z, x+y+z+u)=O.

Za x = 0 i y + z + u = t, jednaCina (3.5) dobija oblik

g(x, y)=f(x, x-y),

g(y+z, t)-g(y, t)-g(z, t)+g(O, t)=O,
ili

(3.6)

gde smo uveli oznaku

h (y + z, t) = h (y, t) + h (z, t),

(3.7) h (x, t) = g (x, t)-g (0, t).

Dakle, funkcija h je aditivna po prvom argumentu, pa je opste nepre-
kidno resenje funkcionalne jednaCine (3.6) odredeno sa (videti: [1])

(3.8) h(x, y)=HI (y) Re x+Hz (y)lm x,

gde su HI i Hz proizvoljne neprekidne komp1eksne funkcije komp1eksne pro-
men1jive.

Na osnovu (3.8) i (3.7), za funkciju g dobijamo

(3.9) g (x, y) = H3 (y) + HJ (y) Re x + Hz (y) 1m x,

gde smo stavili g (0, y) = H3 (y).
Iz jednakosti (3.9) i (3.4) sleduje (3.3).
Ovim je lema dokazana.

Sada cemo dokazati dye teoreme koje se odnose na funkciona1nu jedna-
Cinu (3.1), za shlcaj n=4 i n=5.

Teorema 1. Funkcionalna jednacina

(3.10) fl (xl' Xz+ x3 + x4) + fz (xz, x3' x4 + XI) + f3 (X3' x4' XI + xz) = 0
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ima opste neprekidno reSenje dato sa

Iz (Xl' XZ' X3) = -11 (X3' Xl + Xz) + F (xz, X3+ Xl)'

13 (Xl' xZ' X3) = 1; (xz + X3' Xl) -1; (X3' Xl + xz)-F (Xl' Xz + X3)'
(3.11 )

gde je F proizvo!ina lunkcija sa vrednostima u C, a neprekidna lunkcija 11
zadovoljava lunkcionalnu jednaCinu (3.2).

Dokaz. Ako u (3.10) stavimo da je X4= 0, dobijamo

(3.12) Iz (xz, X3' Xl) = F (X3' Xl + Xz) -11 (Xl' Xz + X3)'

gde je F (Xl' Xz) = -13 (Xl' 0, Xz).

Za Xz = 0, funkcionalna jednaCina (3.10), na osnovu (3.12), postaje

(3.13) 13 (X3' X4' Xl) =1; (X4+Xl' X3)-/l ~Xl' X3+X4)-F(X3' X4+Xl)'

Iz jednakosti (3.12) i (3.13) sleduje (3.11).
ZamenjujuCi jednakosti (3.12) i (3.13) u (3.10), dobijamo da funkcija 11

treba da zadovoljava jednaCinu (3.2).
Prema tome, ovim je teorema dokazana.

Teorema 2. Opste neprekidno reSenje lunkcionalne jednaCine

1; (Xl' Xz + X3 + X4 + Xs) + Iz (xz, X3' X4+ Xs + Xl)

+/3 (X3' X4, xs+xl+xz)+/4(X4, xS' Xl+XZ+X3)=0

odredeno je pomocu jednakosti

(3.14)

Iz (Xl' Xz, X3) = -1; (X3' Xl + Xz) + Fl (xz, X3 + Xl)'

13 (Xl' XZ' X3) =/1 (xz + X3, x)-/l (X3' Xl + Xz)

-Fl (Xl' Xz + X3) + Fz(xz, X3 + Xl)'

14 (Xl' XZ' X3)=1; (Xz+ X3' Xl) - 1; (X3' Xl + Xz) - Fz (Xl' Xz + X3)'

gde su Fl i Fz proizvoljne lunkcije sa vrednostima u C, a lunkcija 11 predstavlja
opste neprekidno resenje jednaCine (3.2).

Dokaz. Ako u (3.14) stavimo X4= Xs = 0, dobijamo

(3.16) Iz (xz, X3' Xl) = -1; (Xl' Xz + X3)+ Fl (X3' Xl + Xz),

gde je

(3.15)

Fl (Xl' Xz) = -13 (Xl 0, Xz) -14 (0,0, Xl + Xz).

Za Xs = Xz = 0 funkcionalna jednaCina (3.14), na osnovu (3.16), postaje

13 (X3' X4, Xl) =11 (X4 + Xl' X3) - 1; (Xl' X3+ X4)

-Fl (X3' X4 + Xl) +Fz (X4' Xl + X3)'

sa oznakom Fz (Xl' Xz) = -14 (Xl' 0, Xz).
StavljajuCi XZ=X3=0 u (3.14), na osnovu (3.16) i (3.17), dobijamo

14 (X4' XS' Xl) =1; (xs + Xl' X4)-/l (Xl' X4 +xs)-Fz (X4' Xs +Xl)'

(3.17)

(3.18)

4
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Iz jednakosti (3.16), (3.17), (3,18) sleduje (3.15).
ZamenjujuCi funkcije fi (i=2, 3, 4), odredene sa (3.15), tj. sa (3.16),

(3.17), (3.18) u (3.14), dobijamo jednacinu

11 (Xl' Xl + X3 + X4 + Xs) -11 (X4 + Xs + XI' Xl + X3) + It (X4 + Xs + XI + Xl' X3)

-11 (xs + Xl + Xl' X3 + X4) -11 (Xl + Xl + X3' X4 + Xs) + It (xs + Xl + Xl + X3' X4) = o.

Za X, = 0 ova jednaCina postaje upravo jednacina (3.2).
Ovim je teorema dokazana.
Sada cemo odrediti opste resenje funkcionalne jednacine

caj n> 5.
(3.1) za slu-

Teorema 3. Opste neprekidno resenje lunkcionalne jednacine (3.1) za n>- 5 je

11 (Xl' Xl' X3) = -II (X3' Xl + Xl) + Fl (Xl' X3 + XI)'

Ik (Xl' Xl' X3) = 11 (Xl + X3, XI)- 11 (X3' XI + xl)-Fk-l (XI' Xl + X3)(3.19)

(k=3, 4,..., n-2),

gde sU Fi (i = 1, 2,..., n - 3) proizvoljne kompleksne lunkclje kompleksnih pro-
menljivih, a neprekidna lunkcija II zadovoljava lunkcionalnu jednaCinu (3.2).

Dokaz. Za n = 5 teorema je tacna na osnovu teoreme 2. Pretpostavimo
sada da je teorema tacna za neko fiksirano n (>- 5). Tada jednacina (3.1).
za n+ 1, ima oblik

(3.20)

Ako u (3.20) stavimo xn+l = 0, zakljucujemo da jednacina (3.20) ima oblik

(3.21)

gde je

(3.22)

Na osnovu induktivne pretpostavke, opste neprekidno resenje funkcionalne
jednacine (3.21) dato je sa (3.19), gde umesto In-I treba staviti gn-l'

Ako uvedemo novu funkciju

Fn-l (Xl' Xl) = -In (Xl' 0, Xl)'

resenja (3.19) i jednakosti (3.22), dolazimo do zakljucka da In-lna osnovu
ima oblik

(3.23) In-l (XI' Xl' X3) = II (Xl + X3' XI) -11 (X3' Xl + Xl)

-Fn-3 (XI' Xl + X3) + Fn-l (Xl' X3 + Xl)'
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ZamenjujuCi (3.23) i funkcije Ii (i = 1, 2,..., n - 2), odredene jedna-
kostima (3.19), u jednaCini (3.20), na osnovu pretpostavke da neprekidna
funkcija 11 zadovoljava jednacinu (3.2), dobijamo

In (xl' Xl' X3)= 11 (Xl + X3' Xl)- It (X3' Xl + xl)-Fn-l (Xl' Xl + X3)'

cime je teorema dokazana.

Ako u (3.1) stavimo 11 =f, 11=/3=' . . =In-l =g, funkcionalna jedna-
cina (3.1) postaje

(3.24) I(XI' j~ Xj)+~~
g (Xi,Xi+1' ~I: Xj)=O

Za jednacinu (3.24) dokazacemo sledecu teoremu.

Teorema 4. Opste rdenje lunkcionalne jednaCine (3.24) odredeno je sa

(n~4).

I (xl' Xl) = F )Xl -+Xl)'

1
g(Xl' Xl' X3) = -- F(XI + Xl -+X3),

n-2

gde je F proizvoljna lunkcija sa vrednostima u C.

(1 2 3... n - 1 n)Dokaz. Ako u (3.24) izvrsimo substituciju 1 3 4 n 2 '
dobijamo jednacinu

(3.25) I (xl,.i Xj) + nf g
(Xi, Xi+l'

~+f1 Xj )+ g (Xn, Xl' Xl + ~i1 Xj)= 0.
j~2 ,~3 j~I+2 j=3

Iz jednaCina (3.24) i (3.25) sleduje da funkcija g zadovoljava jednacinu

iIi, za i = 2, 3,..., n-l,

(3.26) g (Xi, XHl'
i~ Xj + i Xj ) =g (Xl' X3' Xl + i Xj ) 'j~l j=i+2 j~4

Na osnovu (3.26), funkcionalna jednacina (3.24) postaje

I(XI' j~
Xj)+(n-2)g (Xl'X3,Xl+j~ Xj)=O.

Ako u (3.27) stavimo Xl = X3=
°

i X4+ Xs+ . . . + Xn= s, dobijamo

(3.27)

(3.28) I (XI'S) = F (Xl + S),

gde smo stavili F(x, y) = -(n-2) g (0, 0, X-+ y).

Na osnovu (3.28), iz (3.27) sleduje

1g (Xl' X3' Xl) = -- F(XI +Xl + X3)'
n-2

Teorema je ovim dokazana.

4.



4. NEKI SISTEMI LlNEARNIH FUNKCIONALNIH JEDNACINA

4.1. SISTEMI PRVE VRSTE

4.1.1. Neke uvodne napomene

U ovoj glavi pretpostavicemo da:

1° S predstavlja neprazan skup;

2° Promenljive Xi (i = 1, 2, ..., 6) pripadaju skupu S, tj. XI E S;

3° M predstavlja aditivnu Abelovu grupu;

4° Funkcije fi(i=O, 1, 2) i gj(j= 1,2) vrse preslikavanja

li:Si+Z-+M i gj:SHz-+M.

Posmatracemo sledece sisteme jednacina:

Sistem E1:

(4.1) 10 (xl' Xz) + It XZ' X3' X4) + gl (xl' X3' X4)

+ Iz (X3' X4' XS' X6) + gz (xl' X3' XS' X6) = 0,

10 (xl' XZ)+ It (XZ, X3' X4) + gl (xl' X3' X4)(4.2)

(4.3)

Sistem EZ:

10 (Xl' XZ) + 11 (XZ, X3' X4) + gl (Xl' X3' X4)

+ Iz (X3' X4' XS' X6) + gz (Xl' X3' XS' X6) =0,

(4.4) 10 (Xl' XZ) + gl (XZ, X3, X4) + 11 (Xl' X3' X4)

+ Iz (X3' X4, XS' X6)+ gz (Xl' X3, XS' X6)= 0;

(4.5)

Sistem E3:

fo (xl' XZ)+ 11 (XZ, X3, X4)+ g1(Xl' X3' X4)

(4.6)

+ Iz (X3' X4, XS' X6)+gZ (Xl' X3' XS' X6) =0,

10 (Xl' XZ) + gl (XZ, X3' X4) + 11 (Xl' X3' X4)

52
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(4.7)

Sistem E4:

10 (XI' X2)+ J; (X2' X3, X4)+gl (XI' X3' X4)

(4.8)

+12 (X3' X4' XS' X6) +g2(XI' X3, XS' X6) =0,

10 (XI' X2) +J; (X2' X3' X4) +gl (XI' X3, X4)

+g2 (X3' X4, XS' X6)+ 12 (Xl' X3' XS' X6) =0,

(4.9) 10 (xl' X2) +gl (X2' X3' X4) +II (xl' X3' X4)

+12 (X3' X4' X;, X6) +g2 (Xl' X3' XS' X6) =0.

4.1.2: Sistem funkcionalnih jednacina E1

(4.10)

Za sistem [unkcionalnih jednacina EI dokazacemo sledeci rezuItat.

Teorema 1. Opste reSenje sistema lunkcionalnih jednaCina EI odredeno je sa

to (xl' X2)= FI (XI) -F2 (X2)'

II (xl' X2' X3) = F2 (XI) + GI (X2' X3)'

gl (xl' X2' X3) = -FI (XI) + G2 (xl' X3) - GI (X2' X3) + G2 (X2' X3) + 0(,

12 (Xl' X2' X3' X4) = - G2 (Xl' X2) + G3 (X3' X4),

g2 (Xl' X2' X3' X4) = -G2 (Xl' X2)-G3 (X3' X4)-0('

gde su
Fl' F2, G i (i = I, 2, 3) proizvoljne lunkcije sa vrednostima

proizvoljna konstanta iz M.

Dokaz. Ako u (4.1) stavimo x/=x? (i=3, 4, 5, 6), dobijamo

u M, a 0(

(4.11)

gde smo uveli oznake

FI (XI) = -gl (xl' x~, X~)-g2 (xl' x~, x~, x~),

F2(X2) =/1 (X2' x~, X~)+ 12 (xt xt X~, X~.

Na osnovu (4.11), stavljajuci u (4.1) x/=x~ (i=l, 5,6), iz jednacine
dobijamo(4.1)

(4.12)

gde je
o 0 00,. 000

G1(X3' X4)= -FI (xI)-gl (Xl, X3, X4)- 12 (X3' X4' Xs, X6}-g2 (XI, X3' Xs, X6).

Ako u (4. I) stavimo X/ = x~ (i = 2, 5, 6), imamo da je

(4.13)

gde su

gl (xl' X3' X4)= -FI (XI)-GI (X3' X4)+G;(X3' x4)-H(xl' X3)'

uvedene oznake
,

f 0 0 0 0
G2(X3' X4)= - 2 (X3' X4, Xs, X6), H(x" x3)=gZ(XI' X3' Xs, X6).
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ZamenjujuCi (4.11), (4.12), (4.13) u (4.1) i (4.2) sistem £1 postaje

(4.14) G;(X3' x4)-H(xl' X3)+!Z(X3' X4, xS' X6)+gZ(XI' X3' xS' X6)=0,

(4.15) G;(X3' x4)-H(xl' X3)+gZ(X3' X4, xS' X6)+!Z(XI' X3' xS' X6)=0.

Ako u (4.15) stavimo Xi = X? (i = 1, 3), a zatim izvrsimo supstituciju

X4-+X3' i ako u (4.14) stavimo Xl =x?, jednaCine (4.14) i (4.15) postaju
,

0 0
(4.16) GZ(X3' x4)-H(Xl, X3)+!Z(X3' X4, XS' X6)+ gz (Xl, X3' XS' X6)=0,

'0 00 0 00
(4.17) GZ(Xl, x3)-H(x" xJ)+gz(Xl, X3' xs, X6)+!z(Xl, Xl, XS' X6)=0.

Oduzimanjem (4.17) od (4.16) dobijamo

(4.18) !Z(X3' X4' xS' x6)=F3(X3)-G;(X3, X4)+G3(Xs, X6)'

gde smo stavili

'0 00 0 00
F3(X3)=GZ(Xl, x3)--H(XI, xl)+H(Xl, X3)' G3(xs, X6)=!Z (XI, XI, xS' X6)'

Iz (4.14), stavljajuCi X4=Xt na osnovu (4.18), dobijamo

gz (xl' X3' xs, X6) = H (xl' X3) - Fdx3) - G3 (xs' X6)'

Da bi funkcije !z i gz, odredene sa (4.18) i (4.19), zadovoljavale i jed-
nacinu (4.15), mora biti

(4.20) G; (X3' X4)+ H (X3' X4)-G; (xl' X3)-- H (xl' X3)+ F3 (Xl)- F3 (X4) = O.

StavljajuCi u (420) da je Xl =X?, jednakost (4.20) postaje

(4.19)

(4.21)

gde smo stavili ,
0 0 0

F4 (X3) = Gz (Xl, X3)- F3 (Xl) + H (Xl, X3)'

Na osnovu (4.21), jednacina (4.20) postaje

F3 (Xl) + F4 (Xl) = F3 (X3) + F4 (X3)'

odakle stavljajuCi da je Xl = x?, sleduje

F4 (X3) = - F3 (X3) + iX,

gde je iX= F3 (x?) +F4 (x?).

Na osnovu ovoga, jednakost (4.21) ima oblik

(4.23) H(X3' X4)= -GZ(X3,X4)+F3(X4)-iX,

gde je uvedena nova funkcija

(4.23)

Na osnovu (4.23), (4.22), (4.19), (4.18), (4.13), (4.12), (4.11), dobijamo
(4.10).

Ovim je teorema dokazana.
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4.1.3. Sistem funkcionalnih jednacina E2

Za sistem funkcionalnih jednaCina £z vazi sIedeCi rezultat.

Teorema 2. Opste resenje sistema £z odredeno je sa

10 (xi' Xz) = FI (XI) - Fz (xz),

11 (XI' Xz, X3) = Fz (XI) + F3 (xz) + Gz (xz, X3)'

gl (xi' XZ' X3) = Fz (X1)- GI (xz, X3)-GZ (xz, X3)'(4.24)

gz (XI' XZ' X3' X4) = -FI (xI)-Fz (xI)-F3 (Xz) +H(xz, X3' X4)'

ge su Fi (i = I, 2, 3), Gj (j = I, 2), H proizvoljne lunkcije sa vrednostima u M.

Dokaz. Ako u (4.3) stavimo da je Xi=X? (i= 3, 4,5,6), dobijamo

(4.25) 10 (xl' Xz) = FI (XI) - Fz (xz),
gde smo uveli oznake

( 0 0 0 0 0
FI (XI) = -gl XI,X3,X4)--gZ(Xi'X3,XS,X6),

o 0 0 0 0 0
Fz (xz) = II (xz, X3, X4)+ Iz (X3, X4, Xs, X6).

StavIjajuci u (4.3) Xi = X? (i = 2, 4), na osnovu (4.25), dobijamo

(4.26)
gde je

H (X3' xS' X6) = - II (xt X3' x~)- Iz (X3' x~, xS' X6) + Fz (x~,

oG (XI' X3)= - gl (XI' X3' X4).

Na osnovu (4.25) i (4.26), stavIjajuCi u (4.3) da je xi=x?(i=1,2),
lmamo
(4.27)

gde smo stavili

GI (X3' X4)= - II (xt X3' X4)-gl (x~, X3' X4)+ G (x~, X3)+ Fz (xg).

Na osnovu (4.25), (4.26), (4.27), sistem £z postaje

(4.28) II (xz, X3' X4) +gl (xl' X3, x4)-Fz (xz)-G (XI' X3) + GI (X3' X4) =0,

(4.29) gl (xz, X3' X4) t II (xl' X3' x4)-Fz (xz)- G (xl' X3)+ GI (X3' X4) = O.

Ako u (4.28) stavimo Xz =xg, a u (4.29) izvrsimo supstituciju XI <->X2i
tada od jednaCine (4.29) oduzmemo jednacinu (4.28), dobijamo

II (xz, X3' X4)= F2 (x) + G (xz, X3)-G (xl' X3)+ II (xg, X3' x4)-F2 (xg),

iIi, ako stavimo XI = Xg,

(4.30)

gde je
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(4.31)

Na osnovu (4.30), iz jednacine (4.29) sleduje

gl (X2' x), X4) = F2 (x2)-Gj(x), X4)-G2 (x)' X4)'

Da bi funkcije II i g" odredene sa (4.30) i (4.31), zadovoljavale i jed-
naCinu (4.28), mora biti

G (x2, x)-G (XI' x) + F2 (xI)-F2 (xJ = 0,
o

odakle, za XI =Xl, dobijamo

(4.32) G (X2' x) = F2 (X2) + F) (x),

gde je F) (x) = G (x?, x) - F2 (x?).
Prema tome, na osnovu jednakosti (4.32), (4.31), (4.30), (4.27), (4.26),

(4.25), dobijamo (4.24).
Dokaz teoreme 2 je ovim zavrsen.

4.1.4. Sistem funkcionalnih jednacina E3

Za sistem funkcionalnih jednaCina E) dokazacemo sledecu teoremu.

Teorema 3. Opste refenje sistema lunkcionalnih jednaCina E) odredeno je jed-
nakostima

10 (XI' x2) = FI (x,) - F2 (x2),

II (x!, X2' x)=F2 (XI)+GI (X2' x),

gl (xl' X2' x) = F2 (XI) + F (X2) + F) (x) - Gl (X2' x) -IX,

12 (X!, X2' x), X4)=F) (xl)-F(Xl)-F) (X2)+G2 (X)' X4) + IX,

g2 (x!, X2' x), x4)=F) (xI)-F(xI)-F) (X2)-G2 (x)' X4),

gde su Fi (i = I, 2, 3), Gj (j = I, 2) proizvoljne lunk cye sa vrednostima
F = FI + F2 + F), i IXproizvoljna konstanta iz M.

Dokaz. Iz jednaCine (4.5), stavljajuci Xi = x? (i = 3, 4, 5, 6), dobijamo

(4.34) 10 (Xl' X2) = FI (xI)-F2 (X2)'
gde je

(4.33)

u M,

o 0 0 0 0
FI (XI) = -gl (Xl' x), X4)-g2 (Xl' x), Xs, X6),

o 0 0 000
F2 (X2) = II (X2' X3, X4) + 12 (X3, X4, Xs, X6).

(4.5) stavimo Xj = x? (i = I, 5, 6), na osnovu (4.34) imamoAko u

(4.35)

gde je
o 0 00 000

G1 (x)' X4) = ~FI (xI}-gl (Xl, x), x4)-/2 (x)' X4' Xs, X6)--g2 (Xl, x), Xs, X6).

StavljajuCi u (4.6) Xi=X? (i= 1,5,6), na osnovu (4.34) i (4.35), dobijamo

gl (X2' x), X4) = Fz (xz) + G (x)' X4)'(4.36)
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gde smo stavili

G ) 0 0 ) 00 000
(X3' X4 = -Fl (xd-/l (Xl, X3' X4 -gz (X)' X4' Xs, x6)-/z (Xl, X3' xs, X6).

Na osnovu (4.34), (4.35), (4.36), sistem £3 postaje

FI (Xl) + Fz (Xl) + Gl (X3' X4) + G (X3' X4)

+ Iz (X3' X4, xs, X6) + gl (Xl' X3' Xs, X6) = 0,

(4.37)

(4.38) FI (Xl) + Fz (Xl) + Gl (X3' X4) + G (X3' X4)

+gZ(X3' X4' xS' x6)+/z(XI' X3' xS' X6)=0.

Stavimo u jednaCinu (4.38) Xi = X? (i = 1, 2, 3), a zatim izvrsimo supsti-

tuciju XC-+X3' U (4.37) stavimo Xl =X~. Oduzimanjem tako dobijenih jedna-
cina imamo

(4.39) Iz (X3' X4, xS' X6) = F3 (X3)- GI (X3' X4) -Gz (xs' X6) -G (X3' X4)'

gde smo uveli oznake
o 0

F3 (X3) = GI (Xl, X3) + G (Xl' X3)'
o 0

Gz (Xs' X6) ==Iz (Xl, Xl, XS' X6)'

Iz jednaCine (4.37), na osnovu (4.3.9), dobijamo

(4.40)

Da bi funkcije Iz i gz, odredene jednakostima (4.39) i (4.40) zadovolja-
vale i jednaCinu (4.38), mora biti

(4.41) Fl (Xl) + Fz (Xl) + F3 (XI)- Fl (X}) - Fz (X}) -Fz (X4)

+ GI (X3' X4)+ G (X)' X4)-GI (Xl' X3)-G (XI' X}) = O.

Ako stavimo XI = x~, jednacina (4.41) postaje
(4.42)

GI (x~, X3) + G (x?, X3) = F (x}),

i gde smo stavili a=FI (x?) +Fz (X?) + F3 (x?).

Na osnovu (4.42), jednakosti (4.36) i (4.39) respektivno dobijaju

gl (xz, X3' X4) = Fz (xz) + F (X3) + F3 (X4) - GI (x), X4) -a,

Iz (X3' X4, XS' X6) = F3 (x3)-F (x3)-F3 (X4) + Gz (xs' X6)+ a,

oblike

(4.43)

(4.44)

gde smo, jednostavnijeg pisanja radi, uveli novu funkciju

(4.45 )

Na osnovu jednakosti (4.45), (4.44), (4.43), (4.40), (4.35), (4.34), dobi-
jamo jednakosti (4,33).

Ovim je teorema 3 dokazana.
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4.1.5. Sistem funkcionalnih jednacina E4

Za sistem funkcionalnih jednacina E4 vazi sledeca teorema.

Teorema 4. Opste rdenje sistema funkcionalnih jednaCina E4 odredeno je jedna-
kostima

(4.46)

fo (XI' X2) = FI (Xl) - F2 (Xl)'

fl (XI' X2' X3) = F2(XI) + GI(X2' X3)'

gl (XI' Xl' X3) = F2 (Xl) + FI (xJ + F2 (X2)-- GI (X2' X3) + y,

f2 (Xi' X2' X3' X4) = -FI (xI)-F2 (XI) + G (X3' X4)

g2 (Xi' X2' X3' X4) = = FI (xI)-F2 (XI)-G (X3' X4)-Y'

gde su F], F2' G, GI proizvoljne funkcije sa vrednostima u M, i y proizvoljna
konstanta iz M.

Dokaz. JednaCine (4.7) i (4.8) Cine sistem funkcionalnih jedn~Cina E]. Prema
tome, funkcije odredene jednacinama (4.10) zadovoljavaju jednacine (4.7) i (4.8).
Da bi funkcije (4.1) zadovoljavale i jednacinu (4.9) mora biti

(4.47) FI (XI) + F2 (XI) -F] (Xl) -F2 (X2) - G2 (XI' X3) + G2 (X2' X4) = O.

StavljajuCi u (4,47) Xi=X? (i=2, 4), jednacina (4.47) postaje

(4.48) G2 (XI' X3) = Fl (XI) + F2 (x]) + ~,

d "
(.). 0 0 0 0g e smo stavIll
t-'= G2 (X2, x4)-FI (x2)-F2 (X2)'

Ako uvedemo novu funkciju G pomocu jednakosti

G (XI' X2) = G3 (Xl' X2) + ~

i oznaCimo '(=1X-2~, iz (4.48) i (4.10) sleduje (4.46).

Teorema 4 je ovim dokazana.

4.2. SISTEMI DRUGE VRSTE

4.2.1. Pretpostavke i oznake

U ovom paragrafu odredicemo opsta resenja nekih sistema funkcionalnih
jednaCina kod kojih jednacine sistema ne sadrze jednak broj nepoznatih funkcija.

Prethodno cemo pretpostaviti da:
10 S predstavlja neprazan skup;

2° Promenljive Xi (i = 1, 2,..., 2 n + 2) pripadaju skupu S;

3° M predstavlja aditivnu Abelovu grupu;
4° JednaCina 2 X = a (x, a E M) ima jedinstveno resenje X = a12;
5° Funkcije fi i gj vrse preslikanj'l

( '- 0 1 ) . .
S j+2 MI ~ , ,..., m 1 gj' -+ (j=l, 2,..., m).
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Kao i u paragrafu 2.1.2. koristicemo oznake:

R~X=(Xp,Xp+2"'" Xq-2,Xq)

= (xp,
XP+2"'" Xq-3' Xq-j)

(p, q prirodni brojevi);

(p,q neparni),

=(XP+j,Xp+3"'" Xq-2,X,J

= (Xp+l' Xp+3' . . . ,
Xq-3' Xq-I)

(p neparno, q parno),

(p parno, q neparno),

(p, q parni),

gde su p i q (p < q) prirodni brojevi.

Odredicemo opsta resenja sledeCih sistema funkcionalnih jednaCina:

Sistem E5:

/0 (Xl' X2) + /1 (X2' X3' X4) + gl (Xl' X3' X4) = 0,(4.1)

(4.2) /0 (Xl' X2) + gl (X2' X3' X4) + /1 (Xl' X3, X4) + /2 (X3' X4' X5' X6) = 0;

Sistem E6:

/0 (XI' X2) + /1 (X2' X3, X4) + gl (XI' X3' X4) = 0,

/0 (XI' X2) + gl (X2' X3' X4) + /1 (Xl' X3' X4) + /2 (X3' X4, X5' X6) = 0,

/0 (Xl' X2) + /1 (X2' X3' X4) + gl (X] , X3' X4) + /2 (X3' X4' X5' x6)

+ g2 (XI' X3, X5' X6) = 0,

4.2.2. Sistem funkcionainih jednacina E5

Za sistem funkcionalnih jednaCina E5 vazi sledeca teorema.

Teorema 5. Opste resenje sistema funkcionalnih jednaCina E5 odredeno je jed-
nakostima:
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fa (XI' Xz) = -F(x])-F(xZ)'

fl (X3' XZ' X3) = F(xI)-G (XZ, X3)'
(4.3)

gl (XI' XZ' X3) = F (XI) + G (XZ, X3)'

fz (XI' XZ' X3' X4) = 0,

gde su FiG proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

Dokaz. Opste resenje funkcionalne jednaCine (4.19) odredio je D. S. Mitri-
novic (videti [14]). Ono glasi

fa (XI' Xz) = HI (x]) - FI (Xz),

fl (XI' XZ' X3) = FI (Xl) - GI (xz, X3)'

gt (XI' X2' X3) = - HI (XI) + GI (xz, X3)'

gde su FI, HI, GI proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.
Da bi funkcije fa, fl, gl' odredene jednaCinama (4.4), zadovoljavale i

jednacinu (4.2) mora biti

(4.5) FI (XI) + HI (xJ-FI (xz)-HI (xz) + fz (X3' X4' xS' X6)=0.

StavljajuCi u (4.5) da je XI = xZ' dobijamo

(4.4)

(4.6)

a zatim
(4.7)

gde je rx konstanta iz M.
UvodeCi nove funkcije FiG pomocu jednakosti

F(xI) = FI (XI)-rx,
G (XI' Xz) = GI (Xl' Xz)-rx,

na osnovu jednakosti (4.7), (4.6), (4.4), dobijamo (4.3), Cime je teorema do-
kazana.

4.2.3. Sistem funkcionainih jednacina E6

Sistem funkcionalnih jednacina E6 ima opste resenje odredeno sledecom
teoremom.

Teorema 6. Opste resenje sistema funkcionalnih jednacina E6 dato je sa

fa (xl'xz)= -F(xI)-F(xz),

fl (XI' XZ' X3) = F(xI)-G (xz, X3)'

gl (XI' XZ' X3) = F (XI) + G (xz, X3)'

f;=g;=O (i=2,3, ..., m),

gde su FiG proizvoljne funkcije sa vrednostima u kf.

Dokaz. Dokaz neposredno sleduje iz teoreme 5.



5. OTVORENA PITANJA I MOGUCNOSTI GENERALIZACIJA

5.1. OTVORENA PITANJA

5.1.1. lednaCina (3.7) iz poglavlja 3.1., tj. jednaCina

resena je za slucaj a = 1 i am+n+k* 1. Za am+n+k= 1 nije dobijeno resenje ove
jednaCine.

5.1.2. Isto tako, za jednaCinu (3.8) iz poglavlja 3.1., tj. za jednacinu

n-l

'" an-I-j X i+m+j,
j-O

k-I

)
k-I-j

j~
a xi+m+n+j = 0,

odredeno je resenje sarno u slucaju am+n+k* 1. Prema tome, ostaje otvoreno
pitanje resenja ove jednacine u ostalim slucajevima.

5.2. MOGUCNOSTI GENERALIZACIJA

5.2.1. ledna prirodna generalizacija jednacina (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) iz po-
glavlja 3.1 su redom jednacine (3.1), (3.2) (3.3) (3.4) gde su ai proizvoljni
kompleksni brojevi.

Bilo bi interesantno odrediti resenja ovih jednaCina.

5.2.2. lednacine u odeljku 3. posmatrane su u kompleksnom podrucju. Svakako
je mogucno odrediti resenja tih funkcionalnih jednacina u slucaju kada i pro-
menljive i vrednosti funkcija pripadaju apstraktnim vektorskim prostorima.
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Resume

SUR CERTAINES CLASSES GENERALISEES D'EQUATIONS
FONCTIONNELLES LINEAIRES

Radosav Z. -Dordevic

1.1. Ce travail qui represente la these de doctorat contient six parties:
1. Introduction,
2. Certaines equations fonctionnelles lineaires,
3. Certaines equations fonctionnelles liees a l'equation de Cauchy,
4. Certains systemes d'equations fonctionnelles linea ires,
5. Questions ouvertes et possibilites de generalisations,
6. Bibliographie.

1.2. La deuxieme partie contient la generalisation d'un resultat du prof.
D. S. Mitrinovic concernant l'equation

J; (Xl' X2) + 12 (X2' X3' X4) + 13 (Xl' X3, X4) = 0,

ou les fonctions inconnues /; (i =; 1, 2, 3) ne dependent pas du meme nombre
d'arguments. On trouve la solution generale de l'equation fonctionnelle suivante

II (XI' X2)+ 12 (X2' X3' X4) + . . . + In (Xn, Xn+l"'" X2n) +gl (Xl' X3' X4)

On a considere aussi des equations fonctionnelles cycliques generalisees.
J. Aczel, M. Ghermanescu et M. Hosszu ont resolu les equations fonctionnelles
cycliques

(1.1)
n

2: I(Xi, xHI"'" XHn-l) = 0
i=1

(Xi+n=Xi; i= 1,2,..., n-l),

(1. 2)
.
2: I(Xi, xHl"'" XHp-I)=O
i=1

(p~n),

sous les conditions suivantes:

1° Xi E S, S ensemble arbitraire,
2° I: S -+ M, ou M est un groupe abelien,
3° pour x, a EM et m (~n) nombre naturel, l'equation mx = a possede

une solution unique.
Deux cas sont a distinguer: 1° n~2p-l (Ie cas facile) et 2° p<n<2p-l

(Ie cas difficile).
Dans Ie cas facile l'equation (1.2) a ete resolue par D. Z. Dokovic

sans l'hypothese 3° (cf. [7]).
Pour l'equation fonctionnelle cyclique generalisee

(1.3)
n

2: Ii (X;, XHl' . . ., XHp-I) = 0
i=1

(p~n)

il faut distinguer aussi Ie cas facile et Ie cas difficile.
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Dans Ie cas facile, sous les hypotheses 10 et 2° (l'hypothese 2° s'applique
it to utes les fonctions J;), l'equations (1.3) est completement resolue (sf. [7]).
Dans Ie cas difficile on n'avait pas des resultats analogues. Pour certaines
va leurs particulieres de p et n D. S. Mitrinovie (cf. [6]) a trouve dans Ie cas
difficile les solutions de I'equation (1.3).

lci, on donne la solution de I'equation (1.3) pour Ie cas difficile
p<n < 2p ---1. On retrouve aussi la solution generale de (1.2) en ajoutant
l'hypothese 3°.

1.3. Dans la troisieme partie on considere les equations fonctionnelles (3.5),
(3.6), (3.7), (3.8).

Les solutions des equations (3.5) et (3.6) sont determinees pour a
nombre complexe arbitraire.

L'equation (3.7) est resolue dans Ie cas a=l ou amp+kofl.
L'equation (3.8) est resolue dans Ie cas am+n+kof 1.
En connexion avec ces equations on prouve plusieurs theoremes et on

indique quelques applications de ces resultats dans la theorie des fonctions
convexes.

L'idee pour de l'etude ces equations fonctionnelles contenant des para-
metres a ete sugeree par prof. D. S. Mitrinovie. Cette idee s'est montree tres
feconde dans les resultats obtenus.

Dans cette partie se trouve aussi la solution generale continue de
I'equation fonctionnelle suivante

(n~4).

Dans Ie cas 12= 13= . . . = In-t on a trouve la solution generale.

1.4. On a traite certains systemes d'equations fonctionnelles lineaires dans
lesquelles les fonctions inconnues ne dependent pas du meme nombre d'arguments.

D'abord, on a considere des systemes dans lesquels chaque equation
contient to utes les fonctions inconnues (des systemes de premiere espece).

Des systemes de deuxieme espece sont des systemes dans lesquels certaines
equations ne contiennent pas to utes les fonctions inconnues. On a traite aussi
des systemes de deuxieme espece.

1.5. Cette partie contient I'exposition des problemes ouverts. On a indique des
generalisations possibles de resultas obtenus.

*
Enfin, je tiens it exprimer ma reconnaissance au professeur D. S. Mitri-

novie qui m'a initie aux travaux scientifiques, a dirige la preparation de cette
dissertation et a contribue it ce que les resultats exposes dans cette these
obtiennent les formes definitives.

De meme, je desire exprimer ma reconnaissance a P. M. Vasie pour l'aide
genereuse qu'il m'a donnee au cours de mon travail a cette these.


