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RAZLICITI OBLICI ELEMENTARNOG POMERANJA KRUTOG TELA

Borislav Lilic

1. Pristupanje problemu

Raspravljanju problema 0 razliCitim oblicima elementarnog pomeranja kru-
tog tela moze se pristupiti na dvojak naCin:

a. preko teorije vektora vezanih za prave, i
b. preko principa virtuelnih radova.
Upoznacemo se ponaosob sa takva dva pristupa.
A. Pristup preko teorije vezanih vektora. - Pri proucavanju raspodele brzina

u tackama slobodno pokretnog krutog tela dolazi se do sledecih zakljucaka.- -Brzina v ma koje tacke M tela jeste rezultanta iz brzine Vo od trenutne tran-

slacije jednake brzini proizvoljno izabranog pola 0 u telu i iz brzine -;;=;; x -;
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SI. 1

-od trenutne rotacije (Uoko izvesne ose koja prolazi kroz polO (s1. 1). No, translaciona

brzina -;0 moze se zameniti spregom rotacija ;;0, - ;;0', Ciji je momenat jednak ~,
tako da ce stanje brzina raznih tacaka tela biti isto kao kada bi telo vrsilo tri isto-
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vremene rotacije;, ;0' - :0' (s1.2).Time je proucavanjeraspodele brzina u pokretnom
telu prevedeno na teoriju 0 slaganju rotacija. Za ovu teoriju, pak, utvrdeno je da
u njoj vladaju pravila sadrZana u opstoj teoriji vektora vezanih za prave. Odatle se

onda neposredno zakljucuje da, kada se po-
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lozaj pola 0 u telu menja, rotacija (U kao
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SI. 2

glavni vektor sistema od tri rotacije (u, (uo,
--+

- (Uo' ostaje invarijantna, docim se translaci-
--+

ona brzina Vo kao glavni momenat toga
rotacionog sistema preinacuje, no tako da
njegova projekcija g na pravac rotacionog

--+
vektora (U ostaje takode invarijantna. U vaz-
nom posebnom slucaju, kada se novi polO'
uzme na centralnoj osi DD' sistema vezanih

--+ --+ --+
vektora (u, (uo, -- (Uo', translaciona brzina
--+
Vo postaje kolinearna sa rotacionim vektorom

; i jednaka g(s1. 2): dakle, stanje brzina u telu bice isto kao kada bi one vrsilo

trenutno helikoidalno kretanje oko ose DD', sa ugaonom brzinom ; i brzinom
--+

klizanja g.
Prelazenje od vektorskih formulacija na skalarne zasniva se takode na teoriji

--+
o slaganju translacija i rotacija. Nairne, prema toj teoriji translaciona brzina Vo i

--+
rotaciona brzina (U daju se razloziti u po tri konkurentne i nekomplanarne kompo-
nente, - recimo, u pravcima osa pravouglog Dekartovog koordinatnog sistema
Oxyz, vezOtnogza telo i sa koordinatnim pocetkom u izabranom polu O. BuduCi da
svakoj od tih komponentnih brzina odgovara odredeno elementarno pomeranje
krutog tela, u takvom smislu se onda shvata da slobodno kruto telo moze da vrsi
tri trenutne translacije i tri trenutne rotacije, koje su sve medu sobom nezavisne.
Tih sest nezavisnih elementarnih pomeranja, pomocu kojih se moze ostvariti proiz-
voljno elementarno pomeranje krutog tela, odreduju ujedno i njegovih sest stepena
slobode kretanja.

- Kada se uporede rasudivanja i stavovi u kinematici 0 slaganju translacija
i rotacija, kojima je potCinjeno jedno kruto telo, sa rasudivanjima i stavovima u
statici 0 slaganju sila i spregova sila na krutom telu, uvida se njihova vrlo bliska
analogija. Razlozi za mogucnost takve analogije leze u tome sto teorija 0 slaganju
translacija i rotacija na krutom telu, sa jedne strane, i teorija 0 slaganju sila i spre-
gova sila na njemu, sa druge strane, predstavljaju jednu istu svojevrsnu geometriju
obuhvacenu u teoriji vektora vezanih za prave. U analogiji tih dveju teorija 0 sla-
ganju raznorodnih vektorskih veliCina na krutom telu, silama po odredenim napad-
nim linijama odgovaraju rotacije oko takode odredenih osa, a spregovima sila od-
nosno, tacnije, momentima spregova sila u odredenim pravcima odgovaraju transla-
cije u odredenim pravcima. Sledstveno tome onda, ako se u nastavnom kursu iz
mehanike podrobnije izlozila prvo jedna teorija 0 slaganju, izlaganje druge teorije
potom moze se skratiti do te mere da se stavovi pretohodne teorije naprosto pre-
pisu uz zamenu jedino odgovarajuCih veliCina; iIi, metodicki jos bolje, ako se pret-
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hodno izlozila zajednicka teorija vezanih vektora, obe teorije 0 slaganju bi posle
toga postale samo njena primena u jednom sasvim kratkom obimu.

Kao i uopste kod drugih prirodno-naucnih analogija, medutim, ne radi se
ni ovde 0 prostom konstatovanju analogije izmedu dveju mehanickih oblasti i
mogucem skracivanju u njihovom izlaganju; time bi se znacaj jedne analogije ogra-
nieio na njenu takoreCi pasivnu ulogu. Pravi znacaj svake prirodno-naucne analo-
gije treba da se sastoji u njenoj aktivnoj ulozi: da se saznanja do kojih se dode u
jednoj prirodno-naucnoj oblasti pokusaju preneti na drugu analognu oblast. U
takvom aktivnom smislu, zapravo, i namerava se da se u ovoj raspravi iskoristi
postojeca staticko-kinematicka analogija za razmatranje problema istaknutog u
njenom naslovu.

Na prvi pogled uocava se sledeca staticko-kinematicka analogija, koja bi se
ujedno mogla smatrati i kao fundamentalna, naporedo sa onom izmedu statickog
slaganja sila i spregova sila i kinematickog slaganja rotacija i translacija. Naime,
u geometrijskoj statici ustanovljava se da se ma kakav sistem sila na krutom telu
redukuje uopste na jednu silu, koja napada proizvoljno izabranu tacku tela, i na jedan
spreg, ciji momenat uopste zaklapa bilo kakav ugao sa silom; takav redukcioni
oblik jeste takozvani torzer za izabranu tacku kao redukcioni pol. U posebnom slu-
caju, za redukcioni pol uzet na centralnoj osi posmatranog sistema sila torzer pre-
lazi u dinamu, kod koje su redukciona sila i momenat redukcionog sprega koline-
arni. Kada se, pak, sila i momenat sprega kod redukcionog torzera razloze u po tri
komponente u pravcima osa jednog koordinatnog sistema sa pocetkom u redukcio-
nom polu, dobijaju se tri sile u odredenim pravcima koordinatnih osa i tri sprega
sila sa momentima u istim pravcima. Saobrazno takvoj komponentnoj formi red uk-
cionog torzera uspostavljaju se onda i sest uslova za ravnotezu sistema sila na kru-
tom telu, kojima se tih sest moguCih nezavisnih komponenata treba da anuliraju:
tri 0 projekcijama sila na koordinatne ose i tri 0 momentima sila u pogledu na iste
ose. To su fundamentalne cinjenice u geometrijskoj statici krutog tela. UporedujuCi
ih sa fundamentalnim einjenicama u kinematici krutog tela, na koje se malo cas
podsetilo, ustanovljava se opet njihova potpuna analogija: statickom redukcionom
torzeru od sile i sprega sila, sa izvesnim uglom izmedu sile i momenta sprega uopste
razliCitim od nule za proizvoljan redukcioni pol, analogan je kinematicki torzer
od trenutne rotacije i trenutne translacije, takode pod izvesnim uglom uopste raz-
licitim od nule za proizvoljan pol; statickoj redukcionoj dinami kao posebnom sta-
tick om torzeru za redukcioni pol na centralnoj osi sistema sila, sa kolin earn om si-
10m i momentom sprega, analogna je kinematicka dinama u vidu trenutnog heli-
koidalnog kretanja kao posebni kinematicki torzer za pol na centralnoj osi sistema
od tri redukcione rotacije, sa kolinearnom trenutnom rotacijom i trenutnom tran-
slacijom; i jos, trima silama i trima spregovima sila u odredenim pravcima koordi-
natnih osa analogne su tri rotacije i tri translacije takode u odredenim pravcima
koordinatnih osa.

Zajedno sa staticko-kinematickom analogijom 0 slaganju, ovakva fundamental-
na analogija izmedu statickog i kinematickog torzera, diname i sest torzerskih kompo-
nenata bila je vec i do sada poznata i koriscena u mehanici. Medutim, na utanaca-
vanju razlieitih redukcionih oblika u geometrijskoj statici moglo se otiCi znatno
dalje, takoreCi do krajnjih moguCih granica, nego sto je to slucaj u kinematici. Zbog
toga se sasvim prirodno postavlja pitanje: da Ii se, nastavljajuCi vec uspostavljenu
fundamentalnu analogiju izmedu geometrijske statike i kinematike krutog tela,
rezultati 0 razlicitim redukcionim oblicima sistema sila na krutom telu u geometrij-
skoj statici daju preneti u kinematiku?
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Naime, u geometrijskoj statici se uspostavilo da se uslovi za ravnotezu jednog
slobodnog krutog tela mogu formulisati na vise naCina, zahvaljujuCi dvojakom nji-
hovom karakteru: 0 projekcijama sila na ose i 0 momentima sila u pogledu na ose.
U zavisnosti od moguCih kombinacija jedne i druge vrste uslova, za ravnotezu op-
steg sistema sila na krutom telu postoje cetiri razlicite formulacije, svagda u ukup-
nom invarijantnom broju od sest ravnoteznih uslova: [I]

1° tri 0 projekcijama sila i tri 0 momentima sila,
2° dva 0 projekcijama sila i cetiri 0 momentima sila,
3° jedan 0 projekcijama sila i pet 0 momentima sila, i
4° sest 0 momentima sila.

U udzbenickoj literaturi redovno se nalazi jedino formulacija 1°, a tek po-
gdegde i formulacija 4°. Izbor projekcijskih i momentnih osa za takve cetiri formula-
cije ravnoteznih uslova, mada slobodan u vrlo sirokim granicama, podleze izvesnim
ogranicenjima, koja se utvrduju saobraznim teoremama. Za posebne sisteme sila
na krutom telu brojevi mogucih formulacija ravnoteznih uslova i moguCi izbori
projekcijskih i momentnih osa redukuju se na odgovarajuce naCine.

Zatim, u geometrijskoj statici se pokazuje da izmedu uslova za ravnotezu
jednog sistema sila na krutom telu i uslova za ekvivalenciju dvaju sistema sila, koji
ponaosob dejstvuju na jedno isto kruto telo pri istom mehanickom stanju, postoji
biunivoka korespondencija: iz uslova za ravnotezu izvode se korespondentni uslovi
za ekvivalenciju, i obratno. Prema tome, i za uslove ekvivalencije dva sistema sila
postoje takode cetiri razliCite formulacije, korespondentne prednjim formulacijama
ravnoteznih uslova. Da bi se dobile formulacije za ekvivalenciju, potrebno je sarno
da se ravnotezne jednakosti sa nulom zbirova projekcija svih sila i zbirova svih
njihovih momenata za jedan sistem sila prevedu na jednakosti izmedu zbirova
projekcija svih sila i zbirova svih njihovih momenata uzetih ponaosob za dva sistema
sila. Tako bi, na primer, formulacija uslova za ekvivalenciju, korespondentna for-
mulaciji 4° uslova za ravnotezu, glasila: Da bi dva sistema sila bila ekvivalentna,
potrebno je i dovoljno da zbirovi njihovih momenata, odnosno njihovi glavni mo-
menti, u pogledu na sest osa, za koje su oni nezavisni, budu jednaki medu sobom.

Najzad, u geometrijskoj statici na osnovu uslova za ekvivaienciju izvode se
razliCiti oblici redukcije sistema sila na krutom telu. Jer, uslovi za ekvivalenciju
pruzaju ujedno pogodne kriterijume da se jedan sistem sila na krutom telu zameni
drugim njemu ekvivalentnim po mehanickom dejstvu; postavljajuCi zahtev da
ovaj drugi sistem bude sto je moguce prostiji, prelazi se neposredno na problem 0
redukciji sistema sila na krutom telu, koji se resava upravo pomocu uslova za ekvi-
valenciju. Na taj naCin, u korespondenciji sa prednje cetiri formulacije ravnoteznih
uslova dobila bi se i cetiri razliCita moguca oblika redukcije sistema sila na krutom
telu. Na primer, formulaciji 1° ravnoteznih uslova odgovarala bi ovakva redukcija,
imajuci na umu uz to da se tri glavna momenta u pogledu na tri nekomplanarne
ose mogu predstaviti kao tri sprega sila sa momentima u pravcima istih osa i jednakim
respektivnim glavnim momentima: Sistem sila na krutom telu moze se redukovati
na tri sile u pravcima osa jednog proizvoljno izabranog trijedra i na tri sprega sila
sa momentima u pravcima istih osa; pri tome se, radi uproscenja, zadrZalo na iz-
boru najprostijeg prostornog rasporeda projekcijskih i momentnih osa. - Ali da
bi se posvedoCilo, kako je neophodno da se bude oprezan u ustanovljavanju mogucih
redukcionih oblika, korespondentnih prednjim formulacijama ravnoteznih uslova,
navescemo i ovaj drugi primer. Prema prvom primeru, reklo bi se u prvi mah da bi
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formulaciji 4° ravnoteznih uslova odgovarao ovakav redukcioni oblik: Sistem sila
na krutom telu moze se redukovati na sest spregova sa momentima u pravcima osa
za koje su glavni momenti toga sistema sila nezavisni i jednaki ovim glavnim mo-
mentima. Dakako, ovakav redukcioni oblik nije tacan. Jer, ako se za sest glavnih
momenata mogu naCi mnogobrojni rasporedi osa u prostoru, za koje su oni neza-
visni, to nikako nije moguce za sest nezavisnih spregova: sest spregova uvek se daju
sloziti u jedan jedini sa momentom u proizvoljnom pravcu, koji se onda razlaze u
svega tri sprega sa momentima u pravcima triju nekomplanarnih osa. Zbog toga,
ovakav redukcioni oblik 4° treba interpretirati na drugaCiji, pravilan nacin. Recimo,
uzimajuCi momentne ose u pravcima ivica proizvoljnog tetraedra, za svaki glavni
momenat bi se mogla odrediti po jedna sila na naspramnoj ivici, tako da bi se dobilo
sest tetraedarskih sila kao jedan posebniji redukcioni oblik pod 4° sistema sila na
krutom telu.

Pokusajmo sada da takva stecena znanja u geometrijskoj statici prenesemo
u kinematiku krutog tela, u smislu analogije koja postoji izmedu njih.

Vec je naglaseno da postoji analogija izmedu tri rotacije i tri translacije u
pravcima osa odredenog, inace proizvoljno izabranog, koordinatnog sistema u
kinematici i tri sile i tri sprega sila takode u pravcima koordinatnih osa u geomet-
rijskoj statici. No, ovakav redukcioni oblik u geometrijskoj statici bio bi sarno po-
seban slucaj onog sto odgovara formulaciji ravnoteznih uslova pod 10. Izbor pro-
jekcijskih i momentnih osa po toj formulaciji daleko je opstiji: njihov raspored
je u svemu ostalom proizvoljan, sem sto ni tri projekcijske ose ni tri momentne ose
ne smeju da budu ponaosob paralelne sa po kakvom ravni. Kada tako stoje stvari
sa veoma sirokim izborom projekcijskih i momentnih osa u geometrijskoj statici,
da Ii ce i u kinematici biti dopusten analogan izbor rotacionih i translacionih osa?
Za translacione ose neposredno se uvida da je odgovor potvrdan: buduCi da je
brzina kod translatornog kretanja krutog tela slobodan vektor, svaka od triju
translacionih osa moze se iz svog prvobitnog polozaja u koordinatnom sistemu

, premestiti u prozvoljan paralelan polozaj; pri tome, saobrazno ogranicenju za
momentne ose, ni translacione ose nece moCi biti paralelne kakvoj ravni. Sto se
tice rotacionih osa, sloboda u njihovom paralelnom pomeranju ne daje se vise uvi-
deti neposredno; ali, nema razloga ne ocekivati da bi, u smislu fundamentalne sta-
ticko-kinematicke analogije, dalja rasudivanja u kinematici analogna onima u geo-
metrijskoj statici dovela do takvog zakljucka.

IIi, pogledajmo kinematicki redukcioni oblik, koji bi odgovarao onom sta-
tick om pod 4° sa sest glavnih momenata u pogledu na ose. U prvi mah bez dovoljno
opreznosti pomislilo bi se da sa momentima sila treba da stoje u analogiji spregovi
rotacija, koji se pak svode na translacije, pa bi se pogresno zakljuCilo da bi kinema-
ticki torzer, odnosno tri translacije i tri rotacije bile ekvivalentne sa sest translacija
u pravcima osa za koje glavni momenti sila uopste mogu biti nezavisni. Jedan po-
seban raspored takvih momentnih osa bio bi, na primer, onaj malopre pomenuti
njihov tetraedarski raspored. Medutim, u punoj analogiji sa konstatovanom nemo-
gucnoscu da postoji staticki redukcioni oblik sa sest spregova sila, ni u kinematici
nikako nije moguc redukcioni oblik sa sest translacija. Jer, kao i kod spregova sila,
sarno tri nekomplanarne translacije mogu biti medusobno nezavisne, doCim se os-
tale tri daju ukljuCiti u njih. OperisuCi, pak, pravilno sa glavnim momentima rotacija,
umesto pogresno sa njihovim spregovima, doslo bi se do zakljucka da ce se kine-
maticki redukcioni oblik 4° sastojati od sest rotacija rasporedenih na odgovarajuCim
statickim momentnim osama, koje bi u posebnom slucaju mogle saCinjavati i tet-
raedarski raspored.
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Evo, kako se, primerice, takav redukcioni oblik sa sest rotacija u tetraedar-
skom rasporedu moze izvesti na jedan brz naCin, opet po analogiji sa izvodenjem
u geometrijskoj statici. Radi toga, podimo od kinematickog torzera, koji saCinjava

jedna rotacija; i jedan spreg rotacija~, -;';0' (sl. 2). Buduci da se rotacije sprega
smeju pomeriti u prostoru tako da

-->- .
njihov momenat Vo ostane neprome-
njen, dovedimo ih u takav polozaj da
napadna tacka jedne rotacije, recimo

A

--
Wo

l21o -wo
Sl. 3 Sl. 4

...,.
rotacije -wo', bude u polu 0, pa je

...,. -->-
slozimo sa rotacijom w u rezultantnu rotaciju w' (sl. 3). Time je kinematicki torzer

...,. ...,.
preveden na krst rotacija w', wo. Zatim, po poznatom postupku iz geometrijske
statike krst rotacija daje se uopste razloziti u sest rotacija u pravcima ivica jednog

...,.
tetraedra. Nairne, na osi jedne rotacije krsta, recimo rotacije w', uoCi se jedna

...,.
tacka A, a kroz osu druge rotacije Wo krsta postavi se jedna ravan 7t mimo
tacke A (sl. 4). UoCivsi jos u ravni 7tjedan trougao BCD, spoje se njegova temena sa

...,.
tackom A, pa se tako formira tetraedar ABCD. Potom se rotacija w' krsta razlozi u

tri konkurentne rotacije ;1> ;2, ;3 po tetraedrovim ivicama AB, AC, AD, a rotacija

;0 krsta u tri rotacije ;4, ;5, ;6 po ivicama BC, CD, DB, koje sa rotacijom ;0
leze u ravni 7t (pomocu elementarnih operacija, recimo po Kulmanovoj metodi).

Na taj naCin, polazni kinematicki torzer ;, ;0, - ;0' u krajnjoj konzekvencijinasao
-->-

se transformisan na ekvivalentan sistem od sest rotacija Wi (i = 1, 2, . . . ,6), koje
su medu sobom nezavisne po samom naCinu kako su odredene. A to se zapravo i
htelo izvesti.

Iz ovog primera se vidi kako se fundamentalna staticko-kinematicka analo-
gija daje nastaviti i dalje. Transformacijama nad kinematickim torzerom analog-
nim onim u geometrijskoj statici tako bi se uspelo doCi do tipskih kinematickih
redukcionih oblika, sastavljenih od rotacija i translacija, koji bi bili analogni onim
tipskim statickim redukcionim oblicima pod 1°, 2°, 3°, 4°, sastavljenim od sila i
spregova sila. Pri tome, kao sto je slucaj u geometrijskoj statici sa spregovima sila,
ni u kinematici redukcioni oblici ne mogu sadriavati vise od tri nezavisne transla-
cije. Na taj naCin, vec sarna staticko-kinematicka analogija dopustila bi da se u kine-
matici krutog tela, izostavljajuCi podrobnija posebna izvodenja, ustanove sledeca
cetiri tipska redukciona 0blika:

1° tri translacije i tri rotacije,
2° dye translacije i cetiri rotacije,



Razliciti oblici elementaruog pomeranja krutog tela 7
~ ~

3° jedna translacija i pet rotacija,

4° sest rotacija,

pri cemu rasporedi translacionih i rotacionih osa, za koje ce translacije i rotacije
biti nezavisne medu sobom, treba da budu istovetni sa analognim rasporedima pro-
jekcijskih i momentnih osa u statici. Precizne formulacije takva cetiri kinematicka
redukciona oblika mogla bi se onda dobiti jednostavnim prepisivanjem analognih
statickih formulacija, zamenjujuCi jedino staticke velicine analognim kinematickim
velicinama.

Ustanovljeni kinematicki redukcioni oblici istovremeno ce predstavljati tra-
zene razliCite oblike elementarnog pomeranja krutog tela, koji zapravo i jesu pred-
met ove rasprave. Doista, elementarno pomeranje krutog tela sacinjava skup ele-
mentarnih pomeranja svih njegovih tacaka; da bi se, pak, poznavala ova pomeranja,
dovoljno je poznavati raspodelu brzina u svim tackama; a to se upravo postize
ustanovljavanjem kinematickih redukcionih oblika.

B. Pristup preko principa virtuelnih radova. - U prethodnom pristupu preko
teorije vezanih vektora, razvijajuCi dalje fundamentalnu analogiju izmedu geomet-
rijske statike i kinematike krutog tela, bili smo prinudeni da konstatujemo izvesnu
neocekivanu nedoslednost, koja je iziskivala naroCitu opreznost i naknadna rasu-
divanja da bi se otklonila. Nairne, uporedivanje teorije 0 slaganju translacija i rota-
cija sa teorijom 0 slaganju sila i spregova na krutom telu navelo je da se u fund amen-
talnu analogiju dovedu rotacije sa silama, a translacije kao spregovi rotacija sa
spregovima sila. Potom, kada se preslo na ustanovljavanje statickih redukcionih
oblika, koji bi bili korespondentni razlicitim formulacijama ravnoteznih uslova,
uvidelo se da uslovima 0 projekcijama sila treba da odgovaraju redukcioni spregovi
sila, a uslovima 0 momentima sila treba da odgovaraju redukcione sileo To se onda
odrazilo takoreCi neocekivano i na kinematicke redukcione oblike: ravnotezni uslo-
vi 0 projekcijama sila postali su analogni translacijama, a ravnotezni uslovi 0 mo-
mentima rotacijama. - No, treba napomenuti, da je takva nedoslednost ipak sarno
prividna. Razlog zasto se ona pojavila nalazi se u tome sto se u prvi mah zadrialo
sarno na formalnom tretiranju korespondencija i analogija; Cim se, pak, povelo
racuna 0 sustinsko-fizickoj strani njihovoj, nedoslednost je odmah nestala.

Medutim, staticko-kinematicka analogija daje se ustanoviti takode i na jedan
drugi nacin: preko principa virtuelnih radova. Pokazace se da je takva nova analo-
gija, za razliku od one prethodne us.postavljene na osnovu teorije vezanih vektora,
daleko intimnija, te da stavise prerasta u prirodnu povezanost izmedu statickih
i kinematickih fenomena na krutom telu. Nece onda biti nerazumljivo sto ce se
preko tako uspostavljene staticko-kinematicke povezanosti i elegantnije doCi do
rezultata 0 razliCitim oblicima elmentarnog pomeranja krutog tela.

- U analitickoj statici se na osnovu principa virtuelnih radova izvodi
.opsta jednaCina statike, koja vredi za sve materijalne sisteme sa vezama bez trenja.
BuduCi da izmedu materijalnih tacaka krutog tela, koje ostaju na nepromenljivim
uzajamnim rastojanjima, vladaju takode veze bez trenja, opsta jednaCina statike
ce vredeti posebno i za kruto telo. Potom, iz opste jednaCine statike za ma kakav
materijalan sistem sa vezama bez trenja izvode se sledece dye opste teoreme: [2]

T e 0 rem a I. Kada veze bez' trenja dopustaju izvesnu translaciju celokupnog
materijalnog sistema paralelno nekoj osi, onda je za ravnotezu sistema potrebno da
zbir projekcija direktno napadnih sila bude jednak nuli.
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T e 0 rem a II. Kada veze bez trenja dopuJtaju izvesnu rotaciju celokupnog
materijalnog sistema oko neke ose, onda je za ravnoteiu sistema potrebno da glavni
momenat direktno napadnih sUa u pogledu na tu osu bude jednak nuli.

Lako se otkriva jednostavni fizicki smisao ovih dveju teorema. Nairne, kada
veze dopustaju translaciju sistema paralelno nekoj osi odnosno njegovu rotaciju
oko neke ose, onda bi translaciono odnosno rotaciono pomeranje sistema iz stanja
mirovanja mogle da proizvedu jedino: komponente direktno napadnih sila para-
lelne translacionoj osi odnosno direktno napadne sile koje daju momente u pogledu
na rotacionu osu. Da bi se, pak, radi obezbedenja ravnoteznog stanja sistema ot-
klonila mogucnost takvih pomeranja, potrebno je postaviti uslov da bude jednak
nuli algebarski zbir algebarskih vrednosti takvih komponenata odnosno algebarski
zbir takvih momenata. A to zapravo i ustanovljavaju prednje dye teoreme.

One nalaze naroCito podesnu primenu pri prol,Jcavanju ravnoteze krutog
tela, kako slobodnog tako i neslobodnog. Ostanimo i dalje na slucaju slobodnog
krutog tela, koji Cini predmet rasprave.

Odmah se moze reCi da kod slobodnog krutog tela veze dopustaju translaciju
paralelno proizvoljnoj osi i rotaciju oko takode proizvoljne ose. Tako se za slobodno
kruto telo, primenom prednjih dveju teorema, daju sastaviti nebrojeno mnogo pot-
rebnih ravnoteznih uslova 0 projekcijama sila na razne ose i 0 momentima sila u
pogledu na takode razne ose. Ali, svi ti potrebni ravnotezni uslovi nisu nezavisni
medu sobom. U stvari, nezavisni ce biti sarno oni ravnotezni uslovi koji se odnose
na kinematicki nezavisne translacije i rotacije. Na primer, kako je ranije vec bilo
receno, nezavisne medu sobom ce biti tri translacije u pravcima osa jednog koor-
dinatnog sistema i tri rotacije oko istih osa; ili, nezavisne ce biti takode sest rotacija
oko osa u pravcima ivica jednog tetraedra. Da bi se, dakle, u primeni analiticke
statike mogle sastavljati nezavisne ravnotezne jednacine 0 projekcijama sila na ose
i 0 momentima sila u pogledu na ose, potrebno je prethodno u kinematici ras-
praviti problem 0 korespondentnim translacionim i rotacionim osama, za koje ce
translacije i rotacije biti medu sobom nezavisne. U resavanju takvog problema u
kinematici kao polazna osnova najpre se daju neposredno utvrditi dye Cinjenice.

Prvo, na osnovu teorije 0 slaganju translacija i rotacija moze se jedan njihov
sistem transformisati u drugi njemu ekvivalentan u kinematickom smislu. Za takvu
ekvivalentnu transformaciju potrebno je i dovoljno da dva sistema translacija i
rotacija, prvobitni i transformisani, kada se uz prethodno predstavljanje svake tran-
slacije kao sprega po dye rotacije, oni shvate kao dva sistema vektora vezanih za
prave, zadovoljavaju uslove ekvivalencije za ove sisteme: da njihovi glavni vektori
i glavni momenti u pogledu na proizvoljnu tacku pl'ostora budu podjednaki. Na
taj naCin, jedan sistem nezavisnih translacija i rotacija moze se ekvivalentno zameniti
sasvim drugojacijim sistemom takode nezavisnih translacija i rotacija. Saobrazno
tome onda, javlja se mogucnost i da se jedan sistem nezavisnih ravnoteznih jedna-
cina ekvivalentno zameni drugim.

Drugo, ukupan broj nezavisnih translacija u pravcima odredenih osa i rotacija
oko odredenih osa moze biti najvise sest. Ta Cinjenica uslovljena je postojanjem
kinematickog torzera kao predstavnika opste rasp odele brzina tacaka na krutom

. telu, sa jedne strane, i trodimenzionalnoscu prostora, sa druge strane. Tako,
ilustrujuci opet sa dva prednja primera, kinematicki torzer se prevodi u ekvivalentni
sistem od tri translacije po osama i tri rotacije oko osa jednog koordinatnog siste-
ma; iIi, pak, kinematicki torzer prevodi se u ekvivalentni sistem od sest rotacija oko
osa u tetraedarskom rasporedu. Taj maksimalni broj od sest nezavisnih translacija
i rotacija ujedno definise broj od sest stepena slobode kretanja krutog tela. A u
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korespondenciji sa tim brojem onda stoji i maksimalni broj od sest nezavisnih rav-
noteznih jednacina, tako da nezavisne potrebne ravnotezne jednaCine u tome mak-
simalnom broju sest postaju istovremeno i dovoljne.

Na osnovu takvih dveju Cinjenica trebalo bi potom odrediti sve moguce kom-
binacije i prostorne rasporede translacionih i rotacionih osa sa nezavisnim transla-
cijama i rotacijama. Nije tesko predvideti da bi to odredivanje zahtevalo dosta duga
i slozena rasudivanja, tako da se moze reCi da se u njemu zapravo i sastoji Citav
postavljeni problem. A ovaj ujedno Cini osnovni predmet rasprave.

U resavanju toga problema mogao bi se, ocevidno, upotrebiti geometrijski
postupak na osnovu teorije vezanih vektora. Tada bi predstojala sva ona obimna
geometrijska razmatranja, koja su se morala sprovesti u geometrijskoj statici pri
ustanovljavanju kombinacija i prostornih rasporeda projekcijskih i momentnih
osa sa nezavisnim ravnoteznim jednacinama [I]. A kada bi se u kinematici takvim
geometrijskim postupkom jednom odredile sve moguce kombinacije i rasporedi
nezavisnih translacionih i rot!lcionih osa, time bi ujedno bila uCinjena usluga i sta-
tici: na osnovu prednjih dveju teoremaIi II analiticke statike imale bi se takode i
sve kombinacije i rasporedi nezavisnih projekcijskih i momentnih osa.

Kako se vidi, prednja rasudivanja na osnovu principa virtuelnih radova vodila
su neprestano od kinematike ka statici. To je sasvim razumljivo kada se ima na
umu pravi mehanicki smisao toga principa. Ipak, u pogledu intuitivnosti mora se
priznati da geometrijska statika dolazi ispred kinematike. Vec sarna istorija mehanike
pruza potvrdu za takvo misljenje; odista, dok statika vodi poreklo jos iz anticke
Grcke, dotle se kinematika krutog tela razvila tek u proslom stolecu. U istom smis-
lu treba razumeti i razloge sto je autor ove rasprave pristupio razmatranju u prvom
redu razlicitih formulacija ravnoteznih jednaCina i uslova za njihovu nezavisnost
u geometrijskoj statici.

Medutim, ako je problem 0 nezavisnim projekcijskim i momentnim osama
unapred resen ugeometrijskoj statici, sasvim je na mestu postaviti pitanje: Da Ii
je moguce dobijene rezultate u geometrijskoj statici iskoristiti za resavanje analog-
nog problema 0 nezavisnim translacionim i rotacionim osama u kinematici?

Da bismo dali odgovor na ovo pitanje, obratimo se ponovo teoremama I i II.
U saglasnosti sa napred objasnjenim njihovim fizickim smislom, te dye teoreme
navode da se projekcijske i momentne ose u statici krutog tela na jedan sasvim pri-
rodan nacin identifikuju sa translacionim i rotacionim osama u kinematici krutog
tela. Zaista, teoreme neposredno utvrduju da se translacione i rotacione ose pri
elementarnom pomeranju krutog tela iz stanja mirovanja imaju uzeti respektivno
za projekcijske i momentne ose direktno napadnih sila na krutom telu, koje su kod
slobodnog krutog tela, zbog odsustva spoljasnjih sila veza, i jedine napadne sileo
Ali, taj se zakljucak daje takode i obrnuti; jer, svaka osa za koju bi zbir projekcija
odnosno zbir momenata napadnih sila bio razliCiti od nulemogla bi se uzeti za osu
po kojoj ce sile izvrsiti jednu translaciju odnosno oko koje ce izvrsiti jednu rotaciju,
tako da se sad obratno projekcijske i momentne ose javljaju respektivno kao tran-
slacione i rotacione ose. .

Istovremeno, iz takve identifikacije projekcijskih i momentnih osa sa translaci-
onim i rotacionim osama neposredno se uvida da ce takode i uslovi za nezavisnost
prvih statickih osa biti identicni sa uslovima za nezavisnost drugih kinematickih
OSa. Na taj naCin, izvedena je ovakva

T e 0 rem a III. Svaka kombinacija i prostorni raspored osa, za koje se u
statici krutog tela daju sastaviti nezavisne ravnoteine jednaCine 0 projekcijama i mo-
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mentima sUa, jeste ujedno kombinacija i prostorni raspored osa, za koje se u kinema-
tici krutog tela dobijaju respektivno nezavisne translacije i rotacije.

Ova teorema III, ocevidno, dopusta da se svi rezultati do kojih se doslo u
geometrijskoj statici 0 razliCitim formulacijama ravnoteznih uslova sa opstim raspo-
redima projekcijskih i momentnih osa, za koje su ti uslovi nezavisni, prevedu na
respektivan nacin u kinemat.iku krutog tela. U saglasnosti sa zakljuckom u pret-
hodnom pristupu A preko teorije vezanih vektora, za to ee biti dovoljno da se staticki
stavovi naprosto prepisu, uz zamenu sarno statickih veliCina respektivnim kinema-
tickim veliCinama. A tako dobijeni kinematicki stavovi 0 razlicitim sistemima neza-
visnih translacija i rotacija pruziee istovremeno razliCite oblike elementarnog pome-
ranja krutog tela, koji ~e i hoee ustanoviti ovom raspravom.

- Kao sto je bilo najavljeno na pocetku ovog drugog pristupa B, stvarno se
konstatuje da princip virtuelnih radova preko prednje tri teoreme I, II, III ne sarno
dovodi u analogiju sile sa translacijama i momente sila sa rotacijama, nego ih na
prirodan i direktan naCin do te mere povezuje da naprosto identifikuje projekcijske
ose sa translacionim i momentne ose sa rotacionim. U tom smislu sadrZajna poveza-
nost statike i kinematike krutog tela na osnovu principa virtuelnih radova dobija
metodolosku prednost prema formalnoj analogiji izmedu njih na osnovu teorije
vezanih vektora.

2. Postavljanje problema

U prethodnom clanu, pristupajuCi raspravljanju problema 0 razliCitim obli-
cima elementarnog pomeranja krutog tela, vee se mogao odredenije sagledati njegov
sadrZaj i obim.

Na prvom mestu, pod oblikom elementarnog pomeranja krutog tela treba podra-
zumevati izvestan sistem translacija i rotacija koji u jednom trenutku potpuno defi-
nise proizvoljnu raspodelu elementarnih ili infinitezimalnih pomeranja svih tacaka
krutog tela, - odnosno, sto je ekvivalentno, raspodelu njihovih-brzina. Pri tome
jasno je da se jedna raspodela brzina moze ostvariti sa nebrojeno mnogo sistema
translacija i rotacija uzetih u ma kome broju; da bi se, medutim, postigla krajnje
moguea odredenost povezana sa krajnje mogueom uproseenoseu, pod oblikom
elementarnog pomeranja krutog tela treba razumeti zapravo sistem translacija i
rotacija u najmanjem broju, kada one nuzno postaju i medusobno nezavisne, -
dakle, takav sistem koji je u prethodnom clanu bio nazivan redukcioni oblik
nezavisnih translacija i rotacija. Prema tome, kada se uzmu zajedno obe karakte-
ristike, imaee se ovakva opsta definicija: Oblik elementarnog pomeranja krutog tela
znaGi sistem nezavisnih translacija i rotacija, pomocu kojih se daje ostvariti proizvo!jna
raspodela brzina u tackama slobodno pokretnog krutog tela.

Primer za oblik elementarnog pomeranja krutog tela u prvom redu bio bi
kinematicki torzer, obrazovan od jedne translacije i jedne rotacije sa pravcima pod
ma kakvim uglom u pogledu na proizvoljan pol, - oblik koji u kinematici krutog
tela treba smatrati za osnovni, u tome smislu sto se pri proucavanju raspodele
brzina krutog tela do njega dolazi na najprirodniji naCin i sto se iz njega takode
na prirodan nacin izvode i drugi oblici. Tako se iz kinematickog torzera kao drugi
oblik elementarnog pomeranja krutog tela dobija kinematicka dinama, obrazovana
od kolinearne translacije i rotacije u pogledu na jedan pol uzet na kinematickoj
centralnoj osi, - oblik kojim se definise trenutno helikoidalno kretanje krutog
tela. Hi, kao treCi oblik iz kinematickog torzera se izvodi kinematicki krst rotacija.
kod koga jedna rotacija ostaje da prolazi kroz proizvoljno izabranu tacku prostora,
Sva ova tri kinematicka oblika stoje u punoj analogiji sa statickim torzerom, dina-
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mom i krstom sila. Kao i u statici oni imaju tu zajednicku karakteristiku sto su
pravci njihovih translacija i rotacija proizvoljni u opstem slucaju kretanja slobodnog
krutog tela.

Za mnoga teorijska razmatranja u kinematici krutog tela, a posebno za njenu
prakticnu primenu potrebno je pravce translacija i rotacija uCiniti odredenim, te
time sa vektorskih rasudivanja preci na skalarna. U tom slucaju, broj translacija
i rotacija, zadriavajuCi osnovni uslov da one budu nezavisne, povecava se do mak-
simalnog broja sest, kako je to obrazlozeno u pristupnom clanu. U tome maksimal-
nom zajednickom broju od sest translacija i rotacija sa odredenim pravcima njihovih
osa moze biti vise kombinacija njihovih pojedinacnih brojeva. Takve razliCite kom-
binacije brojeva translacija i brojeva rotacija sa odredenim pravcima njihovih osa
i u ukupnom broju od sest, pri cemu one treba da ostanu nezavisne, predstavljace
upravo trazene razlicite oblike elementarnog pomeranja krutog tela. To je prvi deo
Citavog problema.

Na drugom mestu, time sto su ustanovljene sve kombinacije od po sest tran-
slacija i rotacija, pri kojima ove treba da budu medusobno nezavisne, jos nije sve
reseno. Translacije i rotacije postaju odredene tek kada se naznace ose u prostoru
na koje se one odnose, tako da svaku kombinaciju translacija i rotacija mora da
prati izvestan odreden izbor njihovih osa u prostoru. Novo pitanje pojavljuje se
sada u tome sto ni Z3.jednu od mogucih kombinacija nezavisnih translacija i rotacija
njihove ose se ne mogu birati sasvim proizvoljno, pa da translacije i rotacije sigurno
i budu nezavisne. U stvari, izbor osa u prostoru, za koje ce translacije i rotacije
sigurno biti nezavisne, podleze izvesnim potrebnim i dovoljnim uslovima. Ovi us-
lovi, iako postavljaju neizbezna ogranicenja, ipak ostavljaju slobodu izbora transla-
cionih i rotacionih osa u vrlo sirokim granicama. Tako ce se za svaku mogucu kom-
binaciju nezavisnih translacija i rotacija moCi odrediti nebrojeno mnogo odgovara-
jucih pojedinacnih rasporeda translacionih i rotacionih osa u prostoru. Skup svih
tih pojedinacnih rasporeda osa za jednu od kombinacija nezavisnih translacija i
rotacija sacinjavace ono sto ce se zvati opsti raspored osa za tu kombinaciju. Drugi
deo problema zapravo odnosi se na odredivanje takvih opstih rasporeda osa za sve
moguce kombinacije nezavisnih translacija i rotacija.

Posle prednjih utanacenja moze se zakljuciti da se problem 0 raznim oblicima
elementarnog pomeranja krutog tela postavlja u ova dva dela:

prvo, ustanoviti sve kombinacije translacija i rotacija u maksimalnom hroju
od sest njih, za koje ce one moti hili nezavisne; i

drugo, za sve takve komhinacije translacija i rotacija odrediti opste rasporede
translacionih i rotacionih osa, za koje ce translacije i rotacije hiti sigurno nezavisne.

Pri tome valja naglasiti, da je ovakvo razclanjivanje problema na dva dela
sarno metodoloskog karaktera, a ne i sustinskog. Stvarno, kako se to uvida iz pred-
njih objasnjenja, jedan deo problema odvojen od drugog ne bi imao samostalnog
kinematickog smisla; tek uzeti zajedno oni dobijaju puni kinematicki smisao. No,
u resavanju citavog problema metodoloski se pokazuje podesnijim da se raspravi
najpre prvi njegov deo, pa potom drugi, ne gubeCi, svakako, iz vida njihovu uzajamnu
povezanost.

3. Resenje problema

Kinematicki problem 0 razliCitim oblicima elementarnog pomeranja krutog
tela, koji je u prethodnom clanu postavljen na precizan nacin, mogao bi se resavati
u okvirima same kinematike, koristeCi dakle u prvom redu kinematicka sredstva.
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No, kako se videlo u pristupnom Clanu 1, umesto da se ide takvim samostalnijim
kinematickim putem, do resenja se moze doCi na jedan elegantan posredan nacin.
Nairne, u statici krutog tela postoji potpuno analogni problem, Cije resenje je vec
dovedeno do zadovoljavajuceg kraja. Ta analogija izmedu statike i kinematike kru-
tog tela pokazala se ne sarno formalna na osnovu teorije vezanih vektora vec i me-
hanicki uslovljena na osnovu principa virtuelnih radova. Bilo po jednoj osnovi
bilo po drugoj, uspostavljena analogija dopusta da se rezultati dobijeni u statici
doslovno prevedu u kinematiku, zamenjujuCi jedino staticke veliCine sa analognim
kinematickim velicinama. U resavanju sadasnjeg kinematickog problema upravo
ce se postupiti na takav naCin.

Prvi deo problema. - Prvi deo problema, koji se odnosi na ustanovljavanje
svih moguCih kombinacija od po sest nezavisnih translacija i rotacija, resava se re-
lativno lako.

U pristupnom Clanu 1 vec je bilo nagovesteno da ce po analogiji sa statikom
u kinematici krutog tela postojati kao tipski oblici njegovog elementarnog pomera-
nja cetiri moguce kombinacije nezavisnih translacija i rotacija, koje su bile oznacene
sa 1°, 2°, 3°, 4°. Neophodno je sada da se takvom nagovestavanju pruzi punosna-
zna potvrda.

Radi toga, obratimo se po novo i sa vise paznje na izvodenje i rezultate u geo-
metrijskoj statici [1]. Tamo je posle dovoljno podrobnih i strogih rasudivanja izve-
deno pet opstih teorema, oznacenih sa 1, 2, 3, 4, 5, pomocu kojih se ustanovljavaju
cetiri moguce kombinacije od po sest nezavisnih ravnoteznih jednaCina 0 projekci-
jama i 0 momentima sila. Nairne, prve cetiri teoreme odnose se respektivno na
ovakve cetiri njihove kombinacije:

1) sest 0 momentima sila,
2) pet 0 momentima sila i jedna 0 projekcijama sila,
3) cetiri 0 momentima sila i dye 0 projekcijama sila, i
4) tri 0 momentima sila i tri 0 projekcijama sila;

doCim peta teorema utvrduje da nezavisnih ravnoteZilih jednaCina 0 projekcijama
sila moze biti najvise tri, Cime se u isti mah iskljucuje mogucnost daljih kombinacija.
No, u pristupnom clanu je pokazano da, kako na osnovu teorije vezanih vektora
tako i na osnovu principa virtuelnih radova, postoji punovazna analogija izmedu
ravnoteznih jednaCina 0 projekcijama sila i 0 momentima sila u statici krutog tela
i respektivno translacija i rotacija u kinematici krutog tela. Prema tome, sa sigurnoscu
se moze zakljuCiti, da ce na krutom telu postojati cetiri kombinacije od po sest ne-
zavisnih translacija i rotacija, oznacene ranije sa 1°, 2°, 3°, 40, i nijedna vise.

Time je iscrpljeno resenje prvog dela problema.
Drugi deo problema. - Ovaj drugi deo problema zahteva da se odrede opsti

rasporedi translacionih i rotacionih osa, za koje ce translacije i rotacije, u svakoj
od cetiri moguce kombinacije njihove, ispasti sigurno nezavisne. On je slozeniji i
obimniji od prvog dela problema.

Za njegovo resavanje takode ce pruziti punu pomoc geometrijska statika.
Navedene prve cetiri staticke teoreme 1, 2, 3, 4 ne sarno da ustanovljavaju moguce
kombinacije nezavisnih ravnoteznih jednacina 0 projekcijama i 0 momentima sila,
nego istovremeno odreduju i opste rasporede projekcijskih i momentnih osa za
njih. No, prema zakljuccima u pristupnom clanu postoji takode punovafna analo-
gija izmedu projekcijskih i momentnih osa u statici krutog tela i respektivno transla-
cionih i rotacionih osa u kinematici krutog tela, tako da se opsti rasporedi statickih



Razliciti oblici elementarnog pomeranja krutog tela 13

osa sa nezavisnim ravnoteznim projekcijskim i momentnim jednacinama po kla-
paju sa respektivnim opstim rasporedima kinematickih osa sa nezavisnim transla-
cijama i rotacijama. Prema tome, resenje drugog dela problema ce se dobiti, kada
se recene cetiri staticke teoreme doslovno prevedu na kinematicki jezik.

Kao i u statici, bice preglednije da se cetiri analogne kinematicke teoreme
razmatraju ponaosob. Mada su staticke teoreme 1, 2, 3, 4 isle obrnutim redom
zbog metodoloske podesnosti u njihovom izvodenju, ovde ce se zadrfati poredak
naznacen oblicima 1°, 2°, 3°, 4°, buduCi da je oblik 1° do sada jedino i bio poznat
u kinematici krutog tela.

1° U usvojenom poretku kao prvi tipski oblik elementarnog pomeranja krutog
tela javlja se kombinacija od tri translacije i tri rotacije, koje pri pravilnom izboru
odnosnih translacionih i rotacionih osa u prostQru treba da budu nezavisne medu
sobom. U ovom drugom delu problema radi se 0 tome da se odredi opsti raspored
tih nezavisnih translacionih i rotacionih osa kao skup svih moguCih pojedinacnih
rasporeda njihovih. To ce se postiCioslanjajuci se na uspostavljenu analogiju izmedu .

statike i kinematike krutog tela.
Nairne, u geometrijskoj statici opsti raspored od po tri projekcijske i momentne

ose, za koje ce odnosne ravnotezne jednaCine biti nezavisne, uslovljen je ovakvom
teoremom:

Za sastavljanje najvise sest nezavisnih jednaCina ravnoteze sila na krutom
telu, po tri 0 momentima i 0 projekcijama sila, potrebno je i dovoljno da ni tri mo-
mentne ose ni tri projekcijske ose ne budu ponaosob paralelne sa po kakvom ravni.

Prevedimo sada tu staticku teoremu u analognu kinematicku teoremu. Radi
toga, ravnotezne jednaCine 0 projekcijama i 0 momentima sila treba zameniti res-
pektivno sa translacijama i rotacijama, a projekcijske i momentne ose respektivno
sa translacionim i rotacionim osama. Na taj naCin, za trazeni opsti raspored od po
tri translacione i rotacione ose sa nezavisnim translacijama i rotacijama izvodi se ova

T e 0 rem a 1. Da bi najvise sest translacija i rotacija, koje vrsi jedno kruto
telo, i to po tri translacije i rotacije, bile medusobno nezavisne, potrebno je i dovoljno
da ni tri translacione ose ni tri rotacione ose ne budu ponaosob paralelne sa po kakvom
ravni.

Pogledajmo podrobnije opsti raspored kinematickih osa odreden tom teore-
mom. Kao sto je ranije pomenuto, takav njihov raspored predstavlja znatno pro-
sirenje uobicajenog rasporeda u vidu jednog proizvoljno izabranog troosnog koor-
dinatnog sistema: umesto zajednickih i konkurentnih translacionih i rotacionih osa,
izvedena teorema dopusta da se one biraju odvojeno jedne od drugih u pravcima
osa dvaju razliCitih koordinatnih sistema i da se stavise ove ose pomeraju paralelno
samima sebi. Takvo prosirenje opsteg rasporeda kinematickih osa postaje razumljivo
kada se proprate rasudivanja u geometrijskoj statici, koja su dovela do krajnje op-
steg rasporeda analognih statickih osa. Medutim, nece biti potrebno mnogo truda
da se do opsteg rasporeda kinematickih osa dode neposrednim kinematickim rasu-
divanjima.

Zaista, sto se tice odvojenosti translacionih od rotacionih osa i paralelnog
pomeranja translacionih osa, to se, kako je i ranije naznaceno, odmah uvida: vektor
translacije i vektor rotacije sa zajednickim pocetkom i uopste proizvoljnim pravcima
u prostoru, koji saCinjavaju redukcioni kinematicki torzer, mogu se ponaosob raz-
loziti u po tri nezavisne komponente u pravcima osa dva razliCita koordinatna
sistema; potom, ose triju komponentnih translacija, buduCi da translacije predstav-
ljaju slobodne vektore, mogu se bez daljeg razmisljanja pomeriti paralelno samima
sebi. Dakle, preostaje jos da se pokafe mogucnost paralelnog pomeranja takode i



14 Borislav Lilic

rotacionih osa. Evo, kako se to postize najednostavan naein. Sve tri rotacije, prvobit-
no u pravcima osa jednog koordinatnog sistema, daju se pomeriti paralelno samima
sebi, uz dodavanje po jedne translacije sa odgovarajuCim pravcem nuzno normalnim
na odnosnu rotaciju. Svaka od tih triju novih translacija daje se zatim razloziti u po
tri komponente u pravcima triju nekomplanarnih osnovnih translacionih osa, Cime
ce se onda brzine triju prvobitnih komponentnih translacija uopste promeniti.
Prema tome, u konacnom rezultatu takode ce i rotacione ose biti paralelno proizvo-
ljno pomerene, uz konzekventnu promenu brzina uopste svih triju prvobitnih kom-
ponentnih translacija.

2° Drugi tip ski oblik elementarnog pomeranja krutog tela predstavlja kom-
binacija od dye translacije i eetiri rotacije, te sada u drugom delu postavljenog prob-
lema treba odrediti odnosni opsti raspored translacionih i rotacionih osa, za koje
ce one biti medusobno nezavisne.

Za analogni opsti raspored projekcijskih i momentnih osa sa odnosnim neza-
visnim ravnoteznim jednaCinama geometrijska statika pruza ovakvu teoremu:

Za sastavljanje najvise sest nezavisnih jednaCina ravnoteze sistema sila na
krutom telu, i to eetiri 0 momentima sila i dye 0 projekcijama sila, potrebno je i
dovoljno da sest osa - eetiri momentne i dye projekcijske - budu izabrane ovako:

od eetiri momentne ose, tri su konkurentne i nekomplanarne, a eetvrta ne pro-
lazi kroz njihovu konkursnu taeku;

dye projekcijske ose nisu obe paralelne ni sa jednom ravni normalnom na
ravan povueenu kroz konkursnu taeku triju prvih momentnih osa i kroz eetvrtu
momentnu osu.

Prevodenjem te staticke teoreme na analogni kinematieki jezik, za opsti ras-
pored od dye translacione ose i eetiri rotacione ose sa nezavisnim translacijama i
rotacijama imace se ova kinematieka

T e 0 rem a 2. Da bi najviJe Jest translacija i rotacija, koje vrJi jedno kruto
telo, i to dve translacije i cetiri rotacije, bile medusobno nezavisne, potrebno je i dovoljno
da Jest osa - dve translacione i cetiri rotacione - budu izabrane ovako:

od cetiri rotacione ose, tri su konkurentne i nekomplanarne, a cetvrta ne prolazi
kroz njihovu konkursnu tacku;

dve translacione ose nisu obe paralelne ni sa jednom ravni normalnom na ravan
povucenu kroz konkursnu tacku triju prvih rotacionih osa i kroz cetvrtu rotacionu
osu.

Izvodenje ove teoreme 2 neposrednim kinematiekim rasudivanjima ne bi
bilo tako jednostavno kao sto je bilo izvodenje prethodne teoreme 1. Ono sto se
daje brzo videtijeste jedino prelazak sa kombinacije 1° od po tri translacije i rotacije
na kombinaciju 2° od dye translacije i eetiri rotacije.

Zaista, podimo od kombinacije 1° sa prvobitnim posebnim rasporedom tran-
slacionih i rotacionih osa upravljenih po osama jednog koordinatnog sistema. Za-
mislimo, potom, da se jedna ma koja od triju translacija zameni sa jednim ma kojim
od mnogih ekvivalentnih rotacionih spregova, tako da jedna od dveju rotacija sprega
prolazi kroz koordinatni poeetak. Razlazuci onda tu rotaciju sprega u tri komponentne
rotacije u pravcima koordinatnih osa, ove tri komponentne rotacije se mogu prido-
dati trima prvobitnim rotacijama upravljenim takode po istim koordinatnim osama.
ana druga rotacija sprega zauzela bi pri tome svoj polozaj u prostoru saobrazno
izabranom spregu, no svakako bi prolazila mimo koordinatnog poeetka. Prema tome,
u konaenom rezultatu jedna od triju translacija bila bi transformisana u jednu eet-
vrtu rotaciju mimo koordinatnog poeetka, uz odgovarajucu pro menu triju prvobit-
nih rotacija u pravcima koordinatnih osa.
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Ocevidno, prevodenje kinematicke kombinacije 1° na kinematicku kombina-
ciju 2° moglo bi se izvesti na nebrojeno mnogo naCina, zahvaljujuCi dvema naznace-
nim proizvoljnostima: slobodi izbora jedne od triju translacija, koja se transformise
u cetvrtu rotaciju, i narocito slobodnom izboru ekvivalentnog rotacionog sprega
za tu izabranu translaciju. Takvi razliCiti naCini prevodenja prve kombinacije u
drugu dace i razliCite pojedinacne rasporede odnosnih translacionih i rotacionih
osa u prostoru, koji ce, uzeti skupa, sacinjavati opsti njihov raspored za ovu drugq
kombinaciju. Sagledati neposredno iz samog opisanog transformacionog postupka
taj opsti raspored osa u onakvoj sazetoj formulaciji kako je daje teorema 2 nesum-
njivo je nemoguce. U svakom slucaju, da bi se do takve formulacije opsteg rasporeda
kinematickih osa doslo kinematickim putem, bila bi neophodna dalja podrobnija
rasudivanja na osnovu teorije vezanih vektora, analogna onima koja su bila sprove-
dena u geometrijskoj statici pri odredivanju korespondentnog opsteg rasporeda
statickih osa. A to je zapravo ono sto se i htelo izbeci uspostavljanjem kinematicko-
-staticke analogije.

3° Na redu je da se za kombinaciju od jedne translacije i pet rotacija, koja
saCinjava treCi tip ski oblik elementarnog pomeranja krutog tela, u smislu drugog
dela problema odredi opsti raspored translacione i rotacionih osa, za koje ce trans la-
cija i rotacije biti nezavisne.

U geometrijskoj statici se za analogni opsti raspored od jedne projekcijske
ose i pet momentnih osa sa nezavisnim odnosnim ravnoteznim jednaCinama nalazi
ovakva teorema:

Za sastavljanje najvise sest nezavisnih jednacina ravnoteze sistema sila na
krutom telu, i to pet 0 momentima sila i jedne 0 projekcijama sila, potrebno je i
dovoljno da sest osa - pet momentnih i jedna projekcijska - budu izabrane ovako:

od pet momentnih osa, tri su konkurentne i nekomplanarne, a ostale dye
ne prolaze kroz njihovu konkursnu tacku i ne leze u jednoj ravni sa njom;

docim projekcijska osa nije normalna na presecnu pravu dveju ravni povu-
cenih kroz konkursnu tacku prvih triju momentnih osa i kroz ostale dye momentne
ose.

Saobrazno toj statickoj teoremi, za odredivanje opsteg rasporeda od jedne
translacione ose i pet rotacionih osa sa odnosnom translacijom i rotacijama neza-
visnim medu sob om dobija se ova kinematicka

T e 0 rem a 3. Da bi najvise sest translacija i rotacija, koje vrSi jedno kruto
telo, i to jedna translacija i pet rotacija, bile medusobno nezavisne, potrebno je i dovo-
ljno da sest osa - jedna translaciona i pet rotacionih - budu izabrane ovako:

od pet rotacionih osa, tri su konkurentne i nekomplanarne, a ostale dve ne pro-
laze kroz njihovu konkursnu tacku i ne leze u jednoj ravni sa njom;

doCim translaciona osa nije normalna na preseenu pravu dveju ravni povucenih
kroz konkursnu tacku prvih triju rotacionih osa i kroz ostale dve rotacione ose.

U pogledu teskoca da se ova teorema 3 izvede neposrednim kinematickim
rasudivanjima vredece utoliko pre one napomene koje su bile uCinjene u vezi sa
teoremom 2. Jer, tamo se radilo 0 prevodenju jedne translacije u jednu rotaciju, a
ovde pak 0 prevodenju dveju translacija u dye rotacije. Sto se tice samog prevodenja
kinematicke kombinacije 1° preko kinematicke kombinacije 2° na kinematicku kom-
binaciju 3°, ne bi se imalo reCi nista principijelno novo: istim kinematickim postup-
kom, kojim je bila transformisana jedna od triju translacija u cetvrtu rotaciju, mo-
gla. bi se transformisati i druga translacija u petu rotaciju. Ali, odredivanje opsteg
rasporeda odnosnih osa za ovu kombinaciju 3° od jedne translacije i pet rotacija,
nezavisnih medu sobom, na osnovu samo takvog transformacionog kinematickog
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postupka, bez daljih podrobnih izvodenja analognih onima u geometrijskoj statici,
bilo bi nesumnjivo nemoguce.

- Analogno izvodenju u geometrijskoj statici, iz opsteg rasporeda kinema-
tickih osa odredenog teoremom 3° moze se izdvojiti kao karakteristicna njegova
posebnija tetraedarska varijanta. Nairne, u geometrijskoj statici je kao posledica
napred navedene opste teoreme izvedena ovakva teorema:
. Sest ravnoteznih jednaCina za kruto telo, i to pet 0 momentima sila u pogledu

na pet ivica jednog tetraedra i jedna 0 projekcijama sila na pravac njegove ivice
naspramne onoj koja nije uzeta za momentnu osu, bice nezavisne.

Toj statickoj teoremi odgovarala bi onda, kao posledica opste kinematicke
teoreme 3, sledeca kinematicka teorema 0 posebnijem tetraedarskom rasporedu
nezavisnih kinematickih osa:

T e 0 rem a 3'. 5est komponentnih elementarnih pomeranja krutog tela,
i to sest rotaeija u praveima pet iviea jednog tetraedra i jedna translaeija u praveu
njegove iviee naspramne onoj koja nije uzeta za rotacionu osu, bice nezavisna.

- Primer za drugi karakteristican raspored nezavisnih osa kod sadanje ki-
nematicke kombinacije 30 moze se takode pozajmiti iz geometrijske statike. To je
raspored osa koji obrazuju dva pravougla koordinantna sistema Oxyz i O'x'y'z,
sa zajednickom osom Oz i paralelnim osam au ostala dva njihova para (s1. 5): jedna

~

translacija VI upravljena je po osi Oz, a pet
---+ -+ ---+ ---+ ---+

rotacija <t>1> <t>z, <t>3, <t>4, <t>5 upravljene su

respektivno po osama Ox, Oy,Oz, O'x', O'y'.
Vidi se i ovde neposredno da takav poseb-
ni raspored osa pripada njihovom opstem
rasporedu, koji odreduje teorema 3; no, on
se moze smatrati i kao granicni slucaj tetrae-
darskog rasporeda osa po teoremi 3', kada
se jedna tetraedrova ivica udaljava besko-
nacno, kako se to objasnjava u geometrijskoj
statici.

4° Najzad, ostaje da se odredi opsti
raspored za sest rotacionih osa u kombinaciji
4° od sest nezavisnih rotacija, koja predstavlja
cetvrti i ujedno poslednji tipski oblik ele-
mentarnog pomeranja krutog tela.

Staticka teorema 0 opstem rasporedu
analognih statickih nezavisnih osa glasi:

Da bi najvise sest momentnih jednaCina ravnoteze sistema sila na krutom telu
bile medusobno nezavisne, potrebno je i dovoljno da one budu sastavljene u po-
gledu na sest momentnih osa, takvih da su tri konkurentne i nekomplanarne, a da
od ostalih triju nijedna ne susrece ni u konacnosti ni u beskonacnosti presecnu pravu
dveju ravni povucenih kroz konkursnu tacku i one druge dye ose.

Dakle, za opsti raspored sest nezavisnih rotacionih osa imace se ova kinema-
ticka

._.~
yo

Sl. 5

T e 0 rem a 4. Da bi najvise sest rotaeija, koje vrsi jedno kruto telo, bile
medusobno nezavisne, potrebno je i dowljno da tri rotacione ose budu konkurentne i
nekomplanarne, a da od ostalih triju roiaeionih osa nijedna ne susreee ni u konacnosti
ni u beskonacnostipreseenupravu dveju ravni povucenih kroz konkursnu tacku i one
druge dve ose.



Razliciti oblici elementarnog pomeranja krutog tela 17

Napomenimo i ovde da se kombinacija 4° od sest rotacija takode daje izvesti
neposrednim kinematickim rasudivanjima iz kombinacije 1° od tri translacije i tri
rotacije, kao sto je to bilo pokazano za prethodne dye kinematicke kombinacije
2° i 3°. Radi toga, treba opisani transformacioIii po stupak primeniti dalje, tako da se,
posle prevodenja dveju translacija u cetvrtu i petu rotaciju, i treca translacija prevede
u sestu rotaciju. Ali, odredivanje opsteg rasporeda sest nezavisnih rotacionih osa
neposrednim kinematiCkim putem zahtevalo bi daleko podrobnija izvodenja, ana-
logna onima u geometrijskoj statici; a to je ovde izbegnuto koriscenjem kinematicko-
-staticke analogije.

- U geometrijskoj statici je pokazano da se karakteristicni tetraedarski
raspored sest nezavisnih rotacionih osa javlja kao posledica njihovog opsteg ras-
poreda po prednjoj statickoj teoremi. Analogno tome, kao posledica opste kine-
maticke teoreme 4° za posebniji tetraedarski raspored sest rotacionih osa rezultuje
ova kinematicka

T e 0 rem a 4'.
nezavisne.

Ova teorema je u pristupnom clanu 1 vec bila izvedena i neposrednim kine-
matickim rasudivanjima, no analognim opet onim u geometrijskoj statici.

- Isto tako, u geometrijskoj statici se iz navedene opste staticke teoreme
izvode nekoliko posledica 0 izboru osa pri sastavljanju nezavisnih momentnih
jednaCina ravnoteze. Evo analognih posledica iz opste kinematicke teoreme 4 0 izboru
osa sa nezavisnim rotacijama:

1) Za tri ose u jednoj ravni, koje nisu ni konkurentne ni paralelne (drukcije
receno, koje se ne seku u jednoj tacki ni u konacnosti ni u beskonacnosti), tri rota-
cije bice nezavisne.

2) Naprotiv, od tri rotacije oko tri konkurentne ili paralelne ose u jednoj
ravni jedna mora biti zavisna.

3) Isto tako, od cetiri rotacije oko cetiri ose u jednoj ravni bar jedna ce biti
zavisna.

4) Ako ne za tri paralelne ose u ravni po posledici 2), onda:
Za tri paraIelne ose sto ne leze u jednoj ravni tri rotacije ce biti nezavisne.
5) Naprotiv, od cetiri rotacije oko cetiri paralelne ose bar jedna ce biti zavisna.
Valja napomenuti da bi se ove posledice mogle sasvim brzo izvesti na osnovu

Cinjenice da rotacija predstavlja vektor vezan za pravu, pa da se one onda u smislu
postojece kinematicko-staticke analogije obratno prenesu u statiku radi usta-
novljavanja uslova za nezavisnost korespo'1dentnih momentnih jednaCina ravno-
teze.

Sest rotacija u pravcima sest ivica jednog tetraedra bice

5° Cetiri razlicita oblika elementarnog pomeranja krutog tela, koja su treti-
rana u cetiri pretohodne tacke 1°,2°, 3° i 4°, dobijena su na taj nacin sto se, polazeCi
od pocetnog oblika 1° sa tri translacije i tri rotacije, postupno po jedna translacija
preobracaIa u po jednu rotaciju, tako da oblik 2° obrazuju dye translacije i cetiri
rotacije, zatim oblik 3° - jedna translacija i pet rotacija, i najzad oblik 4° - svih
sest rotacija. Sa formalnog gledista, polazeCi opet od pocetnog oblika 1°, translacije
i rotacije u ukupnom broju od sest njih mogle bi se kombinovati i u obratnom smeru,
tako da se broj translacija povecava a broj rotacija smanjuje. Medutim, takve dalje
kombinacije nisu i stvarno moguce. Kako je vec objasnjeno u pristupnom clanu 1,
razlog je sasvim jednostavan: buduCi da je brzina translacije krutog tela slobodan
vektor, translacije koje bi dosle preko tri nezavisne translacije nuzno bi bile zavisne
od njih. Prema tome, u analogiji sa statickom teoremom za najvise tri nezavisne
jednaCine 0 projekcijama sila, ustanovljena je ova kinematicka

2 Publikacije
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T e 0 rem a 5. Nezavisnih translacija krutog tela u raznim pravcima u pros-
toru moze hiti najvise trio

4. Posebna' kretanja krutog tela

U geometrijskoj statici je metodicki podesno da se posebni sistemi sila na
krutom telu razvrstavaju u ovakve tri klase: 1) sistem konkurentnih sila; 2) ravan
sistem sila; 3) sistem paralelnih sila. Za takve pojedine klase posebnih sistema sila
se onda ustanovljavaju razliCite formulacije ravnotdnih uslova i saobrazno njima us-
lovi za nezavisnost ravnoteznih jednaCina sa opstim rasporediina projekcijskih i
momentnih osa. Analogno tome, u kinematici krutog tela bi se takode mogli raz-
matrati isti takvi posebni sistemi rotacija. Medutim, oni nemaju kakvog znacajnijeg
interesa, ni teorijskog ni prakticnog.

U kinematici se, opet iz metodickih razloga, posebna kretanja krutog tela
razlikuju na ovakav naCin:

1) translatorno kretanje;
2) obrtanje oko nepomicne ose;
3) helikoidalno kretanje;
4) obrtanje oko nepomicne tacke; i
5) ravno kretanje.

Svakako da bi bilo od koristi da se saobrazno postavljenom problemu u ovoj ras-
pravi ispitaju mogucnosti razliCitih oblika elementarnog pomeranja i u takvim pose-
bnim slucajevima kretanja krutog tela.

Kako se videlo u proslom clanu, razliCiti oblici elementarnog pomeranja
slobodnog krutog tela zasnivali su se na preobracanju pojedinih komponentnih
translacija u rotacije. Sledstveno tome, odmah se daje zakljuCiti da kod tri posebna
kretanja krutog tela ne mogu postojati razliCiti oblici elementarnog pomeranja:
kod obrtanja oko nepomicne ose i kod obrtanja oko nepomicne tacke i ne postoji
nikakva translacija, a kod helikoidalnog kretanja postoji jedna translacija po odre-
denoj osi i u konstantnom odnosu sa rotacijom. Tako, za razmatranje ostaju samo
dva posebna kretanja: translatorno kretanje sa tri mogucne komponentne translacije
i ravno kretanje sa dye mogucne komponentne translacije. Razmotrimo najpre ovo
drugo posebno kretanje.

Ravno kretanje krutog tela. - Izmedu ravnog kretanja krutog tela i ravnog
sistema sila na krutom telu postoji potpuna analogija u onom smislu kako je uspo-
stavljena u pristupnom clanu 1. Naime, kada se u ravni kretanja uzme jedan dvoosni
koordinatni sistem, onda osnovni oblik ravnog kretanja krutog tela sacinjavaju
dye translacije upravljene po tim koordinatnim osama i jedna rotacija oko ose
upravne na ravan kretanja kroz koordinatni pocetak; aravan sistem sila, u po-
gledu na isti takav dvoosni koordinatni sistem u ravni dejstva sila, redukuje se u
svom osnovnom obliku na dye komponentne sile u pravcima koordinatnih osa i na
spreg sila u koordinatnoj ravni, tako da se kao potrebni i dovoljni uslovi ravnoteze
postavijaju dye jednaCine 0 projekcijama sila na ose i jedna jednaCina 0 momentima
sila u pogledu na koordinatni pocetak, - dakle, u potpunoj analogiji sa kompo-
nentalnom predstavom ravnog kretanja.

No, u geometrijskoj statici se za uslove ravnoteze ravnog sistema sila daju.
postaviti tri razliCite formulacije kao posledice opstih formulacija, koje stoje u analo-
giji sa ustanovljenim kinematickim opstim teoremama 1, 2, 3 u proslom clanu;
cetvrta formulacija ravnoteznih uslova, koja bi bila analogna kinematickoj teoremi
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4, ne dolazi u obzir zbog ogranieenosti pravca u prostoru glavnog vektora ravnog
sistema sila, koji nuzno ostaje paralelan sa ravni dejstva sila. Na osnovu postojece
statieko-kinematicke analogije, takve tri formulacije ravnoteznih uslova i odnosne
tri teoreme 0 nezavisnosti ravnoteznih jednaCina moCi ce se bez daljih rasudivanja
prevesti u tri analogne kine mati eke teoreme 0 tri razliCita oblika elementarnog
pomeranja ravno pokretnog krutog tela, koje ce ujedno biti posledice pomenutih
kinematickih opstih teorema. Ne navodeCi i staticke teoreme, ovde ce se te tri kine-
maticke teoreme za ravno kretanje odmah iskazati kako sledi:

T e 0 rem a I. Kod ravnog kretanja krutog tela za nezavisnost najvise triju
komponentnih kretanja - dveju translacija i jedne rotacije - potrebno je i dovoljno
da rotadona osa prodire ravan kretanja u konacnosti, a da dve transladone ose ne
budu obe paralelne ni sa jednom ravni normalnom na ravan kretanja.

T e 0 rem a 2. Kod ravnog kretanja krutog tela za nezavisnost najvise triju
komponentnih kretanja - jedne translacije i dveju rotacija - potrebno je i dovoljno
da od dveju rotacionih osa bar jedna prodire ravan kretanja u konacnosti, a da tran-
sladona osa ne bude normalna na presecnu pravu ravni kretanja sa ravni povucenom
kroz prodornu tacku prve rotadone ose i kroz onu drugu rotadonu osu.

T e 0 rem a 3. Kod ravnog kretanja krutog tela za nezavisnost najvise
triju rotacija potrebno je i dovoljno da jedna rotaciona osa prodire ravan kretanja u
konacnosti, a da od ostalih dveju rotacionih osa nijedna ne susreie ni u konacnosti ni
u beskonacnosti preseenu pravu ravni kretanja sa ravni povucenom kroz prodornu
tacku i onu drugu osu.

- Opsti rasporedi translacionih i rotacionih osa prednjim trima teoremama
odredeni su na najopstiji moguCi naCin. Medutim, analogno onome u geometrij-
skoj statici, buduCi da se radi 0 ravnom kretanju krutog tela, celishodno je rasporede
osa prilagoditi ravni kretanja. U tome smislu treba smatrati da je mvno kretanje
krutog tela redukovano na kretanje u sopstvenoj ravnijedne rayne figure, kao preseka
krutog tela sa ravni kretanja, pa ose onda uzimati ovako: translacione ose u samoj
ravni kretanja figure; a rotacione ose upravno na tu ravan, tako da se mogu zameniti
rotacionim polovima u njoj. Evo tad a iskaza triju odgovarajuCih teorema sa tak-
vim posebnim rasporedima osa:

T e 0 rem a I'. Kod kretanja ravne figure u sopstvenoj ravni za nezavisnost
najvise triju komponentnih kretanja - dveju translacija po osama u ravni kretanja
i jedne rotacije oko pola u istoj ravni - potrebno je i dovoljno da dve transladone ose
ne budu paralelne.

T e 0 rem a 2'. Kod kretanja ravne figure u sopstvenoj ravni za nezavisnost
najvise triju komponentnih kretanja - jedne translacije po osi u ravni kretanja i
dveju rotacija oko dvaju polova u istoj ravni - potrebno je i dovoljno da transladona
osa ne bude normalna na spojnu pravu dvaju rotacionih polo va.

T e 0 rem a 3'. Kod kretanja ravne figure u sopstvenoj ravni za nezavisnost
najvise triju rotacija oko triju polova u ravni kretanja potrebno je i dovoljno da tri
rotadona pola ne lete na jednoj pravoj.

Translatornokretanjekrutogtela. - Za razliku od ravnog kretanja, za tran-
slatorno kretanje krutog tela se ne moze naCi podesan staticki analogon, koji bi se
iskoristio u ustanovljavanju razliCitih oblika njegovog elementarnog pomeranja.

Na prvi pogled, pomislilo bi se da je translatorno kretanje analogno sistemu
konkurentnih sila, koji se uopste redukuje na jednu rezultantnu silu, buduci da su
komponentne translacije analogne ravnoteznim jednacinama 0 projekcijama sila.
Ali, dok je rezultanta konkurentnih sila vezani vektor, koji nuzno prolazi kroz

2*
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konkursnu tacku sila, dotle je translaciona brzina slobodan vektor. Stoga, geome-
trijska rasudivanja 0 sistemu konkurentnih sila gube vaznost za translatorno kretanje.

Posto se translacija moze predstaviti kao spreg rotacija, svakako bi joj onda
bolji analogon bio spreg sila, koje su na krutom telu kao i rotacije vektori vezani
za prave. Medutim, u geometrijskoj statici se nije pokazivala neka potreba i korist
da se spreg sila predstavlja drugaCijim ekvivalentnim sistemom sila, sto bi sad u
kinematici eventuall10 posluzilo da se translatorno kretanje preko sprega rotacija
predstavlja razliCitim ekvivalentnim sistemima rotacija.

Prema tome, u proucavanju razliCitih oblika elementarnog pomeranja pri
translatornom kretanju krutog tela treba se osloniti na samostalna kinematicka
rasudivanja.

Na prvom mestu, treba konstatovati da translatorno kretanje krutog tela u
jednom trenutku moze imati ma kakav pravac u prostoru. Zbog toga, u smislu
cetiri prve opste teoreme iz proslog clana za translatorno kretanje dolaze u obzir
sva cetiri oblika elementarnog pomeranja.

- Najpre, saobrazno opstoj teoremi I, kada se zadde u paznji sarno kom-
ponentne translacije, za prvi oblik elementarnog pomeranja pri translatornom
kretanju krutog tela moze se odmah iskazati ova, i neposredno ocevidana,

T e 0 rem a I. Translatorno kretanje krutog telau jednom trenutku moze se
ostvariti sa tri komponentne translacije, za ciju nevavisnost je potrebno i dovoljno da tri
translacione ose ne budu sve paralelne sa kakvom ravni.

- Zatim, da bi se dobio drugi oblik elementarnog pomeranja pri transla-
tornom kretanju krutog tela, saobrazan opstoj teoremi 2, trebalo bi u prvom obliku
jednu od triju komponentnih translacija transformisati u jednu rotaciju. Medutim,
to ovde nije moguce. Sve sto se moze jeste da se jedna komponentna translacija za-
meni sa jednim ~kvivalentnim spregom rotacija, sa kojim se dalje nista vise ne moze
uCiniti, tako da on ostaje da egzistira kao trece samostalno komponentno kretanje
translatornog kretanja. Prema tome, za drugi oblik ce se imati ova

T e 0 rem a 2. Translatorno kretanje krutog tela u jednom trenutku moze
se ostvariti sa dve komponentne translacije i sa jednim komponentnim spregom rotacija,
za ciju nezavisnost je potrebno i dovoljno da dve translacione ose i normala na ravan
rotacionog sprega ne budu sve tri paralelne sa kakvom ravni.

- Dalje, treCi oblik elementarnog pomeranja pri translatornom kretanju
krutog tela dobice se, kada se u drugom obliku i druga komponentna translacija
zameni sa ekvivalentnim spregom rotacija. Posle toga bi se, bez povrede nezavisnosti
oba komponentna sprega rotacija, dye rotacije, uzete po jedna iz svakog sprega,
mogle sloziti u jednu rotaciju, tako da bi se ukupan broj od cetiri rotacije redukovao
na tri, izmedu kojih ce jos nuzno postojati jedna odredena zavisnost. Medutim,
time se nista naroCito ne postize na uproscavanju kinematickog oblika, te je ipak
celishodnije ostaviti da oba rotaciona sprega egzistiraju kao sarno stain a komponen-
tna kretanja. Prema tome, za drugi oblik se dobija ova

T e 0 rem a 3. Translatorno kretanje krutog tela u jednom trenutku moze
se ostvariti sa jednom komponentnom translacijom i sa dva komponentna sprega
rotacija, za ciju nezavisnost je potrebno i dovoljno da translaciona osa i dve normale
na ravni dvaju rotacionih spregova ne budu sve tri paralelne sa kakvom ravni.

- Najzad, za cetvrti oblik elementarnog pomeranja pri translatornom kre-
tanju krutog tela treba jos i trecu komponentnu translaciju zameniti sa ekvivalentnim
spregom rotacija. Kada bi se posle toga ovde, takode bez povrede nezavisnosti
triju komponentnih spregova rotacija, slozile tri rotacije, uzete po jedna iz svakog
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njihovog sprega, u jednu rotaciju, dobile bi se svega cetiri rotacije, izmedu kojih
ce jos nnzno postojati jedna odredena zavisnost.

Intencija da se ta rezultantna rotacija podesnim izborom njenih triju kompo-
nentnih rotacija eventualno anulira, tako da kao ekvivalentna zamena translator-
nom kretanju ostanu sarno tri nezavisne rotacije, nije nikako ostvarljiva. Zaista,
da bi tri rotacije dale translaciju, potrebno bi bilo da njihov glavni momenat u po-
gledu na razne tacke prostora bude isti. Za to bi, pak, bilo potrebno da glavni vek-
tor tih triju rotacija bude jednak nuli. A opet za ovo bilo bi potrebno da tri rotaciona
vektora budu paralelna sa kakvom ravni. Medutim, to je one sto je nemoguce;
jer, translatorno kretanje slobodnog krutog tela moze imati proizvoljan pravac u
prostoru, te je onda geometrijski neophodno da tri rotacije budu rasporedene u
svima trima dimenzijama prostora, a ne sarno u dvema. Na takvu geometrijsku
protivrecnost se zapravo svodi ogranicavajuCi uslQv da glavni vektor triju rotacija
mora biti jednak nuli.

Prema tome, i ovde se pokazuje celishodno da se tri komponentna rotaciona
sprega ostave da egzistiraju samostalno. Tako se za cetvrti oblik translatornog kre-
tanja ustanovljava ova

T e 0 rem a 4. Translatorno kretanje krutog tela u jednom trenutku moze se
ostvariti sa tri komponentna sprega rotacija, za ciju nezavisnost je potrebno i dovoljno
da tri normale na ravni triju rotacionih spregova ne budu sve paralelne sa kakvom
ravni.

5. Zakljucak 0 opstem kretanju krutog tela

Opste teoreme 0 razliCitim oblicima elementarnog pomeranja slobodnog
krutog tela, izvedene u clanu 3, dopustaju da se 0 njegovom opstem kretanju uCini
jedan vazan zakljucak.

Podimo u rasudivanju od teorije 0 slaganju translacija i rotacija. U toj teoriji
se pokazuje da se krutom telu mogu saopstiti translacije i rotacije u ma kakvim
brojevima. Iz toga se stice utisak da ce kretanje krutog tela dobijati sve opstiji
oblik ukoliko mu se bude saopstavalo sve vise translacija i rotacija, tako da bi naj-
opstije kretanje njegovo zahtevalo cak i beskonacno mnogo translacija i rotacija.
Istina, u toj teoriji se takode pokazuje da se sistem od ma kakvih brojeva transla-
cija i rotacija moze uvek redukovati na kinematicki torzer od svega jedne translacije
i rotacije, koji na centralnoj osi sistema prelazi u kinematicku dinamu kao vektor-
skog predstavnika trenutnog helikoidalnog kretanja; pa, kako se i proizvoljno kre-
tanje slobodnog krutog tela svodi na trenutno helikodialno kretanje, moglo bi se
mozda smatrati da je vec u proizvoljnim sistemima translacija i rotacija sadriano
i takvo proizvoljno kretanje. Ali, kod proizvoljnog kretanja slobodnog krutog tela
osa trenutnog helikoidalnog kretanja moze zauzimati proizvoljan polozaj u prostoru;
a sa druge strane, pak, ne vidi se neposredno da Ii i proizvoljni sistemi translacija i
rotacija obezbeduju takode proizvoljan polozaj ose trenutnog helikoidalnog kretanja
krutog tela. Prema tome, cak i kada se uzme u obzir da sistemi translacija i rotacija
mogu da daju trenutno helikoidalno kretanje, ostaje i dalje utisak da se njima ipak
ne moze proizvoditi proizvoljno kretanje slobodnog krutog tela.

U tome svakako treba videti razloge sto se u kursevima iz mehanike proiz-
voljno kretanje slobodnog krutog tela smatra kao opste njegovo kretanje, a da
proizvoljni sistemi translacija i rotacija predstavljaju posebne slucajeve takvog
opSteg kretanja. Tako, na primer, u Apelovom kursu poglavlje 0 slaganju translacija
i rotacija, posta se pokazalo da se njihovi sistemi uopste redukuju na trenutno heli-
koidalno kretanje, zavrsava se ovakvom konstatacijom:
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»C:injenica sto ma kakav broj translacija i rotacija, koje vrsi jedno kruto telo,
saopstavaju njegovim raznim tackama iste brzine kao i jedno helikoidalno kretanje
nalazi svoj pravi razlog u ovakvoj teoremi: U najopstijem kretanju krutog tela, brzine
u jednom trenutku jesu iste kao i u helikoidalnom kretanju. To cemo zapravo sada
dokazati«.

Medutim, rezultati do kojih se doslo u ovoj raspravi govore da stvari stoje
upravo obrnuto. Na osnovu opstih teorema iz clana 3, da bi se ostvarilo proizvoljno
kretanje slobodnog krutog tela, nije potrebno primenjivati sisteme translacija i ro-
tacija sa vrlo velikim njihovim brojevima: za to je potrebno i dovoljno zadriati
se vec na maksimalnom broju od sest translacija i rotacija, pod jedinim uslovom da
se translacije i rotacije uzimaju u takve cetiri njihove kombinacije i sa takvim ras-
poredima translacionih i rotacionih osa za koje ce one biti nezavisne medu sobom.
Sve translacije i rotacije koje bi se saopstavale krutom telu preko takvih sistema od po
sest nezavisnih translacija i rotacija nuzno bi morale biti zavisne od njih. Drugim re-
Cima, to znaCi da svako dodavanje daljih translacija i rotacija na osnovne sisteme
od sest nezavisnih translacija i rotacija ne bi niukoliko doprinosilo prosirivanju
onog opsteg oblika kretanja krutog tela koji se vec ne bi mogao ostvariti sa tim
osnovnim sistemima; one bi jedino mogle uCiniti da se promene translacije i rotacije
u tim njihovim osnovnim sistemima; dakle, one bi bile obuhvacene ovim osnovnim
njihovim sistemima. U svetlosti takvih Cinjenica onda proizvoljno kretanje slobod-
nog krutog tela postaje ekvivalentno sa sistemima od svega sest nezavisnih transla-
cija i rotacija. Ali, ako je opstost kretanja slobodnog krutog tela vec iscrpljena nje-
govom proizvoljnoscu, kod sistema od sest nezavisnih translacija i rotacija moze se
Ciniti uopstavanje ipak utoliko sto ce se povecavati broj translacija i rotacija, pa
makar ove nove bile sigurno zavisne od onih sest osnovnih.

U tome smislu zapravo i treba zakljuCiti da vec proizvoljni sistemi translacija
i rotacija predstavljaju potpunu generalizaciju kretanja slobodnog krutog tela, te
d:l je prema tome proizvoljno kretanje njegovo nuzno sadrZano u tim sistemima
kao njihova posledica.
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PA3JIIiIQHbIE <I>OPMbI 3JIEMEHTAPHOrO TIEPEME~EHlUI TBEP,iJ,OrO TEJIA

Pe310Me

TIo~ «POpMOH :meMeHTapHOrO nepeMell(eHIIJI TBep~oro Tecla no~pa3YMeBaeTCSI CHCTeMa
He3aBHCHMbiX TpaHCJISI~HH H pOTal\HH, npH nOMOll(H KOTOpblX CTaHOBHTCiI B03MOJKHblM oCYll(e-
CTBHTb npOH3BOJIbHOe pacnpe~eJIeHHe CKopOCTeH no TO'lKaM CBOOO~HO ~BHJKYll(erocSi TBep-
~ora TeJIa.

TIpOOJIeMY 0 nO~OOHbIX pa3JIH'IHbIX «popMax MbI CTaBHM B ~BYX 'IaCTSI:
Bo-nepBblX, clleoyem ycmaH06umb 6ce KOM5uHau,uu mpaHC/lflu,IlU Il pomau,uu npll IlX MaKCIl-

MallbHOM 'lUCile pa6HOM Ulecmu, Ollll KomopblX 3mu KOM5uHau,uu M02ym 5b1mb He3a6UCIlMbIMIl; H

BO-BTOPbIX, Ollll 6cex noo05HbiX KOM5UHaI/IlU mpaHC,11lI/UU U pomal/UU clleoyem ycmaHo-
6umb 05Uflle pacnpeoelleHUIl oceu mpaHClIlll/UU Il pomal/Illl, npu KomopblX mpUHClIlll/ll1l U pomal/UU
5yoym Ha6epHIlKa He3a6UCUMb/MIl.

TIocTaBJIeHHaSi 3a~a'la pernaeTCH KOCBeHHbIM nYTeM: YCTaHOBJIeHHeM COOTBeTCTBYIOll(eH
aHaJIOBI.H Me~y CTaTHKOH H KHHeMaTHKOH TBep~oro TeJIa. KaK H3BeCTHO, :ny aHaJIOrHIO nOJIY-

'IaeM BOOOll(e ,[(BYMHcnocooaMH: nocpe~CTBOM TeopHH CKOJIb3S111(HXBeKTopOB H Ha OCHOBaHlI.H
npHHl\Hna BHpTyeJIbHbIX paOOT. TIoCJIe no~pOOHoro H3Y'1eHHH OCHOBHbIX xapaKTepHCTHK CTa-
TH'IeCKO-KHHeMaTH'IeCKOH aHaJIOrHH COCTaBJIeHa CJIe~lOll(aH

T e 0 p e M a. Ka)[(oall KOM5uHal/UIl U npocmpaHcm6eHHoe pacnpeoelleHlle oceu, O/Ill KomopblX
6 cmamUKe m6epo020 mella MO)[(HO cocma6umb He3a61lCUMbie pa6H06eCHbie ypa6HeHUIl 0 npoeKI/UIlX

U 0 MOMeHmax CUll, 1l6111llOmCIl00H06peMeHHO KOM5uHal/UeU U npocmpaHcm6eHHbiM pacnpeoelleHueM
oceu, Ollll Komopou 6 KUHeMamUKe m6epg020 mella nOIlY'lalOmCIl coom6emCm6eH/lbie He3a6UCUMbie
mpaHClIlll/UU U pomal/uu.

3Ta TeopeMa n03BOJISIeT pe3YJIbTaTbI, KOTopble paHee nOJIY'IaJIHCb B CTaTHKe [1], oYKBaJIbHO
nepeBeCTH B KHHeMaTHKY, 3aMell(aH e~HHCTBeHHO CTaTH'IeCKHe BeJIH'IHHbI COOTBeTCTBYIOll(HMH
KHHeMa TH'IeCKHMH.

TaK, npH perneHHH nepBoH '�aCTH npOOJIeMbl npHXO~HM K BbIBO~Y, '11'0 B KHHeMaTHKe CBO-
50~Horo TBep~OrO TeJIa OY~YT CYll(eCTBOBaTb CJIe~YIOll(He '�eTblpe KOM5HHal\HH no rneCTH He3a-
BHCHMbIX TpaHCJIHl\HH H pOTal\HH:

1° TPH TpaHCJIHl\HH H TPH pOTal\HH,
20 ,[(Be TpaHCJIHl\HH H '�eTblpe pOTal\HH,

3 0 O~Ha TpaHCJIHl\HH H nRTb POTl\HH,
40 rneCTb pOTal\HH.

B Ka'leCTBe perneHHH BTOPOH '�aCTH npoOJIeMbI COCTaBJISIIOTCSI,TaKJKe no aHaJIorHH C ~aH-
HbIMH CTaTHKH, '�eTblpe TeopeMbI 05 OOll(HX pacnpe~eJIeHHHX TpaHCJIHl\HOHHbIX H pOTal\HOHHbIX
oceH ~J1S1 YKa3aHHbIX '�eTblpex B03MOJKHbIX KOMOHHal\Hii: He3aBHCHMbIX TpaHCJIHl\HH H POTal\HH.
Ha npHMep, ~JISI KOMOHHal\HH 10 COCTaBJIeHa cJIe~YIOll(aSi

T e 0 p e Mal. lfm05bl MaKcuMYM Ulecmb mpaHClIlll/UU U pomal/uu, Komopble npou360-
oum m6epooe mellO, npu '�eM no mpu mpa/lCilIll/UU U pomalfuu 5blilU 63aUM/lO /le3a6UCUMbIMU, He-
05XOOUMO U ooCmamO'lHO, '�m05bl HU mpu ocu mpaHclIlll/UU /lU mpu OCIl pomal/uu He 5blilU napa-
IIlIellbHblMU C KaKOU 5bl mo HU 5blil0 n,lOCKocmblO.

He npHBoASI OCTaJIbHbIX Tpex TeopeM C oOJIee CJIOJKHbIMH «pOpMyJIHpOBKaMH, CJIe~yeT npH-
oaBHTb, '11'0 Ha OCHOBaHHH HX nOJIY'IaIOTCH ocooble pacl1pe~eJIeHHH oceH, OJIaronpHHTHbie AJISI
HcnOJIb30BaHHSI. TaK, ~JIH 'IeTBepToH TeopeMbI xapaKTepHo TeTpa3~pH'IecKoe pacnpeAeJIeHHe
rneCTH pOTal\HOHHbIX oeeH. KpoMe Toro, H3 '�eTBepToH TeopeMbI MOJKHO BbIBeCTH HeCKOJIbKO
CJIe~CTBHH 0 BbI50pe oceH C He3aBHCHMbIMH pOTal\HHMH. YKaJKeM TPH H3 HHX:
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1) 1-'13 TpeX pOTal\IfH BOKpyr TpeX nepeceKaIO~IfXCJl HJIH naparmeJIbHbIX OCeH B O,n:HOH nJIOC-

KOCTIf no KpaHHeH Mepe o,n:Ha 5y,!\eT 3aBIfCIfMOH.
2) Ilplf Tpex napaJIJIe.flbHbIX OCHX, He pacnOJIOJKeHHbIX B O,n:HOH nJIOCKOCTIf, Tplf pOTal\IfH

5Y'!\YT He3aBHCHMbIMH.

3) Hao50poT, H3 'feTblpeX pOTal\IfH BOKpyr 'feTblpex napaJIJIeJIbHbIX oceH no KpaHHeH

Mepe O,!\Ha 5y,n:eT 3aBHCIfMOH.

- C TOH JKe TO'fKIf 3peHHH MOJKHO paCCMaTpHBaTb ,!\Ba 'faCTHblX Tlfna ,!\BHJKeHHH TBep,!\oro

TeJIa: nJIOCKOe ,!\BIfJKeHHe If TpaHCJlHTOpHOe ,!\BHJKeHlfe.
y

nJIOCKO ,!\BIfJKy~erocH TBep,!\oro TeJIa YCTaHaBJIIfBaIOTCH TPH pa3JIH'fHbIX cPOpMbI :me-

MeHTapHoro ,[\BIfJKeHHH: 1° .l1;Be TpaHCJIHl\H1f H o,n:Ha pOTal\HH, 2° O.l1;Ha TpaHCJIHl\IfH H ,!\Be pOTal\IfH,

3° TPH pOTal\HH. IlpH 3TOM o5~lfe pacnpe.l1;eJIeHIfH TpaHCJIHl\HOHHblX H POT<l.l\HOHHbIX oceH He
OrpaHIf'fHBaIOTCH YCJIOBHeM, 'fTo5b1 TpaHCJIHl\IWHHbIe OCH 5blJIIf napaJIJIeJIbHbIMH C ITJIOCKOCTbIO

,!\BHJKeHHH, a pOTal\HOHHbIe OCH 5b1JIH nepneH,!\HKyJIHpHbIMH K 3TOH nJIOCKOCTH.

.D:JIH TpaHCJIHTOpHOro ,n:BHJKeHIfH oco50 IfHTepeCHO .l1;OKa3aTeJIbCTBO, '�TO OHO HeB03MOJKHO

B npOlf3BOJIbHOM HanpaBJIeHHIf ocy~eCTBJIHTCH C TpeMH pOTal\HHMIf BOKpyr Tpex onpe,!\eJIeHHbIX
oceH, npOlf3BOJIbHO BbI5paHHblX B npOCTpaHCTBe.


