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RAZLICITI OBLICI ELEMENTARNOG POMERANJA KRUTOG TELA

Borislav Lili¢
1. Pristupanje problemu

Raspravljanju problema o razliéitim oblicima elementarnog pomeranja kru-
tog tela moZe se pristupiti na dvojak nacin:

a. preko teorije vektora vezanih za prave, i

b. preko principa virtuelnih radova.

Upoznaéemo se ponaosob sa takva dva pristupa.

A. Pristup preko teorije vezanih vektora. — Pri proudavanju raspodele brzina
u tac¢kama slobodno pokretnog krutog tela dolazi se do sledeéih zakljudaka.

Brzina v ma koje taCke M tela jeste rezultanta iz brzine vy od trenutne tran-

slacije jednake brzini proizvoljno izabranog pola O u telu i iz brzine Zz_co X r

od trenutne rotacije v oko izvesne ose koja prolazi kroz pol O (sl. 1). No, translaciona

- —_ — —_
brzina vy moZe se zameniti spregom rotacija wg, — g’, ¢iji je momenat jednak vy,
tako da ée stanje brzina raznih tacaka tela biti isto kao kada bi telo vrsilo tri isto-
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vremene rotacije o, w,, — w, (sl. 2). Time je proudavanjeraspodele brzina u pokretnom
telu prevedeno na teoriju o slaganju rotacija. Za ovu teoriju, pak, utvrdeno je da
u njoj vladaju pravila sadrzana u opstoj teoriji vektora vezanih za prave. Odatle se

y D' onda neposredno zakljucuje da, kada se po-

loZaj pola O u telu menja, rotacija » kao

/ N
glavni vektor sistema od tri rotacije o, gy,
— o' ostaje invarijantna, do€im se translaci-

— -~ > -
W, ] ona brzina vy kao glavni momenat toga
Vo rotacionog sistema preinacuje, no tako da
4 o njegova projekcija g na pravac rotacionog

3 —

— / vektora w ostaje takode invarijantna. U vaz-
-, / nom posebnom slucaju, kada se novi pol O’
/ uzme na centralnoj osi DD’ sistema vezanih

—_ = - , . .
/D vektora o, wg, — wg', translaciona brzina

vo postaje kolinearna sa rotacionim vektorom
o 1 jednaka g (sl. 2): dakle, stanje brzina u telu bice isto kao kada bi ono vriilo
trenutno helikoidalno kretanje oko ose DD’, sa ugaonom brzinom « i brzinom

klizanja g.
PrelaZenje od vektorskih formulacija na skalarne zasniva se takode na teoriji

-
o slaganju translacija i rotacija. Naime, prema toj teoriji translaciona brzina vg i

rotaciona brzina w daju se razloZiti u po tri konkurentne i nekomplanarne kompo-
nente, — recimo, u pravcima osa pravouglog Dekartovog koordinatnog sistema
Oxyz, vezanog za telo i sa koordinatnim poéetkom u izabranom polu 0. Buduéi da
svakoj od tih komponentnih brzina odgovara odredeno elementarno pomeranje
krutog tela, u takvom smislu se onda shvata da slobodno kruto telo moze da vrsi
tri trenutne translacije i tri trenutne rotacije, koje su sve medu sobom nezavisne.
Tih $est nezavisnih elementarnih pomeranja, pomodu kojih se moZe ostvariti proiz-
voljno elementarno pomeranje krutog tela, odreduju ujedno i njegovih Sest stepena
slobode kretanja.

— Kada se uporede rasudivanja i stavovi u kinematici o slaganju translacija
i rotacija, kojima je potéinjeno jedno kruto telo, sa rasudivanjima i stavovima u
statici o slaganju sila i spregova sila na krutom telu, uvida se njihova vrlo bliska
analogija. Razlozi za moguénost takve analogije leZe u tome §to teorija o slaganju
translacija i rotacija na krutom telu, sa jedne strane, i teorija o slaganju sila i spre-
gova sila na njemu, sa druge strane, predstavljaju jednu istu svojevrsnu geometriju
obuhvaéenu u teoriji vektora vezanih za prave. U analogiji tih dveju teorija o sla-
ganju raznorodnih vektorskih veli¢ina na krutom telu, silama po odredenim napad-
nim linijama odgovaraju rotacije oko takode odredenih osa, a spregovima sila od-
nosno, taénije, momentima spregova sila u odredenim pravcima odgovaraju transla-
cije u odredenim pravcima. Sledstveno tome onda, ako se u nastavnom kursu iz
mehanike podrobnije izloZila prvo jedna teorija o slaganju, izlaganje druge teorije
potom moZe se skratiti do te mere da se stavovi pretohodne teorije naprosto pre-
piSu uz zamenu jedino odgovarajuéih veli¢ina; ili, metodicki jo§ bolje, ako se pret-
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hodno izloZila zajedni¢ka teorija vezanih vektora, obe teorije o slaganju bi posle
toga postale samo njena primena u jednom sasvim kratkom obimu.

Kao i uopste kod drugih prirodno-nauénih analogija, medutim, ne radi se
ni ovde o prostom konstatovanju analogije izmedu dveju mehani¢kih oblasti i
mogucéem skradivanju u njihovom izlaganju; time bi se znacaj jedne analogije ogra-
ni¢io na njenu takore¢i pasivnu ulogu. Pravi znadaj svake prirodno-nauéne analo-
gije treba da se sastoji u njenoj aktivnoj ulozi: da se saznanja do kojih se dode u
jednoj prirodno-nau¢noj oblasti pokuSaju preneti na drugu analognu oblast. U
takvom aktivnom smislu, zapravo, i namerava se da se u ovoj raspravi iskoristi
postojeca statiCko-kinematiCka analogija za razmatranje problema istaknutog u
njenom naslovu,

Na prvi pogled uodava se sledeca staticko-kinemati¢ka analogija, koja bi se
ujedno mogla smatrati i kao fundamentalna, naporedo sa onom izmedu statickog
slaganja sila i spregova sila i kinemati¢kog slaganja rotacija i translacija. Naime,
u geometrijskoj statici ustanovljava se da se ma kakav sistem sila na krutom telu
redukuje uopste na jednu silu, koja napada proizvoljno izabranu tadku tela, i na jedan
spreg, ¢iji momenat uopSte zaklapa bilo kakav ugao sa silom; takav redukcioni
oblik jeste takozvani torzer za izabranu tacku kao redukcioni pol. U posebnom slu-
&aju, za redukcioni pol uzet na centralnoj osi posmatranog sistema sila torzer pre-
lazi u dinamu, kod koje su redukciona sila i momenat redukcionog sprega koline-
arni. Kada se, pak, sila i momenat sprega kod redukcionog torzera razloZe u po tri
komponente u pravcima osa jednog koordinatnog sistema sa podetkom u redukcio-
nom polu, dobijaju se tri sile u odredenim pravcima koordinatnih osa i tri sprega
sila sa momentima u istim pravcima. Saobrazno takvoj komponentnoj formi reduk-
cionog torzera uspostavljaju se onda i Sest uslova za ravnoteZu sistema sila na kru-
tom telu, kojima se tih Sest mogudih nezavisnih komponenata treba da anuliraju:
tri o projekcijama sila na koordinatne ose i tri 0 momentima sila u pogledu na iste
ose. To su fundamentalne injenice u geometrijskoj statici krutog tela. Uporedujudi
ih sa fundamentalnim {injenicama u kinematici krutog tela, na koje se malodas
podsetilo, ustanovljava se opet n]lhova potpuna analogija: statlckom redukcionom
torzeru od sile i sprega sila, sa izvesnim uglom izmedu sile i momenta sprega uopste
razliitim od nule za prmzvol_]an redukcioni pol, analogan je kinemati¢ki torzer
od trenutne rotacije i trenutne translacije, takode pod izvesnim uglom uopste raz-
li¢itim od nule za proizvoljan pol; stati¢koj redukcionoj dinami kao posebnom sta-
tickom torzeru za redukcioni pol na centralnoj osi sistema sila, sa kolinearnom si-
lom i momentom sprega, analogna je kinematicka dinama u vidu trenutnog heli-
koidalnog kretanja kao posebni kinemati¢ki torzer za pol na centralnoj osi sistema
od tri redukcione rotacije, sa kolinearnom trenutnom rotacijom i trenutnom tran-
slacijom; i jo§, trima silama i trima spregovima sila u odredenim pravcima koordi-
natnih osa analogne su tri rotacije i tri translacije takode u odredenim pravcima
koordinatnih osa.

Zajedno sa stati¢ko-kinematié¢kom analogijom o slaganju, ovakva fundamental-
na analogija izmedu stati¢kog i kinemati¢kog torzera, diname i $est torzerskih kompo-
nenata bila je ve¢ i do sada poznata i kori¥¢ena u mehanici. Medutim, na utanada-
vanju razli¢itih redukcionih oblika u geometrijskoj statici moglo se oti¢i znatno
dalje, takoreéi do krajnjih mogucih granica, nego $to je to slu¢aj u kinematici. Zbog
toga se sasvim prirodno postavlja pitanje: da li se, nastavljajuéi veé uspostavljenu
fundamentalnu analogiju izmedu geometrijske statike i kinematike krutog tela,
rezultati o razliCitim redukcionim oblicima sistema sila na krutom telu u geometrij-
skoj statici daju preneti u kinematiku?
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Naime, u geometrijskoj statici se uspostavilo da se uslovi za ravnoteZu jednog
slobodnog krutog tela mogu formulisati na viSe nadina, zahvaljujuéi dvojakom nji-
hovom karakteru: o projekcijama sila na ose i o momentima sila u pogledu na ose.
U zavisnosti od mogucih kombinacija jedne i druge vrste uslova, za ravnotezu op-
Steg sistema sila na krutom telu postoje Cetiri razliCite formulacije, svagda u ukup-
nom invarijantnom broju od Sest ravnoteznih uslova: [1]

1° tri o projekcijama sila i tri o momentima sila,

2° dva o projekcijama sila 1 etiri 0 momentima sila,
3° jedan o projekcijama sila i pet o momentima sila, i
4° Sest 0 momentima sila.

U udzbenickoj literaturi redovno se nalazi jedino formulacija 1°, a tek po-
gdegde i formulacija 4°. Izbor projekcijskih i momentnih osa za takve Cetiri formula-
cije ravnoteZnih uslova, mada slobodan u vrlo irokim granicama, podleZe izvesnim
ograni¢enjima, koja se utvrduju saobraznim teoremama. Za posebne sisteme sila
na krutom telu brojevi mogucih formulacija ravnoteZnih uslova i moguéi izbori
projekcijskih i momentnih osa redukuju se na odgovarajue nadine.

Zatim, u geometrijskoj statici se pokazuje da izmedu uslova za ravnotezu
jednog sistema sila na krutom telu i uslova za ekvivalenciju dvaju sistema sila, koji
ponaosob dejstvuju na jedno isto kruto telo pri istom mehani¢kom stanju, postoji
biunivoka korespondencija: iz uslova za ravnoteZu izvode se korespondentni uslovi
za ekvivalenciju, i obratno. Prema tome, i za uslove ekvivalencije dva sistema sila
postoje takode Cetiri razlidite formulacije, korespondentne prednjim formulacijama
ravnoteznih uslova. Da bi se dobile formulacije za ekvivalenciju, potrebno je samo
da se ravnoteZne jednakosti sa nulom zbirova projekcija svih sila i zbirova svih
njihovih momenata za jedan sistem sila prevedu na jednakosti izmedu zbirova
projekcija svih sila i zbirova svih njihovih momenata uzetih ponaosob za dva sistema
sila. Tako bi, na primer, formulacija uslova za ekvivalenciju, korespondentna for-
mulaciji 4° uslova za ravnotezu, glasila: Da bi dva sistema sila bila ekvivalentna,
potrebno je i dovoljno da zbirovi njihovih momenata, odnosno njihovi glavni mo-
menti, u pogledu na $est osa, za koje su oni nezavisni, budu jednaki medu sobom.

Najzad, u geometrijskoj statici na osnovu uslova za ekvivalenciju izvode se
razliGiti oblici redukcije sistema sila na krutom telu. Jer, uslovi za ekvivalenciju
pruzaju ujedno pogodne kriterijume da se jedan sistem sila na krutom telu zameni
drugim njemu ekvivalentnim po mehani¢kom dejstvu; postavljajuéi zahtev da
ovaj drugi sistem bude §to je moguée prostiji, prelazi se neposredno na problem o
redukciji sistema sila na krutom telu, koji se refava upravo pomocu uslova za ekvi-
valenciju. Na taj nacin, u korespondenciji sa prednje Cetiri formulacije ravnoteZnih
uslova dobila bi se i Cetiri razli¢ita moguéa oblika redukcije sistema sila na krutom
telu. Na primer, formulaciji 1° ravnoteZnih uslova odgovarala bi ovakva redukcija,
imajuc¢i na umu uz to da se tri glavna momenta u pogledu na tri nekomplanarne
ose mogu predstaviti kao tri sprega sila sa momentima u pravcima istih osa i jednakim
respektivnim glavnim momentima: Sistem sila na krutom telu moZe se redukovati
na tri sile u pravcima osa jednog proizvoljno izabranog trijedra i na tri sprega sila
sa momentima u pravcima istih osa; pri tome se, radi upro$éenja, zadrZalo na iz-
boru najprostijeg prostornog rasporeda projekcijskih i momentnih osa. — Ali da
bi se posvedogilo, kako je neophodno da se bude oprezan u ustanovljavanju moguéih
redukcionih oblika, korespondentnih prednjim formulacijama ravnoteZnih uslova,
nave$éemo i ovaj drugi primer. Prema prvom primeru, reklo bi se u prvi mah da bi
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formulaciji 4° ravnoteznih uslova odgovarao ovakav redukcioni oblik: Sistem sila
na krutom telu mozZe se redukovati na Sest spregova sa momentima u pravcima osa
za koje su glavni momenti toga sistema sila nezavisni i jednaki ovim glavnim mo-
mentima. Dakako, ovakav redukcioni oblik nije taan. Jer, ako se za Sest glavnih
momenata mogu na¢i mnogobrojni rasporedi osa u prostoru, za koje su oni neza-
visni, to nikako nije moguée za Sest nezavisnih spregova: Sest spregova uvek se daju
sloZiti u jedan jedini sa momentom u proizvoljnom pravcu, koji se onda razlaZe u
svega tri sprega sa momentima u pravcima triju nekomplanarnih osa. Zbog toga,
ovakav redukcioni oblik 4° treba interpretirati na drugadiji, pravilan na¢in. Recimo,
uzimajuéi momentne ose u pravcima ivica proizvoljnog tetraedra, za svaki glavni
momenat bi se mogla odrediti po jedna sila na naspramnoj ivici, tako da bi se dobilo
Sest tetraedarskih sila kao jedan posebniji redukcioni oblik pod 4° sistema sila na
krutom telu.

Pokusajmo sada da takva steCena znanja u geometrijskoj statici prenesemo
u kinematiku krutog tela, u smislu analogije koja postoji izmedu njih.

Veé je naglaSeno da postoji analogija izmedu tri rotacije i tri translacije u
pravcima osa odredenog, inafe proizvoljno izabranog, koordinatnog sistema u
kinematici i tri sile i tri sprega sila takode u pravcima koordinatnih osa u geomet-
rijskoj statici. No, ovakav redukcioni oblik u geometrijskoj statici bio bi samo po-
seban sludaj onog $to odgovara formulaciji ravnoteZnih uslova pod 1°. Izbor pro-
jekcijskih i momentnih osa po toj formulaciji daleko je opstiji: njihov raspored
Jje u svemu ostalom proizvoljan, sem §to ni tri projekcijske ose ni tri momentne ose
ne smeju da budu ponaosob paralelne sa po kakvom ravni. Kada tako stoje stvari
sa veoma $irokim izborom projekcijskih i momentnih osa u geometrijskoj statici,
da li ée i u kinematici biti dopusten analogan izbor rotacionih i translacionih osa?
Za translacione ose neposredno se uvida da je odgovor potvrdan: bududi da je
brzina kod translatornog kretanja krutog tela slobodan vektor, svaka od triju
translacionih osa moZe se iz svog prvobitnog poloZaja u koordinatnom sistemu
-premestiti u prozvoljan paralelan poloZaj; pri tome, saobrazno ogranifenju za
momentne ose, ni translacione ose neée moéi biti paralelne kakvoj ravni. Sto se
tie rotacionih osa, sloboda u njihovom paralelnom pomeranju ne daje se vise uvi-
deti neposredno; ali, nema razloga ne odekivati da bi, u smislu fundamentalne sta-
ti¢ko-kinemati¢ke analogije, dalja rasudivanja u kinematici analogna onima u geo-
metrijskoj statici dovela do takvog zakljudka.

Ili, pogledajmo kinematiki redukcioni oblik, koji bi odgovarao onom sta-
titkom pod 4° sa Sest glavnih momenata u pogledu na ose. U prvi mah bez dovoljno
opreznosti pomislilo bi se da sa momentima sila treba da stoje u analogiji spregovi
rotacija, koji se pak svode na translacije, pa bi se pogre$no zakljugilo da bi kinema-
ticki torzer, odnosno tri translacije i tri rotacije bile ekvivalentne sa Sest translacija
u pravcima osa za koje glavni momenti sila uops§te mogu biti nezavisni. Jedan po-
seban raspored takvih momentnih osa bio bi, na primer, onaj malopre pomenuti
njihov tetraedarski raspored. Medutim, u punoj analogiji sa konstatovanom nemo-
guénoséu da postoji staticki redukcioni oblik sa Sest spregova sila, ni u kinematici
nikako nije moguc redukcioni oblik sa Sest translacija. Jer, kao i1 kod spregova sila,
samo tri nekomplanarne translacije mogu biti medusobno nezavisne, doéim se os-
tale tri daju ukljuditi u njih. Operidudi, pak, pravilno sa glavnim momentima rotacija,
umesto pogreSno sa njihovim spregovima, doslo bi se do zakljucka da ce se kine-
maticki redukcioni oblik 4° sastojati od Sest rotacija rasporedenih na odgovarajuéim
statiCkim momentnim osama, koje bi u posebnom sludaju mogle sadinjavati i tet-
raedarski raspored.
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Evo, kako se, primerice, takav redukcioni oblik sa Sest rotacija u tetraedar-
skom rasporedu moZe izvesti na jedan brz nacin, opet po analogiji sa izvodenjem
u geometrijskoj statici. Radi toga, podimo od kinematic¢kog torzera, koji sainjava

jedna rotacija w i jedan spreg rotacija wg, —ag’ (sl. 2). Buduéi da se rotacije sprega
smeju pomeriti u prostoru tako da

N .
njihov momenat v, ostane neprome-
njen, dovedimo ih u takav poloZaj da
napadna tacka jedne rotacije, recimo

rotacije —(_30’, bude u polu O, pa je

SL. 3 Sl 4
. . X - X - . - . . .
sloZimo sa rotacijom « u rezultantnu rotaciju o’ (sl. 3). Time je kinematiCki torzer

preveden na krst rotacija «’, ©y. Zatim, po poznatom postupku iz geometrijske
statike krst rotacija daje se uopSte razloZiti u Sest rotacija u pravcima ivica jednog

i
tetraedra. Naime, na osi jedne rotacije krsta, recimo rotacije ®’, uoéi se jedna

tatka 4, a kroz osu druge rotacije w( krsta postavi se jedna ravan w mimo
tatke A (sl. 4). Uocivsi jo§ u ravni r jedan trougao BCD, spoje se njegova temena sa

tatkom A, pa se tako formira tetraedar ABCD. Potom se rotacija o’ krsta razloZi u
tri konkurentne rotacije w1, @, w3 po tetraedrovim ivicama AB, AC, AD, a rotacija

- =

—_ —>
wp krsta u tri rotacije w4, ws, wg po ivicama BC, CD, DB, koje sa rotacijom wy .
leZe u ravni © (pomodu elementarnih operacija, recimo po Kulmanovoj metodi).

- — —
Na taj nadin, polazni kinemati¢ki torzer w, wg, —wq u krajnjoj konzekvenciji nagao

se transformisan na ekvivalentan sistem od Sest rotacija »; (i=1, 2, ..., 6), koje
su medu sobom nezavisne po samom nacinu kako su odredene. A to se zapravo i
htelo izvesti.

Iz ovog primera se vidi kako se fundamentalna stati¢ko-kinemati¢ka analo-
gija daje nastaviti i dalje. Transformacijama nad kinemati¢kim torzerom analog-
nim onim u geometrijskoj statici tako bi se uspelo doéi do tipskih kinematitkih
redukcionih oblika, sastavljenih od rotacija i translacija, koji bi bili analogni onim
tipskim statickim redukcionim oblicima pod 1°, 2°, 3°, 4°, sastavljenim od sila i
spregova sila. Pri tome, kao §to je sludaj u geometrijskoj statici sa spregovima sila,
ni u kinematici redukcioni oblici ne mogu sadrZavati viSe od tri nezavisne transla-
cije. Na taj nadin, ve¢ sama statiko-kinemati¢ka analogija dopustila bi da se u kine-
matici krutog tela, izostavljajuéi podrobnija posebna izvodenja, ustanove sledeca
etiri tipska redukciona oblika:

1° tri translacije i tri rotacije,

2° dve translacije i Getiri rotacije,
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3° jedna translacija i pet rotacija,

4° Sest rotacija,

pri éemu rasporedi translacionih i rotacionih osa, za koje ¢e translacije i rotacije
biti nezavisne medu sobom, treba da budu istovetni sa analognim rasporedima pro-
jekcijskih i momentnih osa u statici. Precizne formulacije takva Cetiri kinematicka
redukciona oblika mogla bi se onda dobiti jednostavnim prepisivanjem analognih
statiCkih formulacija, zamenjujuéi jedino statiCke veliine analognim kinemati¢kim
veliCinama.

Ustanovljeni kinematic¢ki redukcioni oblici istovremeno ¢e predstavljati tra-
Zene razliCite oblike elementarnog pomeranja krutog tela, koji zapravo i jesu pred-
met ove rasprave. Doista, elementarno pomeranje krutog tela sainjava skup ele-
mentarnih pomeranja svih njegovih tacaka; da bi se, pak, poznavala ova pomeranja,
dovoljno je poznavati raspodelu brzina u svim tackama; a to se upravo postiZe
ustanovljavanjem kinemati¢kih redukcionih oblika.

B. Pristup preko principa virtueinih radova. — U prethodnom pristupu preko
teorije vezanih vektora, razvijajuéi dalje fundamentalnu analogiju izmedu geomet-
rijske statike i kinematike krutog tela, bili smo prinudeni da konstatujemo izvesnu
neoéekivanu nedoslednost, koja je iziskivala naroCitu opreznost i naknadna rasu-
divanja da bi se otklonila. Naime, uporedivanje teorije o slaganju translacija i rota-
cija sa teorijom o slaganju sila i spregova na krutom telu navelo je da se u fundamen-
talnu analogiju dovedu rotacije sa silama, a translacije kao spregovi rotacija sa
spregovima sila. Potom, kada se preslo na ustanovljavanje stati¢kih redukcionih
oblika, koji bi bili korespondentni razli¢itim formulacijama ravnoteZnih uslova,
uvidelo se da uslovima o projekcijama sila treba da odgovaraju redukcioni spregovi
sila, a uslovima o momentima sila treba da odgovaraju redukcione sile. To se onda
odrazilo takoreéi neoCekivano i na kinematicke redukcione oblike: ravnoteZni uslo-
vi o projekcijama sila postali su analogni translacijama, a ravnoteZni uslovi o mo-
mentima rotacijama. — No, treba napomenuti, da je takva nedoslednost ipak samo
prividna. Razlog zaSto se ona pojavila nalazi se u tome §to se u prvi mah zadrzalo
samo na formalnom tretiranju korespondencija i analogija; ¢im se, pak, povelo
raduna o suStinsko-fizi€koj strani njihovoj, nedoslednost je odmah nestala.

Medutim, stati¢ko-kinemati¢ka analogija daje se ustanoviti takode 1 na jedan
drugi nadin: preko principa virtuelnih radova. Pokazace se da je takva nova analo-
gija, za razliku od one prethodne uspostavljene na osnovu teorije vezanih vektora,
daleko intimnija, te da 3taviSe prerasta u prirodnu povezanost izmedu statickih
i kinemati¢kih fenomena na krutom telu. Nece onda biti nerazumljivo §to ce se
preko tako uspostavljene stati¢ko-kinemati¢ke povezanosti i elegantnije do¢i do
rezultata o razliitim oblicima elmentarnog pomeranja krutog tela.

— U analiti¢koj statici se na osnovu principa virtuelnih radova izvodi
‘opéta jednacina statike, koja vredi za sve materijalne sisteme sa vezama bez trenja.
Buduéi da izmedu materijalnih tadaka krutog tela, koje ostaju na nepromenljivim
uzajamnim rastojanjima, vladaju takode veze bez trenja, opsta jednalina statike
¢e vredeti posebno i za kruto teto. Potom, iz opste jednadine statike za ma kakav
materijalan sistem sa vezama bez trenja izvode se sledece dve opSte teoreme: [2]

Teorema 1. Kada veze bez trenja dopustaju izvesnu translaciju celokupnog
materijalnog sistema paralelno nekoj osi, onda je za ravnoteZu sistema potrebno da
zbir projekcija direktno napadnih sila bude jednak nuli.
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Teorema II. Kada veze bez trenja dopustaju izvesnu rotaciju celokupnog
materijalnog sistema oko neke ose, onda je za ravnoteZu sistema potrebno da glavni
momenat direktno napadnih sila u pogledu na tu osu bude jednak nuli.

Lako se otkriva jednostavni fizi€ki smisao ovih dveju teorema. Naime, kada
veze dopustaju translaciju sistema paralelno nekoj osi odnosno njegovu rotaciju
oko neke ose, onda bi translaciono odnosno rotaciono pomeranje sistema iz stanja
mirovanja mogle da proizvedu jedino: komponente direktno napadnih sila para-
lelne translacionoj osi odnosno direktno napadne sile koje daju momente u pogledu
na rotacionu osu. Da bi se, pak, radi obezbedenja ravnoteZnog stanja sistema ot-
klonila moguénost takvih pomeranja, potrebno je postaviti uslov da bude jednak
nuli algebarski zbir algebarskih vrednosti takvih komponenata odnosno algebarski
zbir takvih momenata. A to zapravo i ustanovljavaju prednje dve teoreme.

One nalaze narofito podesnu primenu pri proufavanju ravnoteZe krutog
tela, kako slobodnog tako i neslobodnog. Ostanimo i dalje na sludaju slobodnog
krutog tela, koji €ini predmet rasprave.

Odmah se moZe re¢i da kod slobodnog krutog tela veze dopustaju translaciju
paralelno proizvoljnoj osi i rotaciju oko takode proizvoljne ose. Tako se za slobodno
kruto telo, primenom prednjih dveju teorema, daju sastaviti nebrojeno mnogo pot-
rebnih ravnoteZnih uslova o projekcijama sila na razne ose i 0 momentima sila u
pogledu na takode razne ose. Ali, svi ti potrebni ravnoteZni uslovi nisu nezavisni
medu sobom. U stvari, nezavisni ¢e biti samo oni ravnoteZni uslovi koji se odnose
na kinemati¢ki nezavisne translacije i rotacije. Na primer, kako je ranije veé bilo
reCeno, nezavisne medu sobom e biti tri translacije u pravcima osa jednog koor-
dinatnog sistema i tri rotacije oko istih osa; ili, nezavisne Ce biti takode Sest rotacija
oko osa u pravcima ivica jednog tetraedra. Da bi se, dakle, u primeni analiti¢ke
statike mogle sastavljati nezavisne ravnoteZne jednadine o projekcijama sila na ose
i o momentima sila u pogledu na ose, potrebno je prethodno u kinematici ras-
praviti problem o korespondentnim translacionim i rotacionim osama, za koje ¢ée
translacije i rotacije biti medu sobom nezavisne. U reSavanju takvog problema u
kinematici kao polazna osnova najpre se daju neposredno utvrditi dve &injenice.

Prvo, na osnovu teorije o slaganju translacija i rotacija moZe se jedan njihov
sistem transformisati u drugi njemu ekvivalentan u kinematitkom smislu. Za takvu
ekvivalentnu transformaciju potrebno je i dovoljno da dva sistema translacija i
rotacija, prvobitni i transformisani, kada se uz prethodno predstavljanje svake tran-
slacije kao sprega po dve rotacije, oni shvate kao dva sistema vektora vezanih za
prave, zadovoljavaju uslove ekvivalencije za ove sisteme: da njihovi glavni vektori
i glavni momenti u pogledu na proizvoljnu taku prostora budu podjednaki. Na
taj nadin, jedan sistem nezavisnih translacija i rotacija moZe se ekvivalentno zameniti
sasvim drugojacijim sistemom takode nezavisnih translacije i rotacija. Saobrazno
tome onda, javlja se mogucénost i da se jedan sistem nezavisnih ravnoteZnih jedna-
¢ina ekvivalentno zameni drugim.

Drugo, ukupan broj nezavisnih translacija u pravcima odredenih osa i rotacija
oko odredenih osa moZe biti najviie Sest. Ta &injenica uslovljena je postojanjem
kinematiCkog torzera kao predstavnika opSte raspodele brzina tafaka na krutom

,telu, sa jedne strane, i trodimenzionalno$¢u prostora, sa druge strane. Tako,
ilustrujuéi opet sa dva prednja primera, kinemati¢ki torzer se prevodi u ekvivalentni
sistem od tri translacije po osama i tri rotacije oko osa jednog koordinatnog siste-
ma; ili, pak, kinemati€ki torzer prevodi se u ekvivalentni sistem od Sest rotacija oko
osa u tetraedarskom rasporedu. Taj maksimalni broj od Sest nezavisnih translacija
i rotacija ujedno definie broj od Sest stepena slobode kretanja krutog tela. A u
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korespondenciji sa tim brojem onda stoji i maksimalni broj od $est nezavisnih rav-
noteznih jednacina, tako da nezavisne potrebne ravnoteZne jednadine u tome mak-
simalnom broju $est postaju istovremeno i dovoljne.

Na osnovu takvih dveju ¢injenica trebalo bi potom odrediti sve moguée kom-
binacije i prostorne rasporede translacionih i rotacionih osa sa nezavisnim transla-
cijama i rotacijama. Nije teSko predvideti da bi to odredivanje zahtevalo dosta duga
i sloZena rasudivanja, tako da se moZe reci da se u njemu zapravo i sastoji &itav
postavljeni problem. A ovaj ujedno ¢ini osnovni predmet rasprave.

U re$avanju toga problema mogao bi se, ofevidno, upotrebiti geometrijski
postupak na osnovu teorije vezanih vektora. Tada bi predstojala sva ona obimna
geometrijska razmatranja, koja su se morala sprovesti u geometrijskoj statici pri
ustanovljavanju kombinacija i prostornih rasporeda projekcijskih i momentnih
osa sa nezavisnim ravnoteznim jednadinama [1]. A kada bi se u kinematici takvim
geometrijskim postupkom jednom odredile sve moguée kombinacije i rasporedi
nezavisnih translacionih i rotacionih osa, time bi ujedno bila uinjena usluga i sta-
tici: na osnovu prednjih dveju teorema I i II analiti¢ke statike imale bi se takode i
sve kombinacije i rasporedi nezavisnih projekcijskih i momentnih osa.

Kako se vidi, prednja rasudivanja na osnovu principa virtuelnih radova vodila
su neprestano od kinematike ka statici. To je sasvim razumljivo kada se ima na
umu pravi mehanitki smisao toga principa. Ipak, u pogledu intuitivnosti mora se
priznati da geometrijska statika dolazi ispred kinematike. Veé sama istorija mehanike
pruZa potvrdu za takvo misljenje; odista, dok statika vodi poreklo jo3 iz anti¢ke
Grcke, dotle se kinematika krutog tela razvila tek u proslom stole¢u. U istom smis-
lu treba razumeti i razloge §to je autor ove rasprave pristupio razmatranju u prvom
redu razli¢itih formulacija ravnoteZnih jednadina i uslova za njihovu nezavisnost
u geometrijskoj statici.

Medutim, ako je problem o nezavisnim projekcijskim i momentnim osama
unapred refen u geometrijskoj statici, sasvim je na mestu postaviti pitanje: Da li
je moguée dobijene rezultate u geometrijskoj statici iskoristiti za re§avanje analog-
nog problema o nezavisnim translacionim i rotacionim osama u kinematici?

Da bismo dali odgovor na ovo pitanje, obratimo se ponovo teoremama Ii II.
U saglasnosti sa napred obja$njenim njihovim fizi¢kim smislom, te dve teoreme
navode da se projekcijske i momentne ose u statici krutog tela na jedan sasvim pri-
rodan nadin identifikuju sa translacionim i rotacionim osama u kinematici krutog
tela. Zaista, teoreme neposredno utvrduju da se translacione i rotacione ose pri
elementarnom pomeranju krutog tela iz stanja mirovanja imaju uzeti respektivno
za projekcijske i momentne ose direktno napadnih sila na krutom telu, koje su kod
slobodnog krutog tela, zbog odsustva spolja3njih sila veza, i jedine napadne sile.
Ali, taj se zaklju€ak daje takode i obrnuti; jer, svaka osa za koju bi zbir projekcija
odnosno zbir momenata napadnih sila bio razli¢iti od nule mogla bi se uzeti za osu
po kojoj ¢e sile izvriiti jednu translaciju odnosno oko koje ¢e izvriiti jednu rotaciju,
tako da se sad obratno projekcijske i momentne ose javljaju respektivno kao tran-
slacione i rotacione ose.

Istovremeno, iz takve identifikacije projekcijskih i momentnih osa sa translaci-
onim i rotacionim osama neposredno se uvida da ¢e takode 1 uslovi za nezavisnost
prvih stati¢kih osa biti identi¢ni sa uslovima za nezavisnost drugih kinematikih
osa. Na taj nadin, izvedena je ovakva

Teorema IIl. Svaka kombinacija i prostorni raspored osa, za koje se u
statici krutog tela daju sastaviti nezavisne ravnoteine jednacine o projekcijama i mo-
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mentima sila, jeste ujedno kombinacija i prostorni raspored osa, za koje se u kinema-
tici krutog tela dobijaju respektivno nezavisne translacije i rotacije.

Ova teorema III, oCevidno, dopusta da se svi rezultati do kojih se doslo u
geometrijskoj statici o razli¢itim formulacijama ravnoteZnih uslova sa op§tim raspo-
redima projekcijskih i momentnih osa, za koje su ti uslovi nezavisni, prevedu na
respektivan nadin u kinematiku krutog tela. U saglasnosti sa zakljut¢kom u pret-
hodnom pristupu A preko teorije vezanih vektora, za to ¢e biti dovoljno da se staticki
stavovi naprosto prepiSu, uz zamenu samo statickih veliina respektivnim kinema-
ti¢kim veli¢inama. A tako dobijeni kinemati€ki stavovi o razliitim sistemima neza-
visnih translacija i rotacija pruZie istovremeno razli¢ite oblike elementarnog pome-
ranja krutog tela, koji se i hoée ustanoviti ovom raspravom.

— Kao $to je bilo najavljeno na poéetku ovog drugog pristupa B, stvarno se
konstatuje da princip virtuelnih radova preko prednje tri teoreme 1, I, III ne samo
dovodi u analogiju sile sa translacijama i momente sila sa rotacijama, nego ih na
prirodan i direktan nacin do te mere povezuje da naprosto identifikuje projekcijske
ose sa translacionim i momentne ose sa rotacionim. U tom smislu sadrZajna poveza-
nost statike i kinematike krutog tela na osnovu principa virtuelnih radova dobija
metodolosku prednost prema formalnoj analogiji izmedu njih na osnovu teorije
vezanih vektora.

2. Postavljanje problema

U prethodnom ¢lanu, pristupajuéi raspravijanju problema o razli¢itim obli-
cima elementarnog pomeranja krutog tela, ve¢ se mogao odredenije sagledati njegov
sadrzaj i obim.

Na prvom mestu, pod oblikom elementarnog pomeranja krutog telatreba podra-
zumevati izvestan sistem translacija i rotacija koji u jednom trenutku potpuno defi-
niSe proizvoljnu raspodelu elementarnih ili infinitezimalnih pomeranja svih tadaka
krutog tela, — odnosno, §to je ekvivalentno, raspodelu njihovik brzina. Pri tome
jasno je da se jedna raspodela brzina moZe ostvariti sa nebrojeno mnogo sistema
translacija i rotacija uzetih u ma kome broju; da bi se, medutim, postigla krajnje
moguca odredenost povezana sa krajnje moguéom uproScenoS¢u, pod oblikom
clementarnog pomeranja krutog tela treba razumeti zapravo sistem translacija i
rotacija u najmanjem broju, kada one nuzno postaju i medusobno nezavisne, —
dakle, takav sistem koji je u prethodnom ¢&lanu bio nazivan redukcioni oblik
nezavisnih translacija i rotacija. Prema tome, kada se uzmu zajedno obe karakte-
ristike, imade se ovakva opsta definicija: Oblik elementarnog pomeranja krutog tela
znadi sistem nezavisnih translacija i rotacija, pomocu kojih se daje ostvariti proizvoljna
raspodela brzina u tackama slobodno pokretnog krutog tela.

Primer za oblik elementarnog pomeranja krutog tela u prvom redu bio bi
kinemati€ki torzer, obrazovan od jedne translacije i jedne rotacije sa pravcima pod
ma kakvim uglom u pogledu na proizvoljan pol, — oblik koji u kinematici krutog
tela treba smatrati za osnovni, u tome smislu §to se pri prouavanju raspodele
brzina krutog tela do njega dolazi na najprirodniji nain i $to se iz njega takode
na prirodan na&in izvode i drugi oblici. Tako se iz kinematiGkog torzera kao drugi
oblik elementarnog pomeranja krutog tela dobija kinemati¢ka dinama, obrazovana
od kolinearne translacije i rotacije u pogledu na jedan pol uzet na kinematitkoj
centralnoj osi, — oblik kojim se definiSe trenutno helikoidalno kretanje krutog
tela. Ili, kao treéi oblik iz kinemati¢kog torzera se izvodi kinemati&ki krst rotacija.
kod koga jedna rotacija ostaje da prolazi kroz proizvoljno izabranu tacku prostora,
Sva ova tri kinematicka oblika stoje u punoj analogiji sa stati¢kim torzerom, dina-
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mom i krstom sila. Kao i u statici oni imaju tu zajedniCku karakteristiku $to su
pravci njihovih translacija i rotacija proizvoljni u opstem slucaju kretanja slobodnog
krutog tela.

Za mnoga teorijska razmatranja u kinematici krutog tela, a posebno za njenu
prakti¢nu primenu potrebno je pravce translacija i rotacija uéiniti odredenim, te
time sa vektorskih rasudivanja preci na skalarna. U tom sluéaju, broj translacija
i rotacija, zadrZavajuéi osnovni uslov da one budu nezavisne, povecava se do mak-
simalnog broja $est, kako je to obrazloZeno u pristupnom €lanu. U tome maksimal-
nom zajedni¢kom broju od $est translacija i rotacija sa odredenim pravcima njihovih
osa moze biti vi§e kombinacija njihovih pojedinaénih brojeva. Takve razliCite kom-
binacije brojeva translacija i brojeva rotacija sa odredenim pravcima njihovih osa
i u ukupnom broju od Sest, pri emu one treba da ostanu nezavisne, predstavljace
upravo traZene razli¢ite oblike elementarnog pomeranja krutog tela. To je prvi deo
ditavog problema.

Na drugom mestu, time $to su ustanovljene sve kombinacije od po Sest tran-
slacija i rotacija, pri kojima ove treba da budu medusobno nezavisne, jo§ nije sve
reSeno. Translacije i rotacije postaju odredene tek kada se naznade ose u prostoru
na koje se one odnose, tako da svaku kombinaciju translacija i rotacija mora da
prati izvestan odreden izbor njihovih osa u prostoru. Novo pitanje pojavljuje se
sada u tome $to ni za jednu od mogudéih kombinacija nezavisnih translacijairotactja
njihove ose se ne mogu birati sasvim proizvoljno, pa da translacije i rotacije sigurno
i budu nezavisne. U stvari, izbor osa u prostoru, za koje ée translacije i rotacije
sigurno biti nezavisne, podleZe izvesnim potrebnim i dovoljnim uslovima. Ovi us-
lovi, iako postavljaju neizbeZna ogranidenja, ipak ostavljaju slobodu izbora transla-
cionih i rotacionih osa u vrlo §irokim granicama. Tako ¢ée se za svaku mogucu kom-
binaciju nezavisnih translacija i rotacija mo¢i odrediti nebrojeno mnogo odgovara-
juéih pojedinatnih rasporeda translacionih i rotacionih osa u prostoru. Skup svih
tih pojedinaénih rasporeda osa za jednu od kombinacija nezavisnih translacija i
rotacija sadinjavaée ono §to ée se zvati opsti raspored osa za tu kombinaciju. Drugi
deo problema zapravo odnosi se na odredivanje takvih opstih rasporeda osa za sve
moguée kombinacije nezavisnih translacija i rotacija.

Posle prednjih utanaenja moze se zakljuditi da se problem o raznim oblicima
elementarnog pomeranja krutog tela postavlja u ova dva dela:

prvo, ustanoviti sve kombinacije translacija i rotacija w maksimalnom broju
od Sest njih, za koje ée one modi biti nezavisne; i

drugo, za sve takve kombinacije translacija i rotacija odrediti opSte rasporede
translacionih i rotacionih osa, za koje e translacije i rotacije biti sigurno nezavisne.

Pri tome valja naglasiti, da je ovakvo raz¢lanjivanje problema na dva dela
samo metodoloskog karaktera, a ne i sustinskog. Stvarno, kako se to uvida iz pred-
njih objadnjenja, jedan deo problema odvojen od drugog ne bi imao samostalnog
kinemati¢kog smisla; tek uzeti zajedno oni dobijaju puni kinemati¢ki smisao. No,
u refavanju Citavog problema metodoloski se pokazuje podesnijim da se raspravi
najpre prvi njegov deo, pa potom drugi, ne gubeci, svakako, iz vida njihovu uzajamnu
povezanost.

3. ReSenje problema

Kinemati¢ki problem o razli€itim oblicima elementarnog pomeranja krutog
tela, koji je u prethodnom &lanu postavljen na precizan nacin, mogao bi se refavati
u okvirima same kinematike, koriste¢i dakle u prvom redu kinematitka sredstva.
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No, kako se videlo u pristupnom ¢lanu 1, umesto da se ide takvim samostalnijim
kinemati¢kim putem, do reSenja se moZe doc¢i na jedan elegantan posredan nadin.
Naime, u statici krutog tela postoji potpuno analogni problem, &ije reSenje je veé
dovedeno do zadovoljavajuéeg kraja. Ta analogija izmedu statike i kinematike kru-
tog tela pokazala se ne samo formalna na osnovu teorije vezanih vektora veé i me-
hani¢ki uslovljena na osnovu principa virtuelnih radova. Bilo po jednoj osnovi
bilo po drugoj, uspostavljena analogija dopus§ta da se rezultati dobijeni u statici
doslovno prevedu u kinematiku, zamenjujuéi jedino staticke veli¢ine sa analognim
kinemati¢kim veli¢inama. U reSavanju sadaSnjeg kinemati¢kog problema upravo
ée se postupiti na takav nacin.

Prvi deo problema. — Prvi deo problema, koji se odnosi na ustanovljavanje
svih moguéih kombinacija od po Sest nezavisnih translacija i rotacija, re§ava se re-
lativno lako.

U pristupnom ¢&lanu 1 ve¢ je bilo nagoveSteno da ¢e po analogiji sa statikom
u kinematici krutog tela postojati kao tipski oblici njegovog elementarnog pomera-
nja &etiri moguce kombinacije nezavisnih translacija i rotacija, koje su bile oznacene
sa 1°, 2°, 3° 4°. Neophodno je sada da se takvom nagoveStavanju pruZi punosna-
Zna potvrda.

Radi toga, obratimo se ponovo i sa vi§e paZnje na izvodenje i rezultate u geo-
metrijskoj statici [1]. Tamo je posle dovoljno podrobnih i strogih rasudivanja izve-
deno pet opstih teorema, oznacenih sa 1, 2, 3, 4, 5, pomodu kojih se ustanovljavaju
etiri moguce kombinacije od po Sest nezavisnih ravnoteZnih jednadina o projekci-
jama i o momentima sila. Naime, prve Cetiri teoreme odnose se respektivno na
ovakve Cetiri njihove kombinacije:

1) Sest o momentima sila,

2) pet o momentima sila i jedna o projekcijama sila,
3) &etiri 0 momentima sila i dve o projekcijama sila, i
4) tri o momentima sila i tri o projekcijama sila;

dodim peta teorema utvrduje da nezavisnih ravnoteZnih jednadina o projekcijama
sila moZe biti najvise tri, ¢ime se u isti mah isklju€uje moguénost daljih kombinacija.
No, u pristupnom ¢lanu je pokazano da, kako na osnovu teorije vezanih vektora
tako i na osnovu principa virtuelnih radova, postoji punovaZzna analogija izmedu
ravnoteznih jednacina o projekcijama sila i 0 momentima sila u statici krutog tela
i respektivno translacija i rotacija u kinematici krutog tela. Prema tome, sa sigurno$éu
se moZe zakljugiti, da ¢e na krutom telu postojati &etiri kombinacije od po Sest ne-
zavisnih translacija i rotacija, oznacene ranije sa 1°, 2°, 3°, 4°, i nijedna vie.

Time je iscrpljeno reSenje prvog dela problema.

Drugi deo problema. — Ovaj drugi deo problema zahteva da se odrede opsti
rasporedi translacionih i rotacionih osa, za koje ¢e translacije i rotacije, u svakoj
od &etiri moguce kombinacije njihove, ispasti sigurno nezavisne. On je sloZeniji i
obimniji od prvog dela problema.

Za njegovo reSavanje takode ée pruZiti punu pomoé¢ geometrijska statika.
Navedene prve &etiri statiCke teoreme 1, 2, 3, 4 ne samo da ustanovljavaju moguce
kombinacije nezavisnih ravnoteZnih jednadina o projekcijama i o momentima sila,
nego istovremeno odreduju i opste rasporede projekcijskih i momentnih osa za
njih. No, prema zakljucima u pristupnom ¢lanu postoji takode punovaZna analo-
gija izmedu projekcijskih i momentnih osa u statici krutog tela i respektivno transla-
cionih i rotacionih osa u kinematici krutog tela, tako da se opsti rasporedi statiCkih



Razli¢iti oblici elementarnog pomeranja krutog tela 13

osa sa nezavisnim ravnoteZnim projekcijskim i momentnim jednadinama pokla-
paju sa respektivnim opstim rasporedima kinematikih osa sa nezavisnim transla-
cijama i rotacijama. Prema tome, re¥enje drugog dela problema ¢e se dobiti, kada
se retene Cetiri statiCke teoreme doslovno prevedu na kinematicki jezik.

Kao i u statici, bi¢e preglednije da se Cetiri analogne kinematitke teoreme
razmatraju ponaosob. Mada su statiC¢ke teoreme 1, 2, 3, 4 ifle obrnutim redom
zbog metodoloske podesnosti u njihovom izvodenju, ovde ¢e se zadrZati poredak
naznaden oblicima 1°, 2°, 3°, 4°, buduéi da je oblik 1° do sada jedino i bio poznat
u kinematici krutog tela.

1° U usvojenom poretku kao prvi tipski oblik elementarnog pomeranja krutog
tela javlja se kombinacija od tri translacije i tri rotacije, koje pri pravilnom izboru
odnosnih translacionih i rotacionih osa u prostgoru treba da budu nezavisne medu
sobom. U ovom drugom delu problema radi se o tome da se odredi opsti raspored
tih nezavisnih translacionih i rotacionih osa kao skup svih moguéih pojedina¢nih
rasporeda njihovih. To ée se posti¢i oslanjajuéi se na uspostavljenu analogiju izmedu -
statike 1 kinematike krutog tela.

Naime, u geometrijskoj statici opsti raspored od po tri projekcijske i momentne
ose, za koje ¢e odnosne ravnoteZne jednacine biti nezavisne, uslovljen je ovakvom
teoremom:

Za sastavljanje najviSe Sest nezavisnih jednadina ravnoteZe sila na krutom
telu, po tri o momentima i o projekcijama sila, potrebno je i dovoljno da ni tri mo-
mentne ose ni tri projekcijske ose ne budu ponaosob paralelne sa po kakvom ravni.

Prevedimo sada tu stati¢ku teoremu u analognu kinemati¢ku teoremu. Radi
toga, ravnoteZne jednaine o projekcijama i o momentima sila treba zameniti res-
pektivno sa translacijama i rotacijama, a projekcijske i momentne ose respektivno
sa translacionim i rotacionim osama. Na taj nadin, za traZeni opsti raspored od po
tri translacione i rotacione ose sa nezavisnim translacijama i rotacijama izvodi se ova

Teorema 1. Da bi najvise Sest translacija i rotacija, koje vrsi jedno kruto
telo, i to po tri translacije i rotacije, bile medusobno nezavisne, potrebno je i dovoljno
da ni tri translacione ose ni tri rotacione ose ne budu ponaosob paralelne sa po kakvom
ravni.

Pogledajmo podrobnije opsti raspored kinemati¢kih osa odreden tom teore-
mom. Kao §to je ranije pomenuto, takav njihov raspored predstavlja znatno pro-
§irenje uobifajenog rasporeda u vidu jednog proizvoljno izabranog troosnog koor-
dinatnog sistema: umesto zajednic¢kih i konkurentnih translacionih i rotacionih osa,
izvedena teorema dopusta da se one biraju odvojeno jedne od drugih u pravcima
osa dvaju razli¢itih koordinatnih sistema i da se Stavi§e ove ose pomeraju paralelno
samima sebi. Takvo proSirenje opSteg rasporeda kinematickih osa postaje razumljivo
kada se proprate rasudivanja u geometrijskoj statici, koja su dovela do krajnje op-
Steg rasporeda analognih statiCkih osa. Medutim, nece biti potrebno mnogo truda
da se do opsteg rasporeda kinematikih osa dode neposrednim kinemati¢kim rasu-
divanjima.

Zaista, §to se ti¢e odvojenosti translacionih od rotacionih osa i paralelnog
pomeranja translacionih osa, to se, kako je i ranije naznaceno, odmah uvida: vektor
translacije i vektor rotacije sa zajedni¢kim podetkom i uopste proizvoljnim pravcima
u prostoru, koji sadinjavaju redukcioni kinematicki torzer, mogu se ponaosob raz-
loZiti u po tri nezavisne komponente u pravcima osa dva razlifita koordinatna
sistema; potom, ose triju komponentnih translacija, bududi da translacije predstav-
ljaju slobodne vektore, mogu se bez daljeg razmiSljanja pomeriti paralelno samima
sebi. Dakle, preostaje jo§ da se pokaZe moguénost paralelnog pomeranja takode i
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rotacionih osa. Evo, kako se to postiZe na jednostavan naéin. Sve tri rotacije, prvobit-
no u pravcima osa jednog koordinatnog sistema, daju se pomeriti paralelno samima
sebi, uz dodavanje po jedne translacije sa odgovaraju¢im pravcem nuzno normalnim
na odnosnu rotaciju. Svaka od tih triju novih translacija daje se zatim razloZiti u po
tri komponente u pravcima triju nekomplanarnih osnovnih translacionih osa, dime
¢e se onda brzine triju prvobitnih komponentnih translacija uopSte promeniti.
Prema tome, u konaénom rezultatu takode ¢e i rotacione ose biti paralelno proizvo-
ljno pomerene, uz konzekventnu promenu brzina uopste svih triju prvobitnih kom-
ponentnih translacija.

2° Drugi tipski oblik elementarnog pomeranja krutog tela predstavlja kom-
binacija od dve translacije i Cetiri rotacije, te sada u drugom delu postavljenog prob-
lema treba odrediti odnosni opsti raspored translacionih i rotacionih osa, za koje
¢e one biti medusobno nezavisne.

Za analogni opsti raspored projekcijskih i momentnih osa sa odnosnim neza-
visnim ravnoteZnim jednadinama geometrijska statika pruza ovakvu teoremu:

Za sastavljanje najviSe Sest nezavisnih jednadina ravnoteZe sistema sila na
krutom telu, i to Cetiri o momentima sila i dve o projekcijama sila, potrebno je i
dovoljno da Sest osa — Cetiri momentne i dve projekcijske — budu izabrane ovako:

od &etiri momentne ose, tri su konkurentne i nekomplanarne, a Cetvrta ne pro-
lazi kroz njihovu konkursnu tacku;

dve projekcijske ose nisu obe paralelne ni sa jednom ravni normalnom na
ravan povudenu kroz konkursnu tacku triju prvih momentnih osa i kroz Cetvrtu
momentnu osu.

Prevodenjem te staticke teoreme na analogni kinematicki jezik, za opsti ras-
pored od dve translacione ose i &etiri rotacione ose sa nezavisnim translacijama i
rotacijama imade se ova kinemati¢ka

Teorema 2. Da binagjviSe Sest translacija i rotacija, koje vrsi jedno kruto
telo, i to dve translacije i Cetiri rotacije, bile medusobno nezavisne, potrebno je i dovoljno
da Sest osa — dve translacione i Cetiri rotacione — budu izabrane ovako:

od Cetiri rotacione ose, tri su konkurenine i nekomplanarne, a etvrta ne prolazi
kroz njihovu konkursnu tacku; :

dve translacione ose nisu obe paralelne ni sa jednom ravni normalnom na ravan
povucenu kroz konkursnu tacku triju prvih rotacionih osa i kroz Cetvrtu rotacionu
osu.

Izvodenje ove teoreme 2 neposrednim kinemati¢kim rasudivanjima ne bi
bilo tako jednostavno kao §to je bilo izvodenje prethodne teoreme 1. Ono §to se
daje brzo videti jeste jedino prelazak sa kombinacije 1° od po tri translacije i rotacije
na kombinaciju 2° od dve translacije i etiri rotacije.

Zaista, podimo od kombinacije 1° sa prvobitnim posebnim rasporedom tran-
slacionih i rotacionih osa upravljenih po osama jednog koordinatnog sistema. Za-
mislimo, potom, da se jedna ma koja od triju translacija zameni sa jednim ma kojim
od mnogih ekvivalentnih rotacionih spregova, tako da jedna od dveju rotacija sprega
prolazi kroz koordinatni poéetak. RazlaZuéi onda tu rotaciju sprega u tri komponentne
rotacije u pravcima koordinatnih osa, ove tri komponentne rotacije se mogu prido-
dati trima prvobitnim rotacijama upravljenim takode po istim koordinatnim osama.
Ona druga rotacija sprega zauzela bi pri tome svoj poloZaj u prostoru saobrazno
izabranom spregu, no svakako bi prolazila mimo koordinatnog pocetka. Prema tome,
u kona¢nom rezultatu jedna od triju translacija bila bi transformisana u jednu &et-
vrtu rotaciju mimo koordinatnog pocetka, uz odgovaraju¢u promenu triju prvobit-
nih rotacija u pravcima koordinatnih osa.
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O&evidno, prevodenje kinematiCke kombinacije 1° na kinemati¢ku kombina-
ciju 2° moglo bi se izvesti na nebrojeno mnogo nacina, zahvaljujuéi dvema naznade-
nim proizvoljnostima: slobodi izbora jedne od triju translacija, koja se transformise
u Getvrtu rotaciju, i naroéito slobodnom izboru ekvivalentnog rotacionog sprega
za tu izabranu translaciju. Takvi razli¢iti nadini prevodenja prve kombinacije u
drugu dade i razligite pojedinacne rasporede odnosnih translacionih i rotacionih
osa u prostoru, koji ¢e, uzeti skupa, sacinjavati opsti njihov raspored za ovu drugy
kombinaciju. Sagledati neposredno iz samog opisanog transformacionog postupka
taj opsti raspored osa u onakvoj saZetoj formulaciji kako je daje teorema 2 nesum-
njivo je nemoguce. U svakom slucaju, da bi se do takve formulacije opsteg rasporeda
kinematiCkih osa do$lo kinemati¢kim putem, bila bi neophodna dalja podrobnija
rasudivanja na osnovu teorije vezanih vektora, analogna onima koja su bila sprove-
dena u geometrijskoj statici pri odredivanju korespondentnog op$teg rasporeda
stati¢kih osa. A to je zapravo ono §to se i htelo izbeéi uspostavljanjem kinematicko-
-stati¢ke analogije.

3° Na redu je da se za kombinaciju od jedne translacije i pet rotacija, koja
sadinjava treéi tipski oblik elementarnog pomeranja krutog tela, u smislu drugog
dela problema odredi opsti raspored translacione i rotacionih osa, za koje ce transla-
cija 1 rotacije biti nezavisne.

U geometrijskoj statici se za analogni ops$ti raspored od jedne projekcijske
ose i pet momentnih osa sa nezavisnim odnosnim ravnoteZnim jednadinama nalazi
ovakva teorema:

Za sastavljanje najviSe Sest nezavisnih jednadina ravnoteZe sistema sila na
krutom telu, i to pet o momentima sila i jedne o projekcijama sila, potrebno je i
dovoljno da Sest osa — pet momentnih i jedna projekcijska — budu izabrane ovako:

od pet momentnih osa, tri su konkurentne i nekomplanarne, a ostale dve
ne prolaze kroz njihovu konkursnu tacku i ne leZe u jednoj ravni sa njom;

doim projekcijska osa nije normalna na prese¢nu pravu dveju ravni povu-
genih kroz konkursnu ta¢ku prvih triju momentnih osa i kroz ostale dve momentne
ose.

Saobrazno tO_] stati¢koj teoremi, za odredivanje opsteg rasporeda od jedne
translacione ose i pet rotacionih osa sa odnosnom translacijom i rotacijama neza-
visnim medu sobom dobija se ova kinemati¢ka

Teorema 3. Da binajvise Sest translacija i rotacija, koje vrsi jedno kruto
telo, i to jedna translacija i pet rotacija, bile medusobno nezavisne, potrebno je i dovo-
lino da Sest osa — jedna translaciona i pet rotacionih — budu izabrane ovako:

od pet rotacionih osa, tri su konkurentne i nekomplanarne, a ostale dve ne pro-
laze kroz njihovu konkursnu tacku i ne lefe u jednoj ravni sa njom;

docim translaciona osa nije normalna na preseénu pravu dveju ravni povulenih
kroz konkursnu tacku prvih triju rotacionih osa i kroz ostale dve rotacione ose.

U pogledu teSkoc¢a da se ova teorema 3 izvede neposrednim kinemati¢kim
rasudivanjima vredeée utoliko pre one napomene koje su bile ulinjene u vezi sa
teoremom 2. Jer, tamo se radilo o prevodenju jedne translacije u jednu rotaciju, a
ovde pak o prevodenju dveju translacija u dve rotacije. Sto se tie samog prevodenja
kinematike kombinacije 1° preko kinematicke kombinacije 2° na kinemati¢ku kom-
binaciju 3°, ne bi se imalo reéi ni§ta principijelno novo: istim kinematickim postup-
kom, kojim je bila transformisana jedna od triju translacija u etvrtu rotaciju, mo-
gla. bi se transformisati i druga translacija u petu rotaciju. Ali, odredivanje opsteg
rasporeda odnosnih osa za ovu kombinaciju 3° od jedne translacije i pet rotacija,
nezavisnih medu sobom, na osnovu samo takvog transformacionog kinemati¢kog
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postupka, bez daljih podrobnih izvodenja analognih onima u geometrijskoj statici,
bilo bi nesumnjivo nemoguce.

— Analogno izvodenju u geometrijskoj statici, iz opSteg rasporeda kinema-
ti¢kih osa odredenog teoremom 3° moZe se izdvojiti kao karakteristiéna njegova
posebnija tetraedarska varijanta. Naime, u geometrijskoj statici je kao posledica
napred navedene opSte teoreme izvedena ovakva teorema:

Sest ravnoteznih jednadina za kruto telo, i to pet o momentima sila u pogledu
na pet ivica jednog tetraedra i jedna o projekcijama sila na pravac njegove ivice
naspramne onoj koja nije uzeta za momentnu osu, biée nezavisne.

Toj stati€koj teoremi odgovarala bi onda, kao posledica opste kinematicke
teoreme 3, sledeéa kinematicka teorema o posebnijem tetraedarskom rasporedu
nezavisnih kinemati¢kih osa:

Teorema 3. JSest komponentnih elementarnih pomeranja krutog tela,
i to Sest rotacija u pravcima pet ivica jednog tetraedra i jedna translacija u pravcu
njegove ivice naspramne onoj koja nije uzeta za rotacionu osu, bice nezavisna.

— Primer za drugi karakteristiCan raspored nezavisnih osa kod sadanje ki-
nemati¢ke kombinacije 3° moZe se takode pozajmiti iz geometrijske statike. To je
raspored osa koji obrazuju dva pravougla koordinantna sistema Oxyz i O'xy’z,
sa zajedni¢kom osom Oz i paralelnim osam au ostala dva njihova para (sl. 5): jedna

Z ) translacija v; upravljena je po osi Oz, a pet
. — — — — —
| rotacija o, wj, ®3, w4, s upravijene su
f respektivno po osama Ox, Oy, Oz, O'x’, 0'y'.
Vidi se i ovde neposredno da takav poseb-
ni raspored osa pripada njihovom opStem
rasporedu, koji odreduje teorema 3; no, on
se moZe smatrati i kao graniéni sludaj tetrae-
darskog rasporeda osa po teoremi 3’, kada
se jedna tetraedrova ivica udaljava besko-
naéno, kako se to obja§njava u geometrijskoj
statici.
4° Najzad, ostaje da se odredi opsti
raspored za $est rotacionih osa u kombinaciji
4° od 3est nezavisnih rotacija, koja predstavlja
getvrti 1 ujedno poslednji tipski oblik ele-
mentarnog pomeranja krutog tela.
Stati¢ka teorema o opStem rasporedu
analognih stati¢kih nezavisnih osa glasi:
Da bi najvise Sest momentnih jednadina ravnoteZe sistema sila na krutom telu
bile medusobno nezavisne, potrebno je i dovoljno da one budu sastavljene u po-
gledu na Sest momentnih osa, takvih da su tri konkurentne i nekomplanarne, a da
od ostalih triju nijedna ne susrece ni u konaé¢nosti ni u beskona&nosti preseénu pravu
dveju ravni povudenih kroz konkursnu tatku i one druge dve ose.
Dakle, za opsti raspored Sest nezavisnih rotacionih osa imace se ova kinema-

ticka

Teorema 4. Da bi najvise Sest rotacija, koje vr$i jedno kruto telo, bile
medusobno nezavisne, potrebno je i dovoljno da tri rotacione ose budu konkurentne i
nekomplanarne, a da od ostalih triju roiacionih osa nijedna ne susrece ni u konacnosti
ni u beskonacnosti presecnu pravu dveju ravni povucenih kroz konkursnu tacku i one
druge dve ose.
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Napomenimo i ovde da se kombinacija 4° od Sest rotacija takode daje izvesti
neposrednim kinemati¢kim rasudivanjima iz kombinacije 1° od tri translacije i tri
rotacije, kao $to je to bilo pokazano za prethodne dve kinemati¢ke kombinacije
2°1 3°, Radi toga, treba opisani transformacioni postupak primeniti dalje, tako da se,
posle prevodenja dveju translacija u etvrtu i petu rotaciju, i treca translacija prevede
u Sestu rotaciju. Ali, odredivanje opSteg rasporeda $est nezavisnih rotacionih osa
neposrednim kinemati¢kim putem zahtevalo bi daleko podrobnija izvodenja, ana-
logna onima u geometrijskoj statici; a to je ovde izbegnuto koriséenjem kmematlcko-
-stati¢ke analogije.

-— U geometrijskoj statici je pokazano da se karakteristi¢ni tetraedarski
raspored Sest nezavisnih rotacionih osa javlja kao posledica njihovog opsteg ras-
poreda po prednjoj stati¢koj teoremi. Analogno tome, kao posledica opste kine-
matilke teoreme 4° za posebniji tetraedarski raspored Sest rotacionih osa rezultuje
ova kinematicka

Teorema 4. Sest rotacija u pravcima Sest ivica jednog tetraedra bice
nezavisne.

Ova teorema je u pristupnom ¢lanu 1 ve¢ bila izvedena i neposrednim kine-
mati¢kim rasudivanjima, no analognim opet onim u geometrijskoj statici.

— Isto tako, u geometrijskoj statici se iz navedene opste statiCke teoreme
izvode nekoliko posledica o izboru osa pri sastavljanju nezavisnih momentnih
jednadina ravnoteZe. Evo analognih posledica iz opste kinematicke teoreme 4 o izboru
osa sa nezavisnim rotacijama:

1) Za tri ose u jednoj ravni, koje nisu ni konkurentne ni paralelne (drukéije
redeno, koje se ne seku u jednoj taéki ni u kona¢nosti ni u beskonacnosti), tri rota-
cije bi¢e nezavisne.

2) Naprotiv, od tri rotacije oko tri konkurentne ili paralelne ose u jednoj
ravni jedna mora biti zavisna.

3) Isto tako, od detiri rotacije oko Cetiri ose u jednoj ravni bar jedna ce biti
zavisna,

4) Ako ne za tri paralelne ose u ravni po posledici 2), onda:

Za tri paralelne ose §to ne leZze u jednoj ravni tri rotacije Ce biti nezavisne.

5) Naprotiv, od etiri rotacije oko &etiri paralelne ose bar jedna ¢e biti zavisna.

Valja napomenuti da bi se ove posledice mogle sasvim brzo izvesti na osnovu
Cinjenice da rotacija predstavlja vektor vezan za pravu, pa da se one onda u smislu
postojece kinemati¢ko-staticke analogije obratno prenesu u statiku radi usta-
novljavanja uslova za nezavisnost korespondentnih momentnih jednadina ravno-
teze.

5° Cetiri razli¢ita oblika elementarnog pomeranja krutog tela, koja su treti-
rana u Cetiri pretohodne tacke 1°, 2°, 3° i 4°, dobijena su na taj nacin §to se, polazeci
od podetnog oblika 1° sa tri translacije i tri rotacije, postupno po jedna translacija
preobracala u po jednu rotaciju, tako da oblik 2° obrazuju dve translacije i Cetiri
rotacije, zatim oblik 3° — jedna translacija i pet rotacija, i najzad oblik 4° — svih
Sest rotacija. Sa formalnog gledi§ta, polazedi opet od podetnog oblika 1°, translacije
i rotacije u ukupnom broju od est njih mogle bi se kombinovati i u obratnom smeru,
tako da se broj translacija povecava a broj rotacija smanjuje. Medutim, takve dalje
kombinacije nisu i stvarno mogude. Kako je veé obja$njeno u pristupnom ¢lanu 1,
razlog je sasvim jednostavan: buduéi da je brzina translacije krutog tela slobodan
vektor, translacije koje bi dosle preko tri nezavisne translacije nuzno bi bile zavisne
od njih. Prema tome, u analogiji sa statickom teoremom za najviSe tri nezavisne
jednagine o projekcijama sila, ustanovljena je ova kinematicka

2 Publikacije
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Teorema 5 Nezavisnih translacija krutog tela u raznim pravcima u pros-
toru moZe biti najvise tri.

4. Posebna kretanja krutog tela

U geometrijskoj statici je metodi¢ki podesno da se posebni sistemi sila na
krutom telu razvrstavaju u ovakve tri klase: 1) sistem konkurentnih sila; 2) ravan
sistem sila; 3) sistem paralelnih sila. Za takve pojedine klase posebnih sistema sila
se onda ustanovljavaju razli¢ite formulacije ravnoteznih uslova i saobrazno njima us-
lovi za nezavisnost ravnote?nih jednadina sa opitim rasporedima projekcijskih i
momentnih osa. Analogno tome, u kinematici krutog tela bi se takode mogli raz-
matrati isti takvi posebni sistemi rotacija. Medutim, oni nemaju kakvog znadajnijeg
interesa, ni teorijskog ni prakti¢nog.

U kinematici se, opet iz metodickih razloga, posebna kretanja krutog tela
razlikuju na ovakav nacin:

1) translatorno kretanje;

2) obrtanje oko nepomicne ose;

3) helikoidalno kretanje;

4) obrtanje oko nepomiéne tacke; i
5) ravno kretanje.

Svakako da bi bilo od koristi da se saobrazno postavljenom problemu u ovoj ras-
pravi ispitaju mogucnosti razli¢itih oblika elementarnog pomeranja i u takvim pose-
bnim sluéajevima kretanja krutog tela.

Kako se videlo u proSlom ¢&lanu, razli€iti oblici elementarnog pomeranja
slobodnog krutog tela zasnivali su se na preobradanju pojedinih komponentnih
translacija u rotacije. Sledstveno tome, odmah se daje zakljuditi da kod tri posebna
kretanja krutog tela ne mogu postojati razliiti oblici elementarnog pomeranja:
kod obrtanja oko nepomiéne ose i kod obrtanja oko nepomiéne tacke i ne postoji
nikakva translacija, a kod helikoidalnog kretanja postoji jedna translacija po odre-
denoj osi i u konstantnom odnosu sa rotacijom. Tako, za razmatranje ostaju samo
dva posebna kretanja: translatorno kretanje sa tri moguéne komponentne translacije
i ravno kretanje sa dve moguéne komponentne translacije. Razmotrimo najpre ovo
drugo posebno kretanje.

Ravno kretanje krutog tela. — Izmedu ravnog kretanja krutog tela i ravnog
sistema sila na krutom telu postoji potpuna analogija u onom smislu kako je uspo-
stavijena u pristupnom ¢lanu 1. Naime, kada se u ravni kretanja uzme jedan dvoosni
koordinatni sistem, onda osnovni oblik ravnog kretanja krutog tela sadinjavaju
dve translacije upravljene po tim koordinatnim osama i jedna rotacija oko ose
upravne na ravan kretanja kroz koordinatni pocetak; a ravan sistem sila, u po-
gledu na isti takav dvoosni koordinatni sistem u ravni dejstva sila, redukuje se u
svom osnovnom obliku na dve komponentne sile u pravcima koordinatnih osa i na
spreg sila u koordinatnoj ravni, tako da se kao potrebni i dovoljni uslovi ravnoteZe
postavijaju dve jednadine o projekcijama sila na ose 1 jedna jednacina o momentima
sila u pogledu na koordinatni pocetak, — dakle, u potpunoj analogiji sa kompo-
nentalnom predstavom ravnog kretanja.

' No, u geometrijskoj statici se za uslove ravnoteZe ravnog sistema sila daju
postaviti tri razliite formulacije kao posledice opstih formulacija, koje stoje u analo-
giji sa ustanovljenim kinemati¢kim opStim teoremama 1, 2, 3 u proslom ¢lanu;
Cetvrta formulacija ravnoteZnih uslova, koja bi bila analogna kinemati¢koj teoremi
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4, ne dolazi u obzir zbog ogranitenosti pravca u prostoru glavnog vektora ravnog
sistema sila, koji nuZno ostaje paralelan sa ravni dejstva sila. Na osnovu postojece
stati¢ko-kinemati¢ke analogije, takve tri formulacije ravnoteZnih uslova i odnosne
tri teoreme o nezavisnosti ravnoteZnih jednatina moéi ée se bez daljih rasudivanja
prevesti u tri analogne kinematicke teoreme o tri razliita oblika elementarnog
pomeranja ravno pokretnog krutog tela, koje ¢e ujedno biti posledice pomenutih
kinematikih opstih teorema. Ne navodedi i stati¢ke teoreme, ovde ¢e se te tri kine-
matiCke teoreme za ravno kretanje odmah iskazati kako sledi:

Teorema 1. Kod ravnog kretanja krutog tela za nezavisnost najvise triju
komponentnih kretanja — dveju translacija i jedne rotacije — potrebno je i dovoljno
da rotaciona osa prodire ravan kretanja u konacnosti, a da dve translacione ose ne
budu obe paralelne ni sa jednom ravni normalnom na ravan kretanja.

Teorema 2. Kod ravnog kretanja krutog tela za nezavisnost najvise triju
komponentnih kretanja — jedne translacije i dveju rotacija — potrebno je i dovoljno
da od dveju rotacionih osa bar jedna prodire ravan kretanja u konacnosti, a da tran-
slaciona osa ne bude normalna na presecnu pravu ravni kretanja sa ravni povucenom
kroz prodornu tacku prve rotacione ose i kroz onu drugu rotacionu osu.

Teorema 3. Kod ravnog kretanja krutog tela za nezavisnost najvise
triju rotacija potrebno je i dovoljno da jedna rotaciona osa prodire ravan kretanja u
konacnosti, a da od ostalih dveju rotacionih osa nijedna ne susrece ni u konacnosti ni
u beskonacnosti preseCnu pravu ravni kretanja sa ravni povucenom kroz prodornu
tacku i onu drugu osu.

— Opéti rasporedi translacionih i rotacionih osa prednjim trima teoremama
odredeni su na najopstiji moguci nadin. Medutim, analogno onome u geometrij-
skoj statici, buduéi da se radi o ravnom kretanju krutog tela, celishodno je rasporede
osa prilagoditi ravni kretanja. U tome smislu treba smatrati da je ravno kretanje
krutog tela redukovano na kretanje u sopstvenoj ravni jedne ravne figure, kao preseka
krutog tela sa ravni kretanja, pa ose onda uzimati ovako: translacione ose u samoj
ravni kretanja figure; a rotacione ose upravno na tu ravan, tako da se mogu zameniti
rotacionim polovima u njoj. Evo tada iskaza triju odgovarajucih teorema sa tak-
vim posebnim rasporedima osa:

Teorema 1. Kod kretanja ravne figure u sopstvenoj ravni za nezavisnost
najvise triju komponentnih kretanja — dveju translacija po osama u ravni kretanja
i jedne rotacije oko pola u istoj ravni — potrebno je i dovoljno da dve translacione ose
ne budu paralelne.

Teorema 2. Kod kretanja ravne figure u sopstvenoj ravni za nezavisnost
najvise triju komponentnih kretanja — jedne translacije po osi u ravni kretanja i
dveju rotacija oko dvaju polova u istoj ravni — potrebno je i dovoljno da transiaciona
osa ne bude normalna na spojnu pravu dvaju rotacionih polova.

Teorema 3. Kod kretanja ravne figure u sopstvenoj ravni za nezavisnost
najvise triju rotacija oko triju polova u ravni kretanja potrebno je i dovoljno da tri
rotaciona pola ne leZe na jednoj pravoj.

Translatorno kretanje krutog tela. — Za razliku od ravnog kretanja, za tran-
slatorno Kkretanje krutog tela se ne moZe naéi podesan stati¢ki analogon, koji bi se
iskoristio u ustanovljavanju razliitth oblika njegovog elementarnog pomeranja.

Na prvi pogled, pomislilo bi se da je translatorno kretanje analogno sistemu
konkurentnih sila, koji se uopste redukuje na jednu rezultantnu silu, bududi da su
komponentne translacije analogne ravnoteZnim jednadinama o projekcijama sila.
Ali, dok je rezultanta konkurentnih sila vezani vektor, koji nuZno prolazi kroz
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konkursnu tacku sila, dotle je translaciona brzina slobodan vektor. Stoga, geome-
trijska rasudivanja o sistemu konkurentnih sila gube vaZnost za translatorno kretanje.

Posto se translacija moZe predstaviti kao spreg rotacija, svakako bi joj onda
bolji analogon bio spreg sila, koje su na krutom telu kao i rotacije vektori vezani
za prave. Medutim, u geometrijskoj statici se nije pokazivala neka potreba i korist
da se spreg sila predstavlja drugadijim ekvivalentnim sistemom sila, $to bi sad u
kinematici eventualno posluZilo da se translatorno kretanje preko sprega rotacija
predstavlja razliitim ekvivalentnim sistemima rotacija.

Prema tome, u proucavanju razli¢itih oblika elementarnog pomeranja pri
translatornom kretanju krutog tela treba se osloniti na samostalna kinemati¢ka
rasudivanja.

Na prvom mestu, treba konstatovati da translatorno kretanje krutog tela u
jednom trenutku moZe imati ma kakav pravac u prostoru. Zbog toga, u smislu
detiri prve opSte teoreme iz proSlog ¢lana za translatorno kretanje dolaze u obzir
sva Getiri oblika elementarnog pomeranja.

— Najpre, saobrazno opitoj teoremi 1, kada se zadrZe u paznji samo kom-
ponentne translacije, za prvi oblik elementarnog pomeranja pri translatornom
kretanju krutog tela moZe se odmah iskazati ova, i neposredno odevidana,

Teorema 1. Translatorno kretanje krutog tela u jednom trenutku moze se
ostvariti sa tri komponentne translacije, za ¢iju nevavisnost je potrebno i dovoljno da tri
translacione ose ne budu sve paralelne sa kakvom ravni.

— Zatim, da bi se dobio drugi oblik elementarnog pomeranja pri transla-
tornom kretanju krutog tela, saobrazan opstoj teoremi 2, trebalo bi u prvom obliku
jednu od triju komponentnih translacija transformisati u jednu rotaciju. Medutim,
to ovde nije moguce. Sve §to se moZe jeste da se jedna komponentna translacija za-
meni sa jednim ekvivalentnim spregom rotacija, sa kojim se dalje nifta vise ne moZe
udiniti, tako da on ostaje da egzistira kao treée samostalno komponentno kretanje
translatornog kretanja. Prema tome, za drugi oblik e se imati ova

Teorema 2. Translatorno kretanje krutog tela u jednom trenutku moZe
se ostvariti sa dve komponentne translacije i sa jednim komponentnim spregom rotacija,
za Ciju nezavisnost je potrebno i dovoljno da dve translacione ose i normala na ravan
rotacionog sprega ne budu sve tri paralelne sa kakvom ravni.

— Dalje, tre¢i oblik elementarnog pomeranja pri translatornom kretanju
krutog tela dobice se, kada se u drugom obliku i druga komponentna translacija
zameni sa ekvivalentnim spregom rotacija. Posle toga bi se, bez povrede nezavisnosti
oba komponentna sprega rotacija, dve rotacije, uzete po jedna iz svakog sprega,
mogle sloZiti u jednu rotaciju, tako da bi se ukupan broj od &etiri rotacije redukovao
na tri, izmedu kojih e jo§ nuZno postojati jedna odredena zavisnost. Medutim,
time se niSta narocito ne postiZze na upro$cavanju kinemati¢kog oblika, te je ipak
celishodnije ostaviti da oba rotaciona sprega egzistiraju kao samostalna komponen-
tna kretanja. Prema tome, za drugi oblik se dobija ova

Teorema 3. Translatorno kretanje krutog tela u jednom trenutku moze
se ostvariti sa jednom komponentnom translacijom i sa dva komponentna sprega
rotacija, za Ciju nezavisnost je potrebno i dovoljno da translaciona osa i dve normale
“na ravni dvaju rotacionih spregova ne budu sve tri paralelne sa kakvom ravni.

— Najzad, za etvrti oblik elementarnog pomeranja pri translatornom kre-
tanju krutog tela treba jo§ i treCu komponentnu translaciju zameniti sa ekvivalentnim
spregom rotacija. Kada bi se posle toga ovde, takode bez povrede nezavisnosti
triju komponentnih spregova rotacija, sloZile tri rotacije, uzete po jedna iz svakog
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njihovog sprega, u jednu rotaciju, dobile bi se svega Cetiri rotacije, izmedu kojih
ée jo§ nuzno postojati jedna odredena zavisnost.

Intencija da se ta rezultantna rotacija podesnim izborom njenih triju kompo-
nentnih rotacija eventualno anulira, tako da kao ekvivalentna zamena translator-
nom kretanju ostanu samo tri nezavisne rotacije, nije nikako ostvarljiva. Zaista,
da bi tri rotacije dale translaciju, potrebno bi bilo da njihov glavni momenat u po-
gledu na razne tacke prostora bude isti. Za to bi, pak, bilo potrebno da glavni vek-
tor tih triju rotacija bude jednak nuli. A opet za ovo bilo bi potrebno da tri rotaciona
vektora budu paralelna sa kakvom ravni. Medutim, to je ono §to je nemogude;
jer, translatorno kretanje slobodnog krutog tela moZe imati proizvoljan pravac u
prostoru, te je onda geometrijski neophodno da tri rotacije budu rasporedene u
svima trima dimenzijama prostora, a ne samo u dvema. Na takvu geometrijsku
protivreénost se zapravo svodi ograni¢avajudi uslov da glavni vektor triju rotacija
mora biti jednak nuli.

Prema tome, i ovde se pokazuje celishodno da se tri komponentna rotaciona
sprega ostave da egzistiraju samostalno. Tako se za Cetvrti oblik translatornog kre-
tanja ustanovljava ova

Teorema 4. Translatorno kretanje krutog tela u jednom trenutku moZe se
ostvariti sa tri komponentna sprega rotacija, za (iju nezavisnost je potrebno i dovoljno
da tri normale na ravni triju rotacionih spregova ne budu sve paralelne sa kakvom
ravni.

5. Zakljucak o opStem kretanju krutog tela

Opste teoreme o razliitim oblicima elementarnog pomeranja slobodnog
krutog tela, izvedene u ¢lanu 3, dopustaju da se o njegovom opstem kretanju ucini
jedan vaZan zakljudak.

Podimo u rasudivanju od teorije o slaganju translacija i rotacija. U toj teoriji
se pokazuje da se krutom telu mogu saopstiti translacije i rotacije u ma kakvim
brojevima. Iz toga se stie utisak da ée kretanje krutog tela dobijati sve opstiji
oblik ukoliko mu se bude saopstavalo sve viSe translacija i rotacija, tako da bi naj-
opstije kretanje njegovo zahtevalo Cak i beskona¢no mnogo translacija i rotacija.
Istina, u toj teoriji se takode pokazuje da se sistem od ma kakvih brojeva transla-
cija 1 rotacija moZe uvek redukovati na kinematicki torzer od svega jedne translacije
1 rotacije, koji na centralnoj osi sistema prelazi u kinemati¢ku dinamu kao vektor-
skog predstavnika trenutnog helikoidalnog kretanja; pa, kako se i proizvoljno kre-
tanje slobodnog krutog tela svodi na trenutno helikodialno kretanje, moglo bi se
mozda smatrati da je ve¢ u proizvoljnim sistemima translacija i rotacija sadrzano
i takvo proizvoljno kretanje. Ali, kod proizvoljnog kretanja slobodnog krutog tela
osa trenutnog helikoidalnog kretanja moZe zauzimati proizvoljan poloZaj u prostoru;
a sa druge strane, pak, ne vidi se neposredno da li i proizvoljni sistemi translacija i
rotacija obezbeduju takode proizvoljan poloZaj ose trenutnog helikoidalnog kretanja
krutog tela. Prema tome, ¢ak i kada se uzme u obzir da sistemi translacija i rotacija
mogu da daju trenutno helikoidalno kretanje, ostaje i dalje utisak da se njima ipak
ne moZe proizvoditi proizvoljno kretanje slobodnog krutog tela.

U tome svakako treba videti razloge §to se u kursevima iz mehanike proiz-
voljno kretanje slobodnog krutog tela smatra kao opSte njegovo kretanje, a da
proizvoljni sistemi translacija i rotacija predstavljaju posebne slucajeve takvog
opsteg kretanja. Tako, na primer, u Apelovom kursu poglavlje o slaganju translacija
i rotacija, posto se pokazalo da se njihovi sistemi uop$te redukuju na trenutno heli-
koidalno kretanje, zavrSava se ovakvom konstatacijom:
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»Cinjenica §to ma kakav broj translacija i rotacija, koje vrii jedno kruto telo,
saopS§tavaju njegovim raznim tackama iste brzine kao i jedno helikoidalno kretanje
nalazi svoj pravi razlog u ovakvoj teoremi: U najopstijem kretanju krutog tela, brzine
u jednom trenutku jesu iste kao i u helikoidalnom kretanju. To éemo zapravo sada
dokazati«.

Medutim, rezultati do kojih se doSlo u ovoj raspravi govore da stvari stoje
upravo obrnuto. Na osnovu opStih teorema iz ¢lana 3, da bi se ostvarilo proizvoljno
kretanje slobodnog krutog tela, nije potrebno primenjivati sisteme translacija i ro-
tacija sa vrlo velikim njihovim brojevima: za to je potrebno i dovoljno zadrzati
se ve¢ na maksimalnom broju od Sest translacija i rotacija, pod jedinim uslovom da
se translacije i rotacije uzimaju u takve Cetiri njihove kombinacije i sa takvim ras-
poredima translacionih i rotacionih osa za koje ¢e one biti nezavisne medu sobom.
Sve translacije i rotacije koje bi se saopstavale krutom telu preko takvih sistema od po
Sest nezavisnih translacija i rotacija nuZzno bi morale biti zavisne od njih. Drugim re-
¢ima, to znadi da svako dodavanje daljih translacija i rotacija na osnovne sisteme
od Sest nezavisnih translacija i rotacija ne bi niukoliko doprinosilo proSirivanju
onog opsteg oblika kretanja krutog tela koji se ve¢ ne bi mogao ostvariti sa tim
osnovnim sistemima; one bi jedino mogle udiniti da se promene translacije i rotacije
u tim njihovim osnovnim sistemima; dakle, one bi bile obuhvadene ovim osnovnim
njihovim sistemima. U svetlosti takvih injenica onda proizvoljno kretanje slobod-
nog krutog tela postaje ekvivalentno sa sistemima od svega Sest nezavisnih transla-
cija i rotacija. Ali, ako je opStost kretanja slobodnog krutog tela veé iscrpljena nje-
govom proizvoljnoicu, kod sistema od Sest nezavisnih translacija i rotacija moze se
&initi uop$tavanje ipak utoliko S$to ¢e se povedavati broj translacija i rotacija, pa
makar ove nove bile sigurno zavisne od onih $est osnovnih.

U tome smislu zapravo i treba zakljuciti da veé proizvoljni sistemi translacija
i rotacija predstavljaju potpunu generalizaciju kretanja slobodnog krutog tela, te
da je prema tome proizvoljno kretanje njegovo nuZno sadrZano u tim sistemima
kao njihova posledica.
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PA3JIMYHBIE ®OPMbI DJIEMEHTAPHOI'O HEPEMEIEHWA TBEPAOI'O TEJIA

PeswmMme

IMox dopMol 371EMEHTAPHOTO IEPEMEIleHUs TBEPAOro Tel1a MOApa3yMeBaeTcsl CHCTEMa
HE3aBMCHMBIX TPAHCIALUMA M POTAUMH, OPH MOMOIUM KOTOPBIX CTAHOBHTCS BO3MOXKHBIM OCYIIE-
CTBHTH NPOM3BOJNIBHOE PaclpeleneHne CKOpPOCTed MO TOYKAM CBODOJHO MBHKYLIErOCS TBED-
mora Tena.

IMpobdrnemy o monoOHBIX Pa3NMYHBEIX ¢POpMax Mbl CTABMM B IBYX 4acCTs:

BO-NICPBEBIX, CcAedyem YCMAHOBUMb 6Ce KOMOUHQUUU MPAHCAAUNE U POMAuUil nPU UX MaKcu-
MAABHOM 4UCAe PABHOM WeChu, 048 KOWMOPBIX 3N KOMOURQUUN MO2YM Gbimb He3asucuMuiMu; W

BO-BTOPBIX, 0449 8cex NOOOOHBIX KOMOUHAyUii mpaucadyuii u pomayuil caedyem YCMaHo-
eume 00wue pacnpedefeHus oceil MPAHCAAYUL U POMAYUU, KPU KOMOPbIX MPAHCASYUN U pomayul
Sy0ym HAGepHAKA He3a8UCUMBIMIU.

IlocTapneHnas 3ajaYa PeLIAETCS KOCBEHHBIM IIyTEM: YCTAHOBJICHHEM COOTBETCTBYIOILEH
aHaJIOrMH MEXIy CTATHKOM M KHHEMAaTHKOM TBepAoro Tena. Kak M3BeCTHO, 3Ty aHAJIOTHIO NOJIY-
yaem BOOOIEe ABYMS CIOCODaMH: TMOCPEACTBOM TEOPHH CKOJNB3AIIMX BEKTOPOB M HA OCHOBAHWHU
NMPHHIMIA BHPTYeNbHBIX paboT. Ilocie mogpoOHOro W3y4eHUs! OCHOBHBIX XapakTEPUCTHK CTa-
THYECKO-KHHEMATHYECKOM aHANOrHH COCTABIICHA CIICAYIOLIAS

T e 0 pe M a. Kaxoasa KkoMOurayua u npocmpancmeerHoe pacnpedeieHue oceil, 0458 KOMopblx
6 CmamuKe meepooz0 meaa MOXHO COCMASUMb He3asUCUMble DAGHOBECHbIE YDAGHEHUA O NPOEKYUAX
U 0 MOMENMAx Cui, AGAAIOMCA OOHOBPEMEHHO KOMOUHayUeil U nPOCMPAHCMBEHHbIM pacnpededenuem
oceil, 047 KOMOPOIL 8 KUHeMamuKe meepgo20 meaq ROAYUAIOMCA COOMEENICMBEHHbIE He3ABUCHMbIE
MPAHCAAYUL U POMAYUU.

3T1a TeopeMa MO3BOJIAET pe3yJIbTATHI, KOTOPLIE paHee MOTyYaauch B ctaTuke [1], SykBambho
MepeBecTH B KHHEMATHKY, 3aMellasi €JUHCTBEHHO CTATHYECKHE BEIMYMHBI COOTBETCTBYIOLUHMH
KHHEMaTHYECKUMH.

Tak, HpH peilleHdH MepBOM YacTH MpodNEMBbI IPAXOAUM K BHIBOZY, YTO B KHHEMATHUKE CBO-
DOMHOrO TBEPHOro Teida OYAYT CYIIECTBOBATH CIEAYIOINHE YeThIpe KOMOUHALIMH IO LICCTH He3a-
BHCHMBIX TPAHCIAUMNA W POTAIHIL:

1° Tpm TpaHC/IAMHA W TPH POTALUH,

2° KBe TPAHCISLHH K YCTHIPE POTALHH,

3° oxHa TpaHCHSAUUS M IATH DOTLHH,

4° wWecTh pOTAIMiA.

B kavecTBe PELICHMS BTOPOM YaCTH IPOOJIEMBI COCTABIAIOTCSA, TAKKE IO aHAIIOIMH C HaH-
HbIMH CTATMKH, Y€ThIPE TEOPEMBI 00 OODIIMX pachpeNesleHMsAX TPaHCISIHOHHBIX M POTALMOHHBIX
oceil ANA YKa3aHHBIX 4eTbIpEX BO3MOJXHBIX KOMOMHALMIT HE3aBHCHMBIX TPAHCIAUMA M pOTAuMIt.
Ha npumep, M1 xomOuHanup 1° cocTapiieHa CIexyromas

Teopema 1. Ymobsr mMakcumyM uiecmb mpancaayuil u pomayuil, Komopsle npOU3B0-
oum meepdoe meAao, Npu YeM N0 MPU MPAHCAAYUY U pomayuu Ovliu 63QUMHO HE3AGUCUMBIMU, He-
06X00UMO U JOCMAMOuHO, Ymobsl Hi MpU OCU MPAHCAAYUU HU MPU OCH POMAYuU He dvliu napa-
AACABHBIMU ¢ KAKOU Obl MmO HU Ob1A0 NAOCKOCMBbIO.

He npuBoAs OCTANBHBIX TPEX TEOPEM ¢ Goliee CIOKHBIME GOPMYITHPOBKAMH, CIICAYET IIPH-
$5aBUTh, YTO HA OCHOBAaHHH MX IOJIyYAIOTCA OCODBIe paclpelesieHus oceif, diaronpusrHbie Ns
HCIIONb30BaHuA. Tak, s dYeTBEpTOM TeopeMBl XapaKTEpPHO TETPajApHYECKOe paclpefesieHne
eCTH POTALMOHHBIX oceif. KpoMme TOro, M3 4eTBepTOH TEOPEMBI MOXHO BBIBECTH HECKOJIBKO
CHENCTBHE O BBIDOpE OCElt C HE3ABMCHMBIMH POTAUMAMH. YKaXeM TpH H3 HHX:
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1) M3 Tpex poTanuil BOKPYT TPeX NepeCeKarOIINXCH HIIH MAapaJUIeIbHBIX OCEH B OQHOM 1noc-
KOCTH IO KpaifHeit mepe oxdHa OymeT 3aBHCHMOIL.

2) IlpHa Tpex mapasieibHBIX OCAX, HE PACITOJIOKEHHBIX B OXHOM IUIOCKOCTH, TPH POTALHH
OyAyT He3aBHCHMBIMH.

3) HaodopoT, M3 4eTHIpEX pPOTAIHil BOKPYr YeThIpeX MApPaJUIENIbHBIX OCeil IO KkpaltHeit
Mepe oaHa OyzeT 3aBHCHMOIL. :

— C TOH XK€ TOYKH 3PDEHHS MOXHO PacCMaTPUBATh ABA YaCTHBIX THNA JBHXKECHUA TBEPIOIO
TeNa: INIOCKOE HBHXXKEHHE U TPAHCIATOPHOE NBHIXKEHHUE.

V mnocko ABMKYHIETOCS TBEPAOrO Teja YCTaHABIMBAIOTCS TPHU pa3iuvHBIX GOpMEI die-
MEHTapHOTO JBIXEHUA: |° ABe TPaHCISMIHH M OfHAa pOoTal|s, 2° oJHA TPAHCIANMS U ABS POTALIHH,
3° Tpu potaumu. [Ipu 3TOM O0lUME pacnpenelieHHs TPAHCIAUMOHHBIX M POTALMOHHBIX OCed He
OrPaHMYMBAIOTCA YCIOBHEM, YTOOBI TPAHCIALMOHHBIE OCH OLLIH NMApaJUIEIbHBIMHA C IUTOCKOCTBIO
JBWXEHHA, a POTAHOHHBIE OCH OBUIH NMEPIEHAMKYSIPHBIMU K 3TOM MJIOCKOCTH,

JANsA TpaHCIATOPHOro MBHXEHHA 0CODO HMHTEPECHO MOKA3aTEeNIbCTBO, YTO OHO HEBO3MOXKHO
B IPOU3BOJIBHOM HaNPaBJICHUH OCYIIECTBIATCA € TPEMS POTALMAMM BOKDYT TPEX OINpeAesIeHHBIX
0oceit, MpOU3BONBLHO BBIOPAHHBIX B IIPOCTPAHCTBE.



