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PROPRIETES FONCTIONNELLES DES CONIQUES*

Pavel Driigilii

1. Les coniques se definissent ordinairement comme des lieux geome-
triques, c'est-a-dire comme des ensembles de points M (x, y) qui satisfont au
meme relation de condition

F[M, A, B, .. .]=0,

ou A, B, . .. representent des points fixes. Mais, en dehors de cette voie, les
coniques, comme d'aiIleurs aussi d'autres courbes simples, peuvent etre
caracterisees moyennant leurs proprietes fonctionnelles. Cela veut dire qu'on
peut trouver une equation fonctionnelle

<I>[M, Mj, M2,
'"

A, B, .. .]=0,

dans laquelle interviennent les coordonnees de deux, ou eventuellement de
plusieurs points variables sur la courbe M, Mj, M2, ainsi que les coordonnees
de quelques points fixes A, B,...

Les recherches sur ce sujet, ainsi que les travaux publies sont peu
nombreux. Les resultats les plus importants sont ceux dus a Angelesco [I],
Pompeiu [2], Ghermiinesco [4], [6] et Radu [7].

Angelesco s'est propose Ie probleme de determiner les curbes planes
definies par les equations

x=f(u), y=rp(u),

de telle maniere que trois points de la courbe, qui correspondent aux valeurs
u, u + h, u + 2 h du parametre, soient les sommets d'un triangle, dont l'aire
soit independante de h. II trouve ainsi l'equation

(1) [f(u+2h)-f(u+h)] [rp(u+3h)-rp(u)]

= [feu + 3 h) - feu)] [rp(u + 2 h) -rp (u + h)],

de laquelle il deduit ensuite un systeme d'equations differentielles.
Integrant ce systeme il obtient trois types de solutions, qui representent

les paraboles, les hyperboles et les ellipses.
L'equation fonctionelle (1) a ete integree plus tard par Ghermiinesco [5],

sans imposer la condition de derivabilite.
--
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Pompeiu et Lalesco d'autre cote, ont donne une methode de construction
des coniques moyennant un ensemble discret de points. I s considerent a cette
fin un trapez MI M2 M3 M4, dans lequel MI M4 et M2 M3 sont les deux cotes
paralleles. On construit en suite Ie segment MI Ms parallele a M3 M4, de telle
maniere que

M.M.=M2M'=k.
M2M) M)M.

Construisant les trapez succesif a MI M2 M3 M4' M2 M3 M4 Ms,'" on
trouve que les sommets MI, M2, M3, Af4' Ms, sont situes sur la meme conique.

Ghermilnesco a etabli plus tard I'equation fonctionnelle qui resout
completement Ie probleme [6]. Par I'integration de cette equation fonctionnelle
il a montre que la solution generale contient les paraboles pour k = 3, les
hyperboles pour k> 3 et les ellipses pour k < 3.

Partant d'un probleme etudie par Abramesco, au point de vue geome-
trique [3], Radu a montre dans un travail recent [7] que les paraboles sont
les courbes planes caracterisees par la propriete que, si on prend sur la
courbe les couples de points (MI M2), (M3 M4), dont les abscises soient
equidistantes, les droites MI M4 et M2 M3 sont paralleles.

2. II est evident que n'est pas depourvu de l'interet de trouver des
equations fonctionnelles, moyennant lesquelles on peut caracteriser les proprietes
intrrinseques de tous les types de coniques. Nous allons donner, dans ce qui
suit, quelques exemples. Dans les calculs qui suivent nous considererons deux
ou trois points M, MI, M2, variables sur la courbe. On peut supposer, dans
Ie cas Ie plus simple, que les abscises respectives x, XI; X2 sont en progression
arithmetique. Mais nous allons considerer encore Ie cas plus general, ou les
abscises de deux points succesif M;, Mj+1 sont lies -par I'operation lineaire

(2) Xjtl = e (Xj)= aXj + b.

Designant par 0 I'origine des axes, par OMj les rayons vecteurs des
points Mj dela courbe et par OPj Jes abscises des points respectifs, nous
nous proposons de determiner les courbes planes, definies par I'equation y = f(x),
pour lesquelles soit satisfaite la relation

OMI-OM
=

OM2- OM.
OPI-OP OP2-OPI

Nous sommes ainsi conduits a I'equation fonctionelle

(3)

Compte tenu que Ie second membre de l'egalite s'obtient en appliquant
. I'operateur (2) a son premier membre, il en resulte que

v-.x.2+ 12 (Xl) -y X2+ j2(x)
= C

XI-X
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et ensuite

c etant une constante arbitraire. On voit aisement que la solution generale
de I'equation (3) est
(4)

ou b:en
(I - C2) x2 + J2 (x) - 2 cdx - d2 = 0,

d etant une autre constante arbitraire.
On voit sans peine que la solution genera Ie comprend

pour c = I, d =F0 les paraboles;
pour -I <c< I, les ellipses;
pour c = 0, d=l=0 les cercles;
pour c< - I, ou c>l, d=l=Oles hyperboles;
pour c< -I, ou c>l, d=O deux droites.

De la relation (4) on deduit encore la propri6te suivante: Si l'on
construit Ie rayon vecteur OM du centre 0 it un point courant M de la
conique, on peut prendre sur la perpendiculaire ON un segment

ON=cx+d

de telle fa~on que l'angle NMO soit de grandeur constante.
3. Considerons dans Ie plan deux points fixes qu'on peut prendre

A ( - I, 0) et B (I, 0), et ensuite portons par A la droite AE et par B la
droite BF, dont les coefficients angulaires IX et ~ soient constantes. Nous nous
proposons de determiner les courbes planes, definies par l'equation

y = I(x),

de telle maniere que, prenant sur la courbe les deux points variables
M [x, I(x)], M) [x)' j(xa], et notant les coefficients angulaires des droites
AM, AM), BM, BM) par m, m), m', m;, ces coefficients satisfassent l'egalite

m-(X. =m,'-f3

mJ-(X. m'-f3'

Nous obtenons ainsi l'equation fonctionnelle

f(x)
--(X.
x+1

f(xJ)
-(X.

XJ + I

!Jx,)
-13

-
x,-I

f(Xl_f3 '
x-I

qu'on peut ecrire encore sous la forme

(5)

2.
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Compte tenu que Ie terme droit de l'ega1ite (5) s'obtient en appliquant
l'operateur (1) au terme gauche, i1 en resulte

j2(x) _(atb)x+(a-b)
f(x)=c

x2-1 x2-1

c etant une constante arbitraire. Nous trouvons ainsi la solution genera1e

J2(x)- (a+ b) xf(x) - cx2- (a- b)f(x) + c = 0,

qui contient tous 1es types de coniques.
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