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UNE CLASSE D'INEGALITES 00 INTERVIENNENT
LES MOYENNES D'ORDRE ARBITRAIRE

D. S. Mitrinovic et P. M. Vasic

O. Soient a = (ai, az, .. . , an), P = (PI' Pz, . . . ,Pn) des suites de nombres
positifs. La moyenne d'ordre r (r, reel) est definie par les formules:
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Pour r = - 1, r = 0, r = + 1, on obtient respectivement les moyennes
harmonique, geometrique et arithmetique, c'est-a-dire:
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1. Dans ce qui suit, nous allons demontrer Ie

The 0 rem e 1. Pour r< 1, on a !'inegalite

(Ll)
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I-r r-I

Pour r> 1, on a l'inegalite contraire.

Demonstration. - Pour 1a fonetion
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(A> 0; r * 0; Ir I< + 00 ),
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Le seu1 zero positif de 1a fonetion f' est
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done, il faut que
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Etant donne que pour r< Ion a j" (an»O, i1 en resulte l'inegaIite suivante:

r-I
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De la on tire l'inegalite (1.1).

Dans ce qui precede, l'inegalite (1.1)
que r7'=O et Irl<+oo. Si l'on fait r-+O,

a ete demontree sous la condition
on obtient

I-r r-I
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r~O v=l v=l

lim M~] (a; p) = Gn (a; p).
r O

D'apres les dernieres egalites, l'inegalite (1.1) devient

(1.2)

On peut egalement etabEr cette inegalite en procedant directement comme
l'on a fait dans la demonstration de (1.1). En effet, en partant de la
fonction

on obtient
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g'(an)=qn l-"AGn-l(a;p) v~1 v=1
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Le seul zero positif de g' est

Pour cette valeur de an, puisque g" (an»O, on a

d'ou l'on deduit l'inegalite (1.2).



12 D. S. Mitrinovic - P. M. Vasic

Pour r --++ 00, a partir de (1.1), on trouve

(1. 3)

Si dans (1.1) on fait r--+-oo, on obtient l'inegalite (1.3), ou il faut
rem placer max par min et ~ par;?::.

2. L'inegalite (1.2) conduit a

The 0 rem e 2. Pour [L>O, on a fes inl}galites suivantes

(2.1)

(

n-I

);?::
~I

qv An-2 (a; q)

/
n-2

/
n-2

Pn-I ~ Pv Pn ~ Pv n n-2

( )
v=1 ( )

v=1 ~pv / ~PV

(

"_2

)-
Pn-l Pn [Lv=1 v=1 .L Pv Gn-2 (a; p)
qn-l qn v=1

;?::. . .

/
2 . 2

P3 ~ Pv Pn / ~ Pv n . 2

(p )
v=1

(
p

)
I v=1 ~ PV / ~ Pv

(

2

)- ~ . .. ~ [LV=I v=1 .L Pv G2(a; p)q3 qn v=1

avec [L= A
qn

.
Pn

3. En posant Pv=qv(v= 1,2,
'"

, n) et [L= 1, on obtient de (2.1) les
inegalites demontrees dans [1].

4. Pour des valeurs de A, convenablement choisies, en partant. de (1.1)
on peut obtenir diverses inegalites (classiques et autres). Cependant, la question
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si les valeurs correspondentes de A satisfont a la condition 0 < At~r < ~ ( i pv )
,

Pn v~1
reste ouverte dans quelques cas.

Par exempJe, si l'on fait dans (2.1)
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on obtient I'inegalite
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Cette inegalite a ete demontree dans I'article [2].

Pour

A=
PnC~1

qv)An(a; q)

qn
(V~I

pv) M~] (a; p)

a partir de (1.1) on obtient I'inegalite

(r < 0).

Etant donne que
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si l'on pose s= rk et ak au lieu de a, a partir de la derniere inegalite on
trouve l'inegalite
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Cette inegalite a ete deja demontr~ dans l'article [2].

5. II serait interessant de rapprocher les resultats de cet article de ceux
obtenus par T. Popoviciu [3].

(rs<O).
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