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1. Nous allons prouver tout d'abord Ie resultat suivant, relatif a I'inegalite

(1) (sin x )
a

cos x< ~
Proposition 1. L'inegaltte (1) est vraie pour a « 3.

La valeur a =~3 est la meilleure possible,. plus precisement, pour tout a> 3

il existe un nombre XI E (0, ~) (qui depend de a) tel que l'on ait

cos x>ci:xr (0<x<x1), cos XI = ei:~,r cosx<ei: xr (XI <x<
~)

.

Demonstration. Pour a>O I'inegalite (1) est equivalente a Ia suivante:
I

a

(2) x-sin X (cos x) <0

Comiderons Ia fonction f definie par

-- a
(3) f(x) = x-sin x (cos x) (a>l)

et ses deux derivees premieres:

(4) f' (x) = I-(cos x)

I --'- -I --~-a
1

a

-- sin2 x (cos x)
a

-2 --'-a

[CO~2 X-
a + 1_].

(a-I)2

1t
a = 3 on a, pour O<x<-,

2

(5)

Dans Ie cas ou

f" (x)< 0 => f' (x) < f' (0) = 0

=> f(x) <f(O) = O.

L'inegalite (2), c'est-a-dire l'inegalite (1), est done vraie pour a = 3.



24 D. S. Mitrinovic - D. D. Adamovic
_.~

-- -------

Etant donne que l'on a

O
sm x

1<~<
x

et par consequent

(a<3;

on en deduit que l'inegalite (1) est vraie pour a <:3.

Soit maintenant a> 3. On a alors

a+l
=~+

2
<1

(a-l)2 a-I (a-l)2 '

d'ou, d'apres (5), il resulte l'existence d'un nombre ~E (0, ;) tel que l'on a

f"(x):>O (O<x<~), f"(~)=O, f"(x)<O (~<x< ;).

Cette conclusion-la, combinee avec Ie fait que l'on a dans ce cas-la, d'apres
(3) et (4),

f(O)=O, f(~--O)=-oo, 1'(+0)=0,

conduit a la seconde assertion de la proposition 1.
Notons que la courbe y=f(x) a dans les cas ou 0<a.;;3 et ou a:>3

les formes presentees par les figures 1 et 2, respectivement. Le petit celc1e
sur la figure 2 designe Ie point d'inflexion.

y

o x o x

.".x=-2
x=!!.2

Fig. 1 et 2

On peut remarquer encore que l'on a aussi

(sin x )
a

cos X < ;- (a<:3; O<lxl<~).
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D. Dokovic a demontre l'inega1ite (1) pour a = 2 en
voie (voir: D. S. M i t r i n 0 v i c, Elementary Inequalities,
p. 66-67).

suivant une autre
Groningen 1964,

1.1. Etant donne que O<sin x< 1 (O<x< ~), on a,

(Si:bxt ;;, (Si:XY (O<x< ;).

pour a<,b,

D'apres cette remarque-Ia, on a 1a generalisation suivante de 1a premiere
assertion de 1a proposition 1:

Proposition 2. L'inegalite

(sin xt
cos x < -~--

Xb

est vraie pour a.;;;b <,3.

2. L'etude de l'inegalite plus genera1e que (1), a savoir

(sin x)a
(cosx)c<

Xb
(6) (a, b, c nombres reels; b =F0),

dans l'intervalle (0, ~), se reduit a celle du signe de la fonction f definie par

(7) f(x) = x-(s~n x)P (cos x)q (p, q nombres reels).

En effct, l'inega1ite (6) pour x E (0,
~)

est equiva1ente a

a

x-(sinx)b (cosx) b<O
ou a

a c

x-(sinx)b (cosx) b>O

suivant que b>O ou b<O.

On doit noter que pour b = 0 l'etude de l'inegalite (6) est bien plus
simple (elle se reduit pareillement a l'etude du signe de la fonction

l-(sin x)P (cos x)a;

cette etude s'acheve assez facilement).

L'enonce suivant contient nos resultats concernant Ie signc de la fonction j

dans (0, ~). Les nombres Xl et Xz qui y figurent dependent de p et de q.

Proposition 3. 10 Pour p;;, 1, q;;, 0, on a

f(x»O
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2° Ilexiste une jonetion A(p), dejinie, continue et strietement decroissante

de la valeur 0 jusqu'a la valeur -~ dans /'intervale (- 00, I), telle que /' on a,
3

pour p< I, q<A (p), de meme que pour p = 1. q « -~,3

j(x)<O (o<x<;).

3° Pour p<l, q>O. on a

j(x)<O (O<x<xj), j(Xj) =0, j(x»O (x]<x< ;).

4° Pour p< I, A(p)<q<O, on a

j(x)<O (O<x<x! ou X2<X<;). j(x!) = jtX2) =0, j(X»O (xj <X<X2)'

5° Pour p< I, q=A (p), on a

j(x)<O (O<x<; et x:Fx]), j(x])=O.
]

6° Pour p>l, q<O ou pour p= I, --<q<O, on a3

j(x»O (O<x<x!), j(x!) = 0, j(x)<O (x! <x<~).

q

1- 0+1

p
q=-118

B 1+ a -I
p=1

Fig. 3

Cette proposition est rendue visuelle par la figure 3, ou sont presentes les
domaines du plan Opq correspondant, aux cas differents que I'on vient de
distinguer. Les cas 1°, 2°, 3°,... sont respectivement designes par III, 1-=:1,
,-0+1, etc. Les hachures m3.rqu~nt l'appart~nance des points de la ligne-limite
de-deux domaines, et les neches celle de Ja lign~ grasse et de deux points
particuliers.
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On peut completer I'assertion 3° par la remarque que, pour 0 <p< 1,
q>O, pZ+qz>O, on a x1E(0, I) et les assertions 4° et 5° par la remarque

que I'on y axlE (1,
~)

sip<O. En effet, si p,q>O, pZ+qz>O., on a f(x»

>1-I=O(l<X<~), et lorsque p, q<O, on a f(x)<l-l=O(O<x<l).

Demonstration. Remarquons tout d'abord que, pour tout x E (0, -i) fixe,

la fonction f(x) = x-(sin x)P (cos x)q est strictement croissante par rapport a
p et par rapport i q (separement).

Comme on a, pour p = 1, q = 0,

f(x)=x-sinx>O (O<x< ~),

on en deduit I'assertion 1°.
D'autre part, d'apres Ie § 1 (I'inegalite (2) avec a = 3), on conclut que

1f(x)<O pour p<l, q<--.
3

La seconde assertion de la proposition 1 et Ie fait que l'on a

-
~

< q < 0 => (q = -: et a> 3)
. 1

0entrainent la partie de I'assertion 6° concernant Ie cas p= 1, --<q< .
. 3

Pour ce qui suit nous avons besoin des deux derivees premieres de la
fonction f (x):
(8) l' (x) = 1-p (sin X)P-l (cos X)q+l + q (sin X)P+l (cos X)q-l,

.(9) f"(x) = -(sin x)P-Z (cosx)q+z [q (q-1) tg4 x-(p+ q+ 2 pq) tgZx+ p (p-1)]

= -(sin x)p-z (cos x)q+z [q (q-1) tZ-(p + q + 2 pq) t + P (p-1)],
ou

t = tgZ x; x E (0,
~) <=>t E (0, + 00) .

Soit p=O, q>O. La seconde derivee, donnee par (9), s'annulle alors une

foi.s au plus dans (0,
~)

et I' on a fit (x) > 0 dans un voisinage droit de

x=o. Comme ]'on a, d'autre part, f(O»0, fC»O, on obtient dans ce cas

- Ii Ie comportement du signe de f(x) precise dans 3°.
Soit maintenant p < 1, q = O. Si 0 <p < 1, on a, d'apres (7), (8J et (9),

fit (X»O (O<x ~), l' (+ 0) = -00, f(O) =0, f( ~ »0; si p<O, on a fit (x)<O

(0 < x <
~
), f ( + 0) = - 00, f (~ )>

0; en y ajoutant Ie cas trivial p = q = 0,

on abouti.t de nouveau au comportement 3° du signe de f(x).

Soit p<l, q = I. Si p<O, alors, d'apres (7), f(x) t (o<x<~),
f(+O)= -00, f(~»O; si O<p<l, on a, d'apres (7), (8) et (9),
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f"(x»O(O<x<~), 1'(+0)=-00, 1(0)=0, I(~»O; dans ces deux

cas on obtient, donc, encore une fois Ie comportement 3°.
Soit p (p-I) q (q-I) oFO. Alors I'equation

q (q - I) (2 -(p + q + 2 pq) (+ P (p- I) = 0(10)

peut etre mise sous la forme suivante

1I0')
avec

(1 I) A=P+q-j-2pq,
q (q- I)

B=P(p-I) .
q (q- I)

Pour que cette equation possede exactement une racine positive, il faut et
suffit que B<O, ce qui a lieu dans les cas que vo;ci:

pE(O,1), qE(-oo, O)u(1, +00); pE(-oo, O)u(1, +00), qE(O, I).

Laissant a part les cas deja etudies, on peut se borner aux trois cas suivants:

(I) PE(O, I), qE(1, +00);

(II) PEe-oo,O), qE(O, I);

(III) pE(O, I), qE(-+, 0).

Dans Ie cas (I) p(p-I)<O, d'oil, d'apres (9), la conclusion que l'on a
alors I" (x) > 0 dans un voisinage droit de x = O. Comme l'on a egalement

1 (0) = 0, 1(~ )> 0, I' ( + 0) = - 00, on a de nouveau etabli Ie comportement

3°. II en est de meme dans Ie cas (m, puisque l'on a maintenant, d'apres (7)

et(8),I'(X»0(0<x<~), 1(+0)=-00, I(~»O.

Laissons de cote I~ cas (III) et passons a celui oil B>O. Cette inegalite
est remplie cias les cas suivants:

pE(O, I), qE(O, I); p, qE(1, +00); p, qE(-oo, 0);

P E ( - 00, 0), q E (1, + 00) ; P E (1, + 00), q E (- 00, 0).

Tenant compte de ce qu'on a deja etabli, on peut se borner aux cas
suivants:

(IV) p E (0, I), q E (0, I);

(V) pE(-oo,O), qE(1, +00);

(VI) p E ( - 00, 0) , q E (-+, 0);

(VII) pE(I, +00), pE(-oo, 0).

Dans Ie cas (IV), on a

p(p-l)<O, q(q-I)<O, p+q+2pq>0,
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d'oU,d'apreS(9),f"(X»0(0<x<~). En observant que l'on a f(O)=O,

f (~) > 0, f' (0) = - 00, on obtient Ie comportement 30. 11 en est de meme

sous les conditions (V), la derivee prem:ere etant, d'apres (8), positive dans ce

cas et puisque I'on a f(+O)=-oo, f(~»O.

Considerons ensuite les cas (III) et (VI). Comme on a, pour Ie premier
d'entre' ux, p (p-l)<O et par consequent f" (x»O dans un voisinage droit de

x = 0 (on a deja etabli que f" (x) a alors exactement un zero dans (0, ~) )
,

f (0) = 0, f(
~

- 0)= - 00, dans ce cas-la ne sont possibles que les compor-

tements du signe de f(O) precises dans 2°, 4° et 50. 11 en est de meme
dans Ie second cas. En effet, on parvient alors a

-[q (q-l) t2-(p+ q+ 2pq) t+ p (p-l)]

= -(qt-p)2+qt2+(p+q)t+p<0 (t>O),

et par consequent a f" (x) <0 (0 <x< ~) . On a aussi f( + 0) = fC - 0) = - 00

d'ou notre assertion.
1

Les memes possibilites se presentent si p = 0, -- < q < 0 cas que nous
3 '

avons mis a part. En effet, on a alors

f(O)=-I, f(~-O)=-oo, f"(x)<O

Pour preciser ce qu'on vient d'etablir, remarquons que les inegalites,
f(x)<O et f(x) > 0 sont respectivement equivalentes aux inegaliies

x
log~

(sin x)P
q< -

log cosx
et

x
log-

(sin x)P
q>-~--,

log cas x

de meme que l'egalite f (x) = 0 est equivalente a celle-ci

x
log-

(sin x)P
q=

log Casx

Pour p< 1 la fonction gp, definie par

(12)

xlog -;---
( )

(smx)p
g x = -p

log cas x

tend vers + 00 Iorsque x -+ + 0 et vers 0 par les valeurs negatives lorsque

x -+ ;-0. 11 s'ensuit que gp (x) atteint son minimum dans l'intervalle (0, ~)
,
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ce minimum etant negatif, et cela pour tout p< 1. Ce minimum est I'unique
point extremal de la courbe situe au dessous de la droite y = 1, puisque, s'il
n'en etait pas ainsi, la fonction f aura.t, pour certaines valeurs negatives de q,

plus de deux zeros dans (0, .~), contrairement a ce qu'on a deja etabli. On

remarque ensuite que pour tOUt x E (0, ~)
fixe la valeur de g (x) decroit avec

la croissance de p. Or, on peut en dire de meme, evidemment, pour Ie minimum
en quest:on. En designant par J,(p) la valeur de ce minimum-la, on vient
d'etablir que la fonction "A(p) est negative et strictement decroissante pour
p E (-- 00. 1). El1e est aussi continue, ce qui est evident. Soit e> 0 arbitraire-
ment choisi. Etant donne que

x
log-;-

lim -
SIllx

= _J- .
x ->+0 log cos x 3 .

on a, pour un ~E (0,
~)

fixe,

I;
log-

sin I; 1
---<--+e.
logcosl; 3

Pour Ie meme ~ l' on a
I; I;

log- log-

lim
(sin I;)P

=
sin I;

p->1-0 log cos I; log I;

de maniere qu'on aura, pour un p< I et suffisamment proche de 1,

I;
log.--

(sin ~ )P 1
"A(p)<,

..
<--+2e;

log cos I; 3

done,
- 1
lim "A(p)<, --.

p->I-0 3

I
D'apres Ie resultat deja obtenu relatif au cas p <, 1, q <, -- on a,

3 '
d'autre part,

1
"A(p»-~

3
(p< 1),

de sorte que I'on a etabli I'egalite suivante

lim "A(p)= -~.
p->I-0 3

(13)

On peut ecrire

gp (x) = ex(x)-p ~ (x), ex(x) =
log x , ~ (x) =

log sin x
.

log cos x log cos x
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L'abscisse xp du minimum negatif de gp(x) dans (0, ~)
satisfait a l'ine-

galit6 suivante
gp' (x) = IX'(xp)-p~' (xp) = 0,

c'est-a-dire a l'egalite (on a ~'(x)*O pour O<x< ~)

1
, --log cos xp + tg xp log xp

-
a (xp)

-
xp

- h ( )p-~- - X
W (xp) cotg xp log cos xp + tg xp log sin xp

p ,(14)

ou

(15)

1
- log cos x + tg x log x
x

h (x) = cotg x log cos x + tg x log sin x

7t
La fonction h, definie par (15), est continue pour O<x<- et l'on a

2

h(+O)=I, h{~ -0)=-00. On en conc1ut que

I
. 7t
1m xp=-,

p-+-oo 2
d'ou, d'apres (13) et (14),

lim A(p) = lim [IX(xp)- a:
(xp)

~ (Xp)
]P -+- 00

X -+~ -0
13 (xp)

p
2

1
. a (x) W (x)-a' (x) 13(x)
1m

x-+~-O W (x)
2

(cotgx log cos x + tgxlog sin x) log x- (J.-10g cosx + tgXIOgx )log sin x

lim
x

x-+-I -0 (: log cos x + tg log x) log cos x

=0.

La combinaison de tous les resultats concernant les cas
1

P < 1 q < --'
,

3 '
(III) ; 1

(VI); p=O, --<q<O
3

que nous venons d'obtenir conduit a toutes les assertions 2°, 4° et 5°.
Considerons enfin Ie cas (VII). Pour toutes les valeurs de p et de q il

reste en vigueur ce qu'on a dit it la page 29 sur la coincidence des signes de
I (x) et de q- gp (x), la fonction gp etant definie par (12). Pour p> I, l'on a

gp(+O)=-oo, g..C -0)=0.

Nous allons prouver que gp (x), pour p> I, eroit strictement dans (0, ~),

e'est-a-dire que l'on a, d'apres (13),

gp' (x) = IX'(x)-p~' (x»0
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Or, on a deja demontre que la fonction f ne peut avoir plus d'un zero dans

(0, ~) si p= 1, q<O. En outre, on a

x
Jog---:--

gj(x)=_smx <0 (0<x<1t
2) ; g[ (

1t
2

-0 )=0.log cos x

On en deduit que

(O<x<~).

A partir de ce resultat et d'apres (13) et Ie fait que I'on a

gj'(x»O

~' (x)<O (O<x<~),
pour p> I, I'on arrive a

g/ (x) = 0(' (x)-p~' (x» 0(' (x)-~' (x) =gj' (x»0 (O<x< ~).

Nous avons, done, demontre que gp(x) croit strictement de - 00 jusqu'a 0
lorsque x varie de 0 jusqu'a ~. II s'ensuit que Ie signe de f(xj a Ie compor-.

2

tement 6° dans ce dernier cas considere.

2.1. Observons que la discussion exposee, completee par quelques consi-
derations et calculs simples, fournit des donnees assez precises sur les repre-
sentations graphiques de la fonction f dans tous les cas a distinguer.

On a, par exemple, pour Ie cas VII (ou p> 1, q<O; ce cas est Ie plus
interessant) les resultats que voici:

(16) f(O) = 0, f'(+O)= 1;

f" (x) est negatif dans (0, ~) si

(17)
dans Ie eas OU
(18)

q<[L (p) (p> 1);

f" (x) est aussi negatif dans (0, ~)
sauf pour une seule valeur de x qui l'annule;

pour
(19) [L(p)< q<O (p> 1)

f" (x) a deux zeros dans (0, ~), entre lesquels il est positif; ailleurs il est de

nouveau negatif; la fonetion [L est definie par

1
[L(p) = ==

-~-4-4 11-~p \j p

(p> I)
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et elle croit strictement de - ~ a - ~ lorsque p vade dans l'intervalle (1, + 00 );
3 8

dans les cas (17) et (18) f (x) a un seul point extremal dans (0, ~)
et dans Ie

cas (19) f (x) peut en avoir un au trois.

Demonstration. On peut verifier (16) immediatement.

Dans Ie cas considere on a q (q-1»0, B>O (voir (11)), de sorte que
l'equation (10) est a10rs equiva1ente a (10') et elle peut ne pas avoir de
racines reelles ou en avoir deux de meme signe (differents ou non) suivant
que son discriminant

(20) ~ = (1 + 8 p) q2-- 2 p (1- 4 p) q + p2

est non negatif ou negatif. Or, on a maintenant 1 + 8 P> 0 et c' est pourquoi
l'on aura, d'apres {20),

(a) (~) ~=O; (y)

suivant que l'on a respectivement:

(~) q = [J.1(p) ou q = [J.2(p);

ou [J.1(p) et [J.2(p) designent 1es zeros du trinome du second degre en q

donnes par

(21) ( ) --
1-4p::!::4V p (p-l)

[J.1,2 P -PI
+ 8 p

pour p> 1, l'on a

(p> 1).

En effet,

p(p-1»0,

d'ou 1a conclusion, d'apres (20) et (21), que ces racines sont reelIes, differentes
et negatives, et l'on a, evidemment, [J.2(P)<[J.1 (p).

D'autre part, Ie signe commun des racines de l'equation (10), en suppo-
sant leur rea1ite, est, d'apres (10'), positif ou negatif suivant qui l'on a A>O
ou A <0 (si A = 0, a10rs (10) ne peut pas avoir de racines reelIes), c'est-a-dire,
d'apres (11), suivant que l'on a

q>[J.3(P) ou q<[J.3(P),
avec

(p> 1).

Or, on a, pour p> 1,

~2 ~P) - ~3 ~ p) = (~ - 4 + 4 ~ 1- ~ )- (-.
~ - 2)

= 2 (t + 2 vi 1-t) = 2 tp(t)

3 Publikacije
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cp(l)=O, cp'(t) =
1__1 <0

yl-t
(O<t<l)

~cp(t»O (O<t< 1)

1 1
~--->O

Ilz (p) 113(p)
(p> 1).

Done, 1es fonctions fl.2(P) et fl.a(P) etant negatives pour P> 1, on a

(22) (p> 1).

On conclut immediatement que la fonction

1
fl.!(p) =

1 I~---4-4 \ 1--p p

crolt Etrictement de -~ a -~ lorsque q varie dans l'intervalle (1, + (0) et
3 8

que fl.a(p) decrolt strictement en meme temps, et cela partant de la valeur

1
On a, par consequent,

3

(23) (p> 1).

Si l'on pose fI.(p) = fl.!(p), alors les inegalites (22) et (23), de meme que
les roles precedemment etablis des .fonctions fl.r(p) (r = I, 2, 3), conduisent a
la partie de notre enonce concernant la seconde derivee de f (x).

11 est clair que, dans Ie cas considere, f(x) a toujours un maximum au
moins. On conclut sans difficulte, d'apres les resultats deja obtenus, que cette
fonction ne peut pas avoir d'autres points extremaux si q..;;fI.(p) et que, pour
fI.(p)<q<O, elle peut ou n'avoir que Ie maximum mentionne, ou bien avoir
encore un minimum et un maximum. Toutes les deux pos,ibilites se realisent
effectivement, la premiere par raison de continuite et la seconde d'apres quel-
ques essais numer:ques, effectues sur la machine electronique par S. Jovanovic.

Notre enonce est ainsi completement demontre.

Observons que S. Jovanovic a fait un nombre considerable de ca1culs
utiles relatifs au cas p> 1, q < 0, au moyen desquels il a obtenu une image

plus precise de l'allure de la courbe y=f(x) (o<x<~). En particulier, il a

determine, approximativement, Ie domaine du plan 0 pq OU f(x) a trois points
extremaux. Pour plus de details, voir l'article suivant dans ces Publications.

2.2. Aussi pourait-on se proposer de determiner de plus pres la fonc-
tion A.


