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SOLUTION D’UNE EQUATION FONCTIONNELLE A PLUSIEURS
FONCTIONS INCONNUES*

Radosav Z. Dordevic

Dans larticle [l] D. S. Mitrinovi¢ a trouvé la solution générale de
I’équation fonctionnelle

(H J1 (s X} o (0, X3, xg) + S5 (00, X3, X,) =0

dans laquelle les fonctions inconnues f|, f,,fs ne dépendent pas du méme
nombre d’arguments et

fiiSP M (i=1,2,3),

oli S est un ensemble non vide arbitraire et M un groupe abélien additif.

En partant de ce:te remarque, dans cet article nous allons considérée
I’équation fonctionnelle

2 JiOo ) + 5 (X, Xas X)) 4+ - fu (X Xy 5 e e v s Xogney > Xa)
+ g (X, X3, X)) F g (X, Xy, X, Xg) 0 A gae (X, X3 L, xzn—l’in)ﬁO(”>l)

dans laquelle, aussi, les fonctions inconnues ne dépendent pas du méme nombre
d’arguments et

fii ST M, g S M (i=1,2, ..., n; j=1,2,...n—1),
ou S est un ensemble non vide arbitraire et M un groupe abélien additif.

Nous allons introduire d’abord les notations suivantes

R, X=(Xp, Xpr1s o ov s Xty 'x,,) (p, g nombres naturels);
Ty g X=(Xp Xpi0,s ooy Xqma, Xy) (p, ¢ impairs),

= (Xps Xpras oo v s Xgmg, Xgoy) (p impair, g pair),

= (X s Xz s v o s Xgeas Xg) (p pair, ¢ impair),

— (X1 Xpta s o5 Xgo3, Xg—y) (P, q pairs),

ol p et g (p<<q) sont deux nombre naturels.

* Présenté le 25 décembre 1964 par D. S. Mitrinovié.
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Alors, ’équation fonctionnelle (2) a la forme svivante
) [iRX)+ o (RogX)+ -+ + [ (R X)
+ 81 (T1a% %) + 82 (Ty g%, Xg) + + + + + &1 (T120 X, X0) = 0.
Dans ce qui suit, nous allons prouver le résultat suivant.

Théoréme. — La solution générale de I’équation fonctionnelle (3) est
donnée par

“4) Si(Ri2%)=H (T, X)—F, (R, %),
[i(R 2, X)) =(—D"F,_ (R, 3,2 X) + (= 1) G,_ (T, 5 X, Xs,)
(=1 Fy(Ryen 0 X) (r=2,3,..., n—1),
SoRuznX)=(—=1)" Fyey (Ruzn—2 %) + (—1)" 2 Gy (Tizn X, X2),
Gk (T126+2 % Xap102) = (— DF Hy (T %) + (— DR Gy (T 1 28002 %5 Xop42)
F(—D*Hpp (T pk42%) k=12, ...,n=-2),
gn—1 (T1,00 % X2m) = (— )"V Hyey (Th2n—2 X) +(—1)" Gy (Topn X, X3),

ot Fi, Hi, Gy (i, J,8=1,2, ..., n—1) désignent des fonctions quelconques @ valeurs
appartenant a M.

Démonstration. — Nous allons démontré ce théoréme par induction. Dans
le cas ou n=2, I’équation (3) a la forme suivante

iR X))+ (R X)+ g, (Ty,4%,x)=0.
La solution générale de cette équation est (voir: [1])
JiR2X)=H (T3 X)—F (Ry5X%), f2(RysX)=F (Ry,x)—G(T54Xx,%y),
g (T 4%, x)=—H (T, , X)+ G, (T4 x,x,).
Dongc, le théoréme est vrai pour n=2.

Supposons a présent que le théoréme est vrai pour n naturel fixe.
L’équation (2) pour n+1 a la forme suivante

Q) fi (R X) + Ry X))+ o+ fu(Ruan X))+ fur1 (Rus 12042 X)
Fg(Tiax, x)+ - o 4 8u 1 (T 20 X, X2n) + & (T 2042 Xy Xanin) = 0.

En posant dans (5) x;=x9 (x?==const €8; i=1,2,...,n), on obtient
(6) fn+1 (Rn—H,2n+2 X) = (" 1)”1‘71 Fn (Rn-{-],zn X) + ('— 1)" Gn (Tn+l.2n+2 X, x2n+2)a
ou F,, G, designent deux fonctions quelconques.

En substituant (6) dans (5), on obtient 1’équation
Q) Ay (R x)+ A, (Ryy )+ - - - + A (Ryau X)

+ B (Tyax,x) + -+« + By (T 10 X, Xan) + By (T 2042X, X2p45) =0,
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avec .

®) Ad,=fi, Bi=gi(i=1,2,...,n—=1), Ay=f,+ (=11 F,, B,=g,+(—1)"G,.
En posant x; =x7 (i=2,4,...,2r—2,2n) dans I’équation fonctionnelle (7),

on obtient

9 Bu(Tysni2X, Xant)=(—1)"H, (T, ,,x) (H, la fonction quelconque).
D’aprés (9), I’équation (7) prend la forme que voici
(10) Ay (R X) + Ay (Ryg X))+« + + + A (Rn, 20 X)

+C (T ax,x)+ -« - +Co i (T 50X, %,,)=0,
avec

(11) Ci=B; (i=1,2,...,n—2), Coy=Bp_,+(—1)"H,.

L’équation fonctionnelle (10) est précisément 1’équation (3). Gréce a
I’hypothése inductive, la soloution générale de I’équation (10) est donnée par (4)
ou il faut remplacer f; par 4; et g par C.

Grace aux égalités (11), (9), (8), (6), on trouve que la solution générale
de I’équation (5) est donnée par

(12) fi(R s X)=A, (R, 5, x) (r=1,2,...,n--1),
Jo(Ru,2n %) = Ay (Ry, 50 %) + (— 1)" Fyy (Rug-1,2n X),
oot (Rut1,2002%) = (=1 Fy Ryt 120 X) + (— 1) Gu T 1. 2n42 X5 Xan42)s
8 (T k2 X Xo12) = Co (T2 % Xakw2)  (k=1,2, ..., n—2),
Zn 1 (T1,20 % X20) = Cu i (T1,2%, X50) + (= 1)1 H,, (T, 5.0%),
G (Tyant2 X X2052) = (— 1) Hy (Ty 00 X) + (— 1) G (Tpi1.2n42 % Xan)-

Le théoréme énoncé est ainsi démontré.
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