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0. Introduction

Soient: S, un ensemble non vide arbitraire;
M, un groupe additif abélien;

Xe=(X, Xas oo s Xn)s Y=V Va» v 5 Va) (X, €8 pov=12, ..., n)
/\/iﬁ(xila xi25"'5xin) (xijes;jjlazs"'an; i:’1a2s'--)
QiX:Q; (xls Xys +ve s xﬂ):(xu’ Xpfts o v s xv) (P‘<V)

=(Xps Xutts oo s Xy Xpy ovn 5 X)) (W>V);

C,, un opérateur cyclique défini par
GO X=0011X (@45 X=0u11 " X pour v+ 1>n).

D. S. Mitrinovié (voir: [1] et [2]) a introduit dans la litérature les
équations fonctionnelles linéaires paracycliques de premiére et de seconde espéce.
Les équations paracycliques de premiére espéce sont les équations de la forme

0.1) S FC O XL el Ot Xy, L, Ok 0 X,) =0,
i=1

D. S. Mitrinovi¢ a également donné une méthode de résolution de ces
¢quations et appliqué cette méthode a quelques cas particuliers.

Dans cette Note nous allons résoudre 1’équation
(02) z f; (Cill Qll’l Xla Cil_l €2X2’ ey erl QII’m Xm): 0
i=1

et (0.1) dans le cas o m=2.
Nous allons résoudre au premiére lieu ’équation suivante

k . .
(0.3) S AECT 0N ¢ ot Y) =0 (k<n).
j==1

* Présenté le 20 décembre 1964 par D. S. Mitrinovic.
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1. L’équation (0.3)
Il faut distingeur les cas suivants:
1° g<2q—1<p=n, 2° g<p=n<2qg—1, 3° g<p<n<2qg—1<2p-—1,
4° g<p<g—l<n<p+qg--1<2p—1, 5° q<p<ptq—1<n<2p—1,
6° gq<p<2q—1<2p—1<n.

Théoréeme 1. — Si I'on a g<2q—1<p=n, la solution générale de
I'équation (0.3), est
(1.1 £(Q1 X, 01Y)

min (k—r, g1 v N qil v v
= SO (=)W F(@ua X, Qv N+ S (=D F(Qui X, Q0 Y)
v=1 v=n—r+l
min (k1. n-q) v v I n—v n
+ Z (_I)VAIFr (QV+1 X) + 2 (_l)nAV FV-H (Ql X)

v=q v=max (n—r+1, q)

k—r
S (=1 FIE (1 X, 01 Y)

v=n—gq+1

n—1

+ > (=1 Fy Q1 X, 07 Y)

ve=max (n—r-+1,n—g+1)
o r=1,2,...,k et F;:S?*71— M sont des fonctions arbitraires.

Théoréme 2. — Si lon a q<p=n<2q—1, la solution générale de
I'équation (0.3), est

(1.2) 5 (Q1X,01Y)
min (k—r, n—q) v v 4 n—gq . v v 2
= > (D) FR Qv X, Qva N+ S (1) EA(Qvia X, Qi Y)
v=1 v=n—r+1
min (k—r, g—1)

+ Z (_l)v«l F'Y (Q:+l Xa Q3+1 Ys Q?+v Y)

v=n—q+1

ol S —v n v
+ > (=D F (01X 017 Y, 04,1 Y)
v=max (n—r+1, n—g+1)
k—r ' n1
+ Z (_1)"_V F:I: (Q’ll X; QtlHV Y) + Z (—1)”“’ FC;;’ (Q'IIX, Q;1+v Y)
v=q

v=max (n—r+1, q)
o r=1,2,...,k et F/:SPH=1~ M sont des fonctions arbitraires.

Les démonstration des théorémes 1 et 2 sont analogues a celles du
théoréme 1 dans l’article [3].
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Théoréme 3. — Dans le cas ot q<<p<n<<2q—1<2p—1 la solution
générale de I’équation (0.3), est

(1.3) £(QTX,01Y)
min (n—p, k—r) N » 2 n—p v 7
= z (—1)V+1F, (Qv+1X’ Qv+1 Y)+ Z (_1)v+1Fr (QCH)(, QvHY)
v=1 v=pn—r+1

min (k—r, n—q) v » vip ’
+ Z (_'I)V+IFT (QVJrlX’ Ql X’ Qv+1 Y)

v=n—p+1

n—q

¥ (— 1) H FY (@81 X, 0V X, 0741 V)

v=max (n—p-+1,n—r+1)

min (k—r, g—1)

+ S (DR X 01X, Q1 Y,01MY)

v=n—q+1

q—'l n— A ; v
+ >, (=D FU @ X, 00 X, 017 Y, 00,4 Y)

v=max (n—q-+1, n—r+1)
min (k—r, p—1)

+ S EDTVREUTX 00, X, 01T Y)

v=gq

p—1
+ 2. (=) Ev (VP X, 004 X, 0177 Y)

v=max (q, n—r+1)

k—r
+ S (=D FE(TT X, Q1T Y)
v=p

n—1
+ S ()Y ERN(@TT X U Y),

v=max (p, n—r+1)
oit r=1,2,...,k et Fi:SP+9=2—~ M sont des fonctions arbitraires.

Théoréme 4. — La solution générale de I'équation (0.3), avec q<<p<
<2gq—1l<n<p+qg—1<2p—1, est

(1.4) [(Q1X,017)

min (n—p, k—r)

S T D (@ X 0 VS (<D FY Q% X, 0% Y)

v=1 v=n—rL}l

min (k—r, g—1) v » vip a
+ > (D) FA(Qva X, 007X, 0vn Y)

v=n—p+1

q—1 i
+ > (=) F(QV X, 0V X, 001 Y)

v=max (n—p-+1,n—r+1)
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min (k—r, n—q)

> (=R X 07T

v=gq
n—4q —v v+
SN R e X 0 )
v=max (n—r+1, q)
min (k—r, p—1) o~ vap p vig
ST B0 T X 00 X, 1T )
v=n—gq+1
p—1 - )
; > (— )= Fy (@77 X, 0511 X, Q1Y)

v=max (n—q-+1, n—r1)

k--r L v n:] n—v v v+
S Enei et e S (v ERel X, 01y
v=p

v=max (p, n—r- 1)
our=1,2,...,k et FJ’I:SP+"—2»M sont des fonctions arbitraires.

Théoréme 5. — La solution générale de Iéquation (0.3), o g<p<<p-+
+g—1<n<2p—1, est

(1.5) £(071 X, 017)

min (g—1, k—r) qg—1 N
= SO (=D F(QUL X0V Y)Y (=D F(QV X, QU Y)

v=1 v=n—r+1

min (k—r, n-p) n—p
LS (LR (@Y X) + > (=DTF(QVL X)
V=g v=max (g, n—r-+1)

min (k~_r, p—1)

S (R (Qa X, 01T X)

v=n—p+1
Pl n—v v+p p
+ z (_l)n_vFv»,Lr (Q1 X; Qv+1X)
v=max (n—p+1,n—r 1)
min (k—r, n—q) - vip —_ - vip
+ > (D) ERL @t + > (=D For (@17 X)
v=p ’ v=max (p, n,_H_‘)

k—r )
S (=Y RV X, 07T Y)
v=n—q-1

n—1 .
i S (— 1y Fin (@17 X, 0177 Y),

v=max (n—gq-+1, n—r1)
our=1,2,...,k et Fi SP+4-2 . M sont des fonctions arbitraires.
Démonstration des théorémes 3, 4, 5. Ces théorémes se démontrent

de la méme maniére. C’est pourquoi nous allons démontré seulement le
théoréme 5.
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Pour k=2, I’équatoin (0.3) a la forme

(1.6) [HQIX, Q1Y)+ £,(05 X, 087" V) =0.

En faisant x;=x; (€ [XIN\[QFX]), »i=»! (n €Y1\ [QIY]) (x,
y?E S, i=1,2,...), oul'ona, par exemple [X]={x, x,,...,X,}, & partir de
(1.6) on obtient
(1.7) £(01X, Q1 Y)=F1(Q5X,0%Y).

Si Pon porte (1.7) dans (1.6), on trouve

; L5 X, 08 ¥)= —F1(Q%X, 04 Y),
‘ol

(1.8) £Q0X,01Y)=—F1 (@' x, 00" v).

Pour k=2 et r=1, 2, de (1.5) on obtient (1.7) et (1.8). Donc, le
théoréme est vrai pour k=2.

Supposons que la solution générale de 1’équation
k . )
(1.9) S &t otx, et oY) =0
i=1

soit donnée par (1.5) avec f,=g,.

Considérons maintenant 1’équation
kgl . .
(1.10) SfiETotx, e ol r)~o.
i=1

Nous allons distinguer les cas suivants:
1° 1<k<gq, 2° gq<k<n—p+1, 3° n—p+1<k<p,
4° p<k<n—g+1, 5° n—g+1<k<n.
1° 1<k<g. La substitution

(111 x=x) (m e [XINIQME XD, yi=y? (e [YINIQL YD
(x?, y? =const € S)

transforme I’équation (1.10) en
n—1
(L12)  fir(QRTX. QENY) = 3 (=D Y P (@i X, @it ™ vy
v=n—k
En introduissant les nouvelles fonctions par
(1.13) g =fo b (—1fr v FEIY 1 2 k)

et en portant (1.12) dans (1.10), on obtient I’équation (1.9). Donc, d’aprés
Phypothese et (1.13) la solution générale de I'équation (1.10) est
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k—r
(1.14)  f,(Q5X, Q1Y) =S (=D FY(Q01 X, Q1Y) +5,+ Syt Sg+ Sy + Sy

(= D FE QR 2 X, Q2 Y)
ka-1—r
z (—1)V+‘F,v (Q‘v’_H X, Q3+1 VN+8S,+8S,+86+S5+S,, (r=1,2,...,k)
=1

ol S,, S,, Ss, S;, Sy désignent la deuxiéme, la quatriéme, la sixiéme, la
huitiéme et la dixiéme somme dans (1.5). A

Donc, d’aprés (1.12) et (1.14), dans le cas ou 1<k<(g, le théoréme 5
est aussi vrai pour k+ 1.

2° g<k<n—p+1. Pour les valeurs (1.11) I’équation (1.10) devient

} n_d n—v +
(115)  fen (@1 X, Q11 Y) = S (=1 Flika (QxE8 ™ X)
v=n-—k
n—1 .
+ S ()Y FR (@R X, 0T ).

v=n—q-+1
Introduisons les nouvelles notations comme suit
(1.16) go=f,+ (—1yri=v sy 2 k).

Vu (1.15) et (1.16), I’équation (1.10) devient (1.9). En utilisant 1’hypo-
theése inductive, d’aprés (1.16) on conclut que la solution générale de 1’équation
(1.10) est

[(@TX,01Y) = ? (="M F(QY41 X, QY Y) + Z (=D F(QF41 X)

(=) T QR X)+ 8, + Sy + S+ S5+ So (r=1,.., k—q+1),

Z (=D F(QV41 X, QU Y)*Sz+54+Ss+Ss+Sm

— D F T (@R 2 X, QR ¥ (r=k—q +2,.. ., k),

ou blen
min (g—1, k+1—r)

(117 L@IX%QIN = S (=D Q4 X, 0% V)

v=1
k—r
+ S (D FN Q51 X) £ S+ S S+ St S (=12, k),
v

oll S; ont les mémes significations comme dans (1.14).

Donc, d’aprés (1.15) et (1.17) on conclut que le théoréme 5 est vrai
dans le cas considéré.
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3° n—p+ 1<k<p. Si I'on fait la substitution (1.11) dans (1.10) on trouve

: ; rl n—v v+ .
(L18)  firr (QENI X, QU1 Y) = 3 (=1 Fyoi (@i X, Q6w )
v=n—k
n-—-q n—1 . vigL
DR @ 0+ Y (=D RV (@R X 00T Y)
v=p v=n—g+1

Si I’'on porte (1.18) dans (1.10) et si ’on fait la transformation (1.16),
on obtient ’équation (1.9). D’aprés (1.16) et ’hypothése inductive on trouve
que la solution générale de ’équation (1.10) est

q-1 v n—p ‘ v
LQIX, QI =5 (D F QU X, QUi )+ 5 (= DVHUF Q%11 X)
v=1 v=g
k—r . ey lr
S (= DEF Q0 X, QT X) A (— 1Y EST T (QE 2, X, QT X))
v=n—p-1

+ 8,4+ 8-S+ Sy +8,, (r=1,2,...,k+p—n),
q-1 k—r
= S (=1 Q1 X, Q0 V) + 3 (— 1) FJ Q%1 X)
v=1 v=g
+ 8y 84+ S+ Sg+ Sio+ (— DT F (082, X)
(r=k+p—n+1,.... k—q+1),
k—r
=> (=D FY Qv X, QU1 V) + 85+ 8, + Ss+ S+ Sio
v=1
(=D FE (000 X, 082 YY) (r=k—q+2,...,k),

ol §; sont définie comme dans (1.14).

On peut écrire la derniére égalité sous la forme
min (g—1, k+1—r)

(1.19) £ @1x,01Y) = > (— DV Qv X, 000 Y)
v=1
min (n—p, k+1-r) v » k—r v » vip
+ > (D" F Qv X))+ > (=DYF Qv X, 0177 X)
v=g v=n—p+1

+S2+S4+S6+S8+S10 (r=1,2,...,k).
Ainsi, d’aprés (1.18) et (1.19), le théoréme 5 est vrai dans ce cas.
4° p<k<n--q+1. En utilisant (1.11) & partir de (1.10) on obtient

. n—p
(120)  firr (QRTIX, QEETY) = S (= DV Frr Q%1511 X)

P
v=n—k
p—1 _ n—q B
+ > (=D Fiida (O3 X, 0%k X)) + > (=1 Fiiie Q5 x)
v=n—p+1 v=p

n—1
— — k k
S I Gt V ol 2 SRR (A TALD o )ak LB OB
v=n—g+1



46 P. M. Vasi¢, R. R. Jani¢ et R. Z. Pordevié¢

Si dans (1.10) on porte f,+,, donné a l'aide de (1.20), vu la substitution
(1.21) g=fot (= Iy =RV AT =1, k—p 1),
gV:fv_‘]_(_l)k'fl——VFl\(]"T‘_v (v=k—p+2,...,k),

on obtient I’équation (1.9). Alors, vu (2.21), la solution générale de 1’équation
(1.10) est .

q—1 n—p
HQ1X, Q1Y) =3 (=D F(Qvit X, @Vt Y) + 5 (=D)L F(QV41 X)
v=1

v=g

p—1 k—r
+ S (DR X 0T )+ S () R0 X)
v=n—p+1 v==p
(= k=t PR O T TP XY £ 8,4 S, + Sg S+ Sio
(r=1,...,k—p+1),

q—1 n—
LS (D Q01 X QU V) S (=D FY Q01 X)

v=1 v=gq

k—r ,
+ S (—DTUE(Q@ X, QU X) + (— 1k BT QR X, Q1T XD

v=n—p+41

+8,+8,+ 8+ S+ 8, (r=k—p+2,..., k+p—n),
g-—-1 k—r v

= > (=D F(QV1 X, Qvet ¥) + 3 (= D) TLF (@41 X)
v=1 v=g

(= D Fr (@82 X) + Sy Syt Set Syt Sig

(r=k+p+1—n,....k—q+1),

k—r

= S (D) F Q51 X, Q5 V)4 (= DA FTN (00, 0 X, 0142 Y)
v=1

8,4 S+ Sg+ Sg+ Sy (r=k—gq+2,...,k),

ol S; sont définis comme dans (1.14).
De la derniére égalité on obtient

min (g1, k+1-r)

(122)  £@IX. Q1Y) = 3 (=D F Q%1 X, Q% Y)
v=1
min(n—&k+1—r} v min (p—1, k—r) v » v
S DHEQa S (=D F QM X, 00 X)
v=q v=n—p+1

k—r .
+ 3 (— D=V Fy i (@Y X))+ 8, + 84+ S+ 85 +8, (r=1,2,...,k).
v=p

Donc, le théoréme 5, dans le cas p<k<<n—g+1, est démontré.
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5° n—g+ 1<k<n. Si on fait (1.11), a partir de (1.10) on trouve
g—1
(123) firt QN X, QBN Y) = S (= DY Fisa (@8 X, Q9164 1)
v=n—k

n—p 3 rl H—v V- k-

+ > (= DV Fra (Vi X)+ > (D)"Y Fyien (QriY™ X, Q¥i%. 1 X)
v=g v=n—p+1

n—q n—I1 . Vg

FS(=Y R QAT )+ S (=D RN (@R X 003 )
v=p v=n—q+1

En portant Ja fonction fi4, déterminé a l'aide de (1.23) dans (1.10) et

en utilisant la substitution (1.21), on obtient P’équation (1.9). Donc, la solution
générale de 1’équation (1.10), dans le cas considéré, est
q

—1 n—p
[OIX Q1Y) =5 (=D F(QV X, QU1 V) + > (= DV F (0041 X)
v=1 v=q

H—V
v=n—p+1

S (DRI X QI X) S (=Y L () X)

v=p
k—r

o2

(— D)V U QU7 X, QU7 Y) + Sy + 84+ S6+ S5+ 8y
v=n—q+1

4+ (— 1)n—k+r—1 inlf+r—l (0 Il<+1fr+pX’ QIIH-I—Mq Y)

r=1,...,9+k—n),
—1 H—p

= S (=D F(QV X, @Vt Y)+ 5 (=D FI(QVa1 X)
v=1 v=q

p—-1

k—r
Y (DR X QT X) + S (=Y FU (@Y X)
v=n—p+1 v=p
(= k=R QT ) S, 4 S+ Sg+ S+ S
(r=q+k—n-+1,...,k—p+1),
g1 nep
=3 (=D F QU X, 00 V) S (= DV F(QY X)
v=1 v
k—r
+ 25

(=D FUFY Q5,1 X, Q177 X) + 8, +8,+ Sg+ Sg + S
v:n~b+1 .

=q

P (=D R0l X QT T XY (r=k—p+2,. .. p—n+k),

q-1 k—r ) v

= S (=DTF(QV X, Q0 Y) + 3 (= DV FL(Qn X)
v=1 v=q

A (= DT T (8 0 X))+ Sy Sy S+ S+ Sio

‘r=p—n-t+k+1,...,k—q+1),

k-r
=S (—DHF Q5 X, QUt Y) (= DR FE T QR X, 014, Y)
v=1

+8,+ 84+ Sg+Sg+ S (r=k—q+2,...,k).
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S, ont les mémes valeurs comme dans (1.14).

De la on a
min (g—-1, k+1—r)

(1.24) [(QTX,01Y) = > (=D F QY41 X, Q041 Y)

v=1

min (k+1—¢, n—p) v
YT DR X)

v=q

min (k+1—r, p—1) v
TS (=D X, 017 X)

v=n—p+1

min (k+1—r, n—q) - veip
+ > (=1 Fyr (@07 X)
v=p
k—r )
TS (=Y FLT VT X, QYT Y) 4 8,4 S+ S+ Sg+ S
v=n-—q+1 .
(r=1,...,k),

Donc, le théoréme 5 est aussi vrai dans le cas n—q+ 1 <k<n.

2. L’équation (0.2)

En posant k=n, dans (1.1), (1.2), (1.3) (1.4), (1.5), on obtient la solu-
tion générale de 1’équation (0.2) dans les cas considérés.

Théoréme 6. — Dans le cas izl\/ max{(p;, pPr, ... 5 Pw), la solution
générale de I'équation (0.2) est
(125  f£(@7 X, 00X, .., QX)) = F (77 X, 00 ' X, .., 017X,
- r+l(leX17Q32X2,---s IZ,MXm)a

avec F, \=F;, ot F; sont des fonctions arbitraires & valeurs dans M.

La démonstration du théoréme 6 est compléiement analogue a celle du
théoréme 2 dans Particle [4].

3. L’équation (0.1)

Hypothése 1. — L'équation mZ = A (m nombre naturel <n, A; Z < M)
posséde, par rapport d Z une solution unique.

Théoréme 7. — Dans le cas m=2, q<2q—1<p=n et sous I'hypo-
thése 1, la solution générale de I’équation (0.1) est

QX Q1N =F(Q1X, 01" V)—F,(Q:X, 0§ Y).

Théoreme 8. — Dans le cas m=2, g<p=n<<2q—1 et sous I"hypothése
1 la solution générale de I’équation (0.1), est
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fQIX, 01Y)=F,(Q1X, 01 Y)—F,(Q2X,0%Y)

]

2
b2 ROV X QY. O qivit V= F(Q1 X, Q4 it Y. Q17" 1)}

Théoréme 9. — Dans le cas m=2, g<p<n<2q—1<2p—1 et sous
Phypothése 1 la solution générale de I’équation (0.1) est

FOIX,01Y)=F (01 X, 017" Y)—F,(Q5 X, 04 Y)

+ >{F Q1 X, O pivit X, Qi pivit Y)—F, (Qh_vsi X, Q07 "V X, Q1T"7Y))
|

2p~r_1]

2
+ 2 AR(QIX, Qhpivir X, QU7 Y, Q0 v X))

v=p—gq+l

—

—F (@5 vi1 X, 077"V X, Q8 o Y, 00TV Y)).

Théoreme 10. — Dans le casm=2,q<<p<2qg—1l<n<p+q—1<2p—1
et sous I’hypothése 1 la solution générale de I'équation (0.1) est

fI X, Q1Y)=F (07 ' X, 01 V)~ F,(05X,04Y)
p+q—n—1

+ z {Fv (Q;,X’ Qﬁ*p+\'+1 X, Qz—p+V+l Y)

v=1

[Zp—n]
2
2 AR (@YX, Qe X) - Fy (@) v 1 X, 017"V X))

vV=p+qg—n

—Fy Q01 X, Q3T X, Q0T Y

Théoréme 1I.— Dans le cas m=2, q<p<p+q—1<n<2p-—1 et
sous I’hypothése 1 la solution générale de I'équation (0.1) est

FQVX, Q1Y) ~F (V" X, 017 V)—F, (05X, 03 Y)

]

+ Zl {Fv (Q\IIX, th*p«f-vﬁ—lX)—Fv (QZ—\H—IX, Q%P»n—v X)}

Les fonctions F, intervenant duns les théorémes 7, 8, 9, 10, 11 prennent
des valeurs dans ensemble M.

Démonstration des théorémes 7, 8, 9, 10, 11. Posons k=n dans (l1.1).
Par addition membre 4 membre les formules définissant les fonctions f,(r
=1,2, ...., n), en utilisant le fait que fi=f,= - =f,=f, vu hypothése
1, on obtient le théoréme 7. De la méme fagon, on obtient les théorémes
8,9, 10, 1.
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Dans le théoréme 11, par exemple, les nouvelles fonctions F; sont déter-
minées par les égalités suivantes:

F‘O(Q‘l’“l XsQ?VI Y):i[ Z p r+v— IX Qq r+v— IY)
n v=1

n[\/1|

1Vz—r+v——1 X)}

"M*

*3,
avec
G QI "X, 01" Y)= Z (- F, (07" Xx,017"Y) (= 1? 2,...,9—1),

G (O X)= S (=Y Fo(Qi" X) (=4, g+ 1,...,n—p),

v=1

_ k41 n—p+k _
Fk(Q’fx,Qi’,-MHX):(—)»{ SR QX Oy X)

n r=1

Pk 2p—n—1
3 R ein) (k2 [P,
1

r=

From Q7" X, @y x) = S0 S P Q1™ X, Q841 X) (dans le cas n — 2m).
n

r=1
Théoréme 12. — La solution générale de I’équation (0.1) dans le cas
o max (pi, Pas oo s D) oSt
f(Qtthla QllizXzs- A m) F(Qpl_lea p_IXZ’ ---’Qlljm_le)

—F(05 X, 0% X5, ..., 05" X,)+ A

ou F est une fonction arbitraire et A une constante arbitraire = M telle que nA=0.
La démonstration du théoreme 12 est analogue & celle du théoreme I,
donné dans I’article [4].
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