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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES LINEAIRES

P ARACYCLIQUES DE PREMIERE ESPECE *

P. M. Vasic:, R. R. Janie, R. Z. -Dordevic

O. Introduction

Soient: S, un ensemble non vide arbitraire;

M, un groupe additif abelien;

(XfJ.' Yv E S; fL, v= 1, 2, ... , n)

Xi=(Xij, Xi2, .., , Xi") (XUES;j=I,2, ..., n; i=,1,2, ...)

«(J.>v);

C", un operateur cyclique defini par
Q v Q v+l X (Q v+1 X Q V+I-" X 1 )

c" fJ.X= fJ.+1 fJ.+l = fJ.+1 pour v+ >n.

D. S. Mitrinovic (voir: [l] et [2]) a introduit dans la literature les
equations fonctionneJles lineaires paracycl;ques de premiere et de seconde espece.
Les equations paracycliques de premiere espece sont les equations de la forme

n . ;-1 Pt ;-1 P1. i-I Pm
-L f(C" QI Xl, C" Ql X2, .,. , C" QI Xm)-O.

i~1

(0.1 )

D. S. Mitrinovic a egalement donne une methode de resolution
equations et applique cette methode a quelques cas particuliers.

Dans cette Note nous allons resoudre l'equation

de ces

(0.2) i /; (C~1 Qf' XI, C~-1 Qf' X2, . . . , C~-1 Qfm Xm) = 0
i~1

et (0.1) dans Ie cas ou m = 2.
Nous allons resoudre au premiere lieu l'equation suivante

i /; (C~-1 Qf X, C~-1 Q'f Y) = 0 (k <;n).
i=1

(0.3)

"---

*
Presente Ie 20 decembre 1964 par D. S. Mitrinovic.
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1. L'equation (0.3)

II faut distingeur les cas suivants:

JO q<2q-l<p.n, 2° q<p=n<2q-l, 3° q<p<n<2q-l<2p-l,

48 q<p<2q-l<n<p+q--I<2p-l, 5° q<p<p+q-l<n<2p-l,

6° q<p<2q-I<2p-l<n.

The 0 rem e 1. - Si I'on a q< 2 q--I <p = n, la solution generale de
requation (0.3), est

(1.1 ) f, (Q7 X, Q'( Y)

min (k-r. q-J)

= 2: (-ly-1F~(Q~+lX, Q~+I Y)+
v~1

q-I

2:
(-I)v-I F~ (Q~+I X, Q~+I Y)

v=n---r-+1

min (k-r. n-q) n-q

+ 2: (-l)v-1F~(Q~+IX)+ 2: (_l)n-vF~+~(Q7X)
v~q v~max (n-r+ I. q)

k-r

L (-I)n-v F~+~ (Q7 X, Qi+v Y)
v~n-q+l

+

+
n-I

2:
(_l)n-v F~+~ (Q7 X, Q'(+v Y)

v=max (n-r+ I. n-q+ I)

oil r = I, 2, . . . , k et F): SpH-1 --+M sont des fonctions arbitra ires.

The 0 rem e 2. - Si I'on
requation (0.3), est

(1.2) fr (Q7 X, Q'( Y)

a q <p = n < 2 q -I, la solution genera Ie de

n-q

L (_l)v-I F~ (Q~+I X, Q~+I Y)
v~n-r+1

min (k-r. q-I)

+ L (_l)v-I F~ (Q~+I X, Q~+I Y, Q'(+v Y)
v=n-q+1

+
q-I

L (-l)n-v-F~:;:~ (Q7x, Qi+v Y, Q~+I Y)
v=max (n-r+l. n-q+1)

k-r n-I

+ L (_l)n-v F~:;:~(Q7 X, Q'(+v Y) + L (_l)n-v F~+~ (Q7 X, Qf+v Y)
v~q v=max (n-r+I, q)

ou r = I, 2, . . . , k et F1: S pH-I --+M sont des fonctions arbitraires.

Les demonstration des theoremes ] et 2 sont analogues a
theoreme I dans I'article [3].

celles du
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Theoreme 3. -Dans Ie cas au q<p<n<2q-I<2p-1 la solution
genera Ie de !'equation (0.3), est

(1.3) fr (Qf X, Q'{ Y)

min (n-p. k-r)

.L
(_l)v+1 F~ (Q~+I X, Q~+l Y) +

v~1

n-p

.L
(_l)v+1 F~ (Q~ H X, Q~ I-I

Y)
v~n-r+l

min (k-r. n-q)

+ .L (--l)v+IF~(Q~+IX,Qr+PX,Q~-I-l Y)
v~n-p+ I

+
n-q

.L (-I)v+l F~ (Q~-I-IX, Qr+p X, Q~ll Y)
v~max (n-p-l-l. n-r+ I)

min (k-r. q-l)

+ .L (__l)V-l-1F~ (Q~+J X, QtlP X, Q~-I-IY, QrH Y)
v~n-q+1

+
q-l

.L (-I)n-v F~:;:~(Qr+p X, Q~+1 X, Qr-l-q Y, Q~+I Y)
v~max (n-q+l. n-r+l)

min (k-r, p-I)

+ " (-I )n-v Fn-v (Q v+p
X Q

p
X Q v+q Y)L v+r I , v+l , 1

v~q

+
p-I

.L (-I)n-v F~:;:~(Qr+p X, Q~+1 X, Qr-l-q Y)
v~max (q, n-r+1)

k-r

+.L (-I)n-vF~:;:~(Ql+PX,Qr+q Y)
v~p

+
n-I

.L (_l)n-v F~:;:~(Q Y+PX, Q y+q V),
v~max (p, n-r+ I)

au r = I, 2, . . . , k et F~: Sp+q-2 --->M sont des fonctions arbitraires.

The 0 rem e 4. - La solution genera Ie de ['equation (0.3),
< 2 q -I <,n <,p + q - 1< 2p-I, est

avec q<p<

(1.4) fr (Qf X, Q'{ Y)

min (n-p, k-r)

= .L (-l)v+lF~(Q~+IX,Q~+1 Y)+
v=1

n-p

.L
v=n-r+l

min (k-r. q-I)

+ .L (-I)v+l F~ (Q~+I X, Qr+p X, Q~+1 Y)
v=n-p+1

q-I

+ .L (-I)v+IF~(Q~-HX,QY+PX,Q~+1 Y)
v=max (n-p+I, n-r+ 1)
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min (k-r. n-q)

+ 2:
(_1)v!-IP~(Q~!IX,Q~+PX)

v~q

+
n--q

'"
n-v v-Lp p

(-I)n-v Pvr (QI' X, Qv+! X)
v~max (n-r+I, q)

min (k-r, p-l)
-

J- " ( - l) n-v P n-v (Q v--p X Q
p

X- Q
v !-q Y)r

~ v+r 1 , v+1 'I 1
v=n-q-f-!

+
p-I

" ( -I )n-v F-
n-v (Q

Vc.-P
X Q

p
X Q- v+q Y)v+r 1 , v+ 1 , 1

v=max (n-q+l, n-r+l)

k-r n-l
-+ 2: (- 1)n-v P~+~(Q ~ 'p X, Q ~+q Y) + 2: (-IY-v P~+~(Q ~

!p
X, Q~+qY)

v~p v~max (p, n-r+ I)

ou r = 1, 2, . . . , k et Pi: SP+Q-2 -+ M sont des I'onctions arbitraires.j .I'

The 0 rem e 5. - La solution generale de /'equation (0.3), OU
+q-l<n<2p-l, est

q<p<p+

( 1.5) fr (Q~ X, Q'{ Y)

min (q-l, k--r)

= 2: (-l)v+lP~(Q~+IX,Q~'1 Y)+
v~1

q-l

2: (-I)v+1 P~ (Q~H X, Q~+1Y)
v~n-r+l

_L
min (k-r, n--p) n-p

2: (-I)vHF~(Q~+IX)+ 2: (-I)v+-1P~(Q~+IX)
v~q v~max (q. n-r+1)

min (k-r, p-1)

-I 2:
(-I)V+1P~(Q~+IX,Qt+-PX)

v~n-p+l

p-I
)' (- 1)n-v P~:;:~ (Q ~+P X, Q~+ 1 X), ,

v~max (n-p+ 1, n-r H)

min (k-r, n--q) n-q

+ 2: (-IY-v P~+~(Q~+PX) + 2: (--l)n-v P~+~(Q~+PX)
v~p . v~max (p, n-r+ I)

-+

+
k-r

2:
v=n-q-i-l

+
n-l

2:
(-ly-vP~:;:~(Q~+PX,Q~+qy),

v=max (n-q+l, n-rf1)

ou r = 1, 2, . . . , k et F~: SP+Q-2-+M sont des fonctions arbitraires.

Demonstration des theoremes 3, 4, 5. Ces theoremes se demontrent
de la meme maniere. C'est pourquoi nous allons demontre seulement Ie
theoreme 5.
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Pour k = 2, l'equatoin (0.3) a la forme

II (Qf X, QY Y) + 12 (Qf+l X, Qi+1 Y) = O.

En faisant Xi=X?(XiE[X]~[QfX]), Yi=Y? (YiE[Y]~[QYY]) (x?,

Y? E S, i= 1,2,.. .), ou l'on a, par exempie [X] = {Xl' X2,'" , Xn}, a partir de
(1.6) on obtient

(1.7)

(1.6)

Si l'on porte

II (Qf X, QY Y) =F: (Qix, Qi Y).
(1.7) dans (1.6), on trouve

12(Qi+1 X, Qi+1 Y) = -F: (Qix, Qi Y),
d'ou

12 (Qf X, QY Y) = -F: (Qf-t X, Qy-1 Y).

Pour k=2 et r= I, 2, de (1.5) on obrient (1.7)
theoreme est vrai pour k = 2.

Supposons que la solution generale de I'equation

(1.8)

et (1.8). Donc, Ie

(1.9) igi(C~-1 QfX,C~-' QY Y)=o
i=1

so it donnee par (1.5) avec Ir = gr'

Considerons maintenant l'equation

(1.10)
k-LJ

~/i (C~-l QIf X, c~-t QY Y) = o.
i=l

Nous allons distinguer les cas suivants:

1° l<k<q, 2° q<k<n-p+ I, 3° n-p+ 1 <k<p,

4° p<k<n-q+ I, 5° n-q+ 1 <k<n.

1° l<k<q. La substitution
---

Xi = X? (Xi E [X] ~ [Q~t~X]), Yi= Y?(YiE [Y]~ [Qkt~ Y])
(X?, Y? ==const E S)

transforme I'equation (1.10) en

n-I

Ik+l (Q~t~ X, Qkt~ Y) = 2: (-I)n-v F~:;:~+l(QZtf+k X, QZt{+k Y).
v~n-k

(1.11)

(1.12)

En introduissant les nouvelles fonctions par

gv = Iv + ( - 1)k+ 1- v F~+ 1- v
('I = 1, 2, . . . , k)

et en portant (1.12) dans (1.10), on obtient l'equation (1.9). Donc,
l'hypothese et (1.13) la solution generale de l'equation (1.10) est

(1.13)

d'apres
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(1.14)
k-r

fr (Qf X, Qf Y) =~ 2:
(-I)V-i-l F: (Q~+1X, Q~+1Y) + 52 + 54 + 56 + 58 + 510

v,~1

k-i-l-r

= 2: (-l)v+IF~(Q~-j-IX,Q~+IY)+52+54+56+58+51O (r=I,2,...,k)
v~1

OU 52, 54' 56, 58, 510 designent la deuxieme, la quatrieme, la sixieme, la
huitieme et la dixieme somme dans (1.5).

Done, d'apres (1.12) et (1.14), dans Ie cas ou l<k<q, Ie theoreme 5
est aussi vrai pour k + I.

2° q<k<n-p+1. Pour les valeurs (1.11) l'equation (1.10) devient

( 1.15)
n-q

fk+1 (Qft~ X, Qkt~ Y) = 2: (-I)n-v F~:;:k+1 (Qktf+k X)
v~n-k

I-
n-I

'" ( - I)n-v F n-v (Q v+p+k
X Q v+q+k Y)v+k+1 k+1 ,k+1 .

v=n-q+t

Introduisons les nouvelles notations comme suit

( 1.16) (v=I,2,...,k).

Vu (1.15) et (1.16), I'equation (1.10) devient (1.9). En utilisant l'hypo-
these inductive, d'apres (1.16) on conclut que la solution generale de l'equation
(1.10) est

q-1 k-r
fr (Qf X, Qf Y) = 2: (_1)v+1 F~ (Q~+1 X, Q~+1 Y) + 2:

(_1)v+1 F: (Q~+1 X)
v=1 v=q

k-r

= 2: (-I)v+1 F~ (Q~+1 X, Q~+1 Y) + 52 + 54 + 56 + 58 + 510
v=1

+ (-I)k-r F;+I-r (QLr+2 X, QLr+2 Y)

ou bien

(r=k-q+2,..., k),

rI .17)
min (q-l, k+l-r)

fr(QfX,QfY)= 2: (-l)V+IF:(Q~+IX,Q~+IY)
v=]

k-r
+ 2:

(_I)v+1 F~ (Q~+] X) + 52 + 54+ 56 + 58 + 510 (r = 1, 2, . . . , k),
v=q

ou 5j ont les memes significations comme dans (1.14).

Done, d'apres (1.15) et (1.17) on conclut que Ie theoreme 5 est vrai
dans Ie cas considere.
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( 1.18)

30 n - p + 1<.k <p. Si I' on fait la substitution (1.11) dans (1.10) on trouve
p-I

i: (Q P+k X Q
q+k

Y ) - ",,' ( I ) n-v Fn-v (Q VTP+k
X Q

k+p
X )jk+1 k+1 , k-i-I - L. - v+k+1 k+1 , k+1+v

v~n-k

n-q n-I

+ '" ( I) n-v F n-v (Q v+p+k X) + '" ( I)n-v F "-v (Q v+p+k X Q v+q+k Y)L, - v+k+1 k+1 L, - v+k+1 k+1 , k+1
v~p v~n-q+1

Si l'on porte (1.18) dans (1.10) et si l'on fait la transformation (1.16),
on obtient l'equation (1.9). D'apres (1.16) et l'hypothese inductive on trouve
que la solution generale de l' equation (1.10) est

q-I n-p
fr(Qfx, Qi Y) = I (-I)v+IF~(Q~+1 x, Q~+I Y)+ L (-l)v+IF~(Q~+1 X)

v~1 v~q

+
k-r

I (_1)v+l F~ (Q~+I x, Q~TP X) + (-l)k-r F;+I-r (Q~+2-r x, Q7+I-r-i-PX)
v=n-p+1

(r= 1,2,..., k+p-n),

q-I k-r

= I (_1)v+1 F~ (Q~+I x, Q~+I Y) -\- I (-1)"+1 F~ (Q~+I X)
v=1 v~q

-+82 + 84 + 86 -\-88 + 810 + (_I)k-r F;+I-r (Q~+2-r X)

(r=k+p-n+ 1,..., k-q+ I),
k-r

= I (-I)V+I F~ (Q~+I x, Q~+I Y) + 82 -I-84 + 86 + 88 + 810
v~1

+(-I)k-r F;+I-r(Q~+2-rX, Q'fc+2-rY) (r=k-q+2,..., k),

ou 8j sont definie comme dans (1.14).

On peut ecrire la derniere egalite sous la forme
min (q-I, k+l-r)

fr(Qfx,QiY)= I (-1)v+IF~(Q~+IX,Q~+IY)
v~1

min (n-p, k+l-r) k-r ,
+ I (-I)v+1F~(Q~+IX)+ I (-l)v+1F~(Q~+IX,QrTPX)

v~q v~n-p+l

(1.19)

+82+84+86+88+810 (r= 1, 2,... ,k).

Ainsi, d'apres (1.18) et (1.19), Ie theoreme 5 est vrai dans ce cas.

4° p<k<n--.q+ 1. En utilisant (1.11) a partir de (1.10) on obtient

fk+l (Q~t~ X, Q'fct~ Y) = n~ (_1)v+l FX+l (Q~tZ+l X)
v~n-k

( 1.20)

+
p-l

n n-v v+k+p k+p
n-q

n v n-v v+p+kI (-1) -v Fv+k+l (Qk+1 X, QV+k+l X)+ I(-I) - FV+k+l (Qk+l X)
v=n-p+l v~p

+
II-I

'"
(- I)n-v F n-v (Q v+p+k

X Q v+q+k Y)v+k+l k+l , k+l .
v=n-q+l
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Si dans (1.10) on porte fk+I' donne it I'aide de (1.20), vu Ia substitution

(1.21 ) f ( 1) k .
F n--k+v-I

gv= v+ - n- +v
k+1 (v= I,... ,k-p-l- 1),

(v=k--p+2,..., k),

on obtient l'equation (1.9). Alors, vu (2.21), Ia solution generale de l'equation
(1.10) est

q-I n-p

!r (Qf X, Q'f Y) = 2: (_1)v+1 F~ (Q~+1 X, Q~+I Y) + 2:
(-I)v+1 F~ (Q~+I X)

v=l v=q

+
p-I . k-r

2: (-1) v+ 1 F~ (Q~+ 1 X, Q ~TP X) + 2:
(_1)n-v F~:;:~(Q r+p X)

v=n-p+l v=p

-I- (-Iy-k+r-I FZ:;:7-1+r (Q7+1-r+p X) + S2 + S4 + S6 -I- Ss + SIO

(r=I,...,k-p-l-I),
Il-p

Y) -I- 2:
(_r)v+1 F~ (Q~+l X)

q-I

= 2: (-I)v+1 F~ (Q~+I X, Q~+I
v~1

+
k-r

2: (-I)v+1 F~ (Q~+I X, Q r+p X) + (-I)k-r F~+I-r (Q~+2-r X, Q7+I-r+PX)
v=n-p+1

(r=k-p-l-2,..., k+p-n),

q-I k-r

= 2: (-I)v+1 F~ (Q~+I X, Q~+I Y) -I- 2:
(_1)v+1 F~ (Q~+I X)

v=1 v=q

+- (-I)k-r F;+I-r (Q~+2-r X) + S2 + S4 + S6 + S8 -1 SIO

(r= k+p + I-n,..., k-q+ 1),
k-r

= 2: (_1)v+1 F~ (Q~+I X, Q~+I Y) + (-I)k-r+1 F;-r+1 (Q~-r+2 X, QLr+2 Y)
v~1

+S2+S4+S6+SS+SIO (r=k-q+2,..., k),

au Si sont definis comme dans (1.14).

De Ia derniere egalite on obtient

min (q--I, k+l-r)
(1.22) !r(Qfx,Q'fY)= 2: (--I)v+IF~(Q~+IX,Q~+IY)

v=1
min(n-p,k+l-r) min(p-I,k-r)

+ 2: (-I)v+1 F~ (Q~+I X) + 2: (_1)v+1 F~ (Q~+I X, Qf+V X)
v~q v~n-p+ 1

k-r

+ 2: (_l)n-v F~:;:~(Q ~+p X) + S2 + S4 + S6 + Ss -I- SIO (r = 1, 2, . . . , k).
v=p

Done, Ie theoreme 5, dans Ie cas p <"k<n-q + 1, est demontre.



Sur les equations fonctionnelles lineaires paracyc1iques de premiere espece 47

(1.23 )

5° n-q+ 1 <,k<n. Si I'on fait (1.11), a partir de (1.10) on trouve
------

q-I

fk+l (Q~t~ X, Qkt~ Y) = L (-l)v+l FZ+l (Q~tZ+l X, Q~tZ+1 Y)
v~n-k

n-p p-l

+ L (__1)v+l FZ+l (Q~t~+l X) + L (_1)n-v F~+Z+I (QZt~iP X, Q~t~+1 X)
v~q v=n-p+1

n-q n-l

--I-
,, ( l) n-v F n-v (Q v+p+k X) + " ( l)n-v F n-v (Q v+p+k

X Q v+q+k Y)
L... - v+k+1 k+l L... -

. v+k+l k+1 , k+1 .
v=p v=n-q+1

En portantla fonetion fk+l determine a I'aide de (1.23) dans (1.10) et
en utilisant la substitution (1.21), on obtient l'equation (1.9). Done, la solution
generale de l'equation (1.10), dans Ie eas eonsidere, est

q-I n-p
fr(Q~ X, Q'f Y) = L (_1)v+1 F~ (Q~+l X, Q~+I Y) + L (_1)v+1 F~ (Q~+I X)

v=1 v~q

+
p-l n-q

L (_1)v+1 F~ (Q~+I X, Q~+PX) + L (_1)n-v F~+~ (Q~+P X)

v=n-p+ 1 v~p

k-r

L (_1)n-v F~+~ (Q ~+pX, Q ~+q Y) + S2 + S4 + S6 + Ss + S]Q
v~n-q+1

+

(r= I,..., q+k-n),

q-I n-p

= L (_1)v+l F~ (Q~+I X, Q~+I Y) + L (_1)v+1 F~ (Q~-'-I X)
v=1 v=q

p-I k-r

L (-l)Y+l F~ (Q~+l X, Q~+PX) + L (-I)n-v F~+~ (Q~+P X)
v~n-p+1 v~p

-1

-1-(_I)n-k+r-l Fz:;-:~+r-I (Q~-r+l+p X) -1-S2 + S4 + S6 + Ss + SIO

(r=q+k-n + I,... ,k-p + I),
q-l n-p

= L (_1)v+1 F~ (Q~+I X, Q~+I Y) + L (-I)v+1 F~ (Q~+l X)
v~1 v=q

+

( l) k-r F k+l-r (Q P X Q k+I--r+p X) ( k 2 k)+ - r k+2-r, 1 r= -p+ ,...,p-n+ ,
q-l k-r

= ~ (-1)v+IF~(Q~+IX,Q~+1 Y)+ L (--1)v+IF~(Q~+IX)
v=1 v~q

-+ (__1)k-r F~+ I-r
(Q~+2-r X) + S2 + S4 -+ S6 + Ss -+ S]Q

(r=p-n+k+ I,..., k-q+ I),
k-r

= L (--1)v+IF:(Q~+1 X, Q~+I Y) +(-l)k-r F~-r+1 (Q~+2-rX, Qk+2-r Y)
v~1

+S2+S4+S6+SS+S]Q (r=k-q+2,..., k).



48 P. M. Vasie, R. R. Janie et R. Z. Dordevie
------

5, ant les memes valeurs comme dans (1.14).

De la on a

(1.24)
min (q-I, k+l-r)

fr(QfX,QiY)= 2: (-l)vtlF~(Q~+IX,Q~+IY)
v~1

min(k+l-r,n-p)

L
. (-l)V+IF~(Q~+lX)

v~q

nun lk+ I-r, p-I)

+ L (-l)v+l F~ (Q~+l X, Q~+PX)
v=n-p+l

min (k-r I-r. n-q) ,

+ L (--- l)n-v F~:;:~ (Q ~TP X)
v~p

k-r
\- L (_l)n-v F~:;:~(Q~+P X, Q~+q Y) + 52 + 54 + 56 + 58 + 510
v=n-q'cl

(r=l,...,k),

Done, Ie theoreme 5 est aussi vrai dans Ie cas n-q + 1 <.k<n.

2. L'equation (0.2)

En posant k = n, dans (1.1), (1.2), (1.3) (1.4), (1.5), on obtient la solu-
tion generale de l'equation (0.2) dans les cas consideres.

The 0 rem e 6. - Dans Ie cas n~1> max (PI' P2' ... , Pm), la solution

generale de ['equation (0.2) est

( I. 25) Q Pm X ) F (Q P,-I X
.

Q
P,-l X QPm-I X ). . ., ] m = r 1 l' 1 2"

. ., 1 m

-Fr+1 (Qi' XI, Qi' X2,. .., Qim Xm),

avec Fn+1~cFI, OU F,. sont des fonctions arbitraires a valeurs dans M.

La demonstration du theoreme 6 est compIe-lement analogue a celie du
theoreme 2 dans l'articIe [4].

3. L'equation (0.1)

Hypothese 1. -L'equation mZ=A(mnombrenaturel <.n,A; ZEM)
possede, par rapport a Z une solution unique.

Theoreme 7. -Dans Ie cas m=2, q<2q-1<p=n et sous ['hypo-
these 1, la solution generale de ['equation (0.1) est

j( Q7 X, Q'( Y) = Fo (Q7 X, Qi-I Y)-Fo (Qix, Qi Y).

Theor(:me 8. --. Dans Ie cas m=2, q<p~cn<2q-1 etsousl'hypothese
1 la solution genera Ie de l' equation (0.1), est
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I(Q~ X, Q'{ Y) = Fo (Q~ X, Q'{-1 Y)-Fo (Qi X, Qi Y)

,
-,.

[2q~n]

2: {Fv (Q~!~+V+I X, Q~ Y, Q~-q+\'+1 Y)-Fv (Q7 X, Q~-v+1 Y,
Qiq-n-v Y)} .

v=l

Theoreme 9. - Dans Ie cas m=2, q<p<n<2q-l<2p-l et sous

l' hypothese 1 la solution generale de l' equation (0.1) est

I(Qfx,QiY)=Fo(Qf-t X,Qi-1 Y)-Fo(Q~X,QiY)

p--q

+ 2:{Fv(Q~X,Q~-p+v+IX,Q~-P-1-V+I Y)-Fv(Q~-v+1 X, Qip-n-v X, Qf+Q-n-vy)}
v~1

[2P2-~]

+ 2: {Fv(Q~ X, Q~-P+V+I X, Q~+q-p Y, Q~-P+V+I Y)
v~p-q+1

(Q P X Q 2p-n-v X Q
q

Y QP+q-n-v Y) }-Fv p--v+1 , I ,p-v+l, I .

The 0 reme 10. - Dans Ie cas m= 2, q<p<2q-l<n<p +q-l <2p-l
et sous l'hypothese 1 la solution generale de !'equation (0.1) est

p+q-n-I

+ 2: {Fv (Q~ X, Q~-p+v+1 X, Q~-p+v+1 Y)
v=t

[2P~n]

+ 2: {Fv (Q ~X, Q~-p+v+ I X)-- Fv (Q~-v+ I X, Q ip- n-v X)} .
v=p+q-n

-F (Q P X Q 2p-n-v X Q P+q-n-v Y ) }
v p-v+ 1 , ,1 , t .

Theoreme 11. - Dans Ie cas m =2, q<p<p+q-l<n<2p-l et
sous l'hypothese 1 la solution genera Ie de /'equation (0.1) est

I(Qf X, Qi Y)=Fo(Qf-1 X, Qi-I Y)-Fo(Q~X, Qi Y)

rp~n]

+ 2: {Fv (Q~ X, Q~-p+v+1 X)-Fv (Q~-V+I X,
v=1

Qip--n-v X)}.

Les Ionctions Fk intervenant duns les theoremes 7, 8, 9, 10, 11 prennent
des valeurs dans l'ensemble M.

Demonstration des theoremes 7, 8,9,10,11. Posons k=n dans (1.1).
Par addition membre a membre les formules definissant les fonctions Ir (r
= 1, 2, .,.. , n), en utilisant Ie fait que II = 12= . . . = In = I, vu l'hypothese
1, on obtient Ie theoreme 7. De la meme fa<;on, on obtient les theoremes
8,9, 10, 11.

4 Publikacije
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Dans Ie theoreme 11, par exemple, les nouvelles fonctions Fi
minees par les egalites suivantes:

1
{

q-I r
Fo(Qf-1 X, Q'f~1 Y) =-;;

r~1 V~I
Gr (Q~-r+v~1 X, Q~-r+v~1 Y)

+ :~ vt,
Gr (Q~-r+v-I X)}

sont deter-

avec
n

Gr (Qf-r X, Q'rr Y) = L (-1)' F: (Qf~r X, Qj-r Y)
v~1

(r~c 1,2,..., q-l),

n
Gr(Qf-r X)= L (-1)' F:(Qf-r X)

v~1

k p (-1),"+1

{

n-p+k p-k k P
Fk(QIX, Qn-P+k+IX) =

n r~1
Fr (QIX,Qn-p+k+IX)

. n~p+k p
Q k )

}-:~ Fr (Qn-p+k+1 X, I X

(r=q, q+l,...,n-p),

( [
2p-n-l

J )k= 1,2,. .., -~£- ,

p-m p (-I)p-m+1 m
m p-m p

Fp-m(Q1 X,Qm+'X) =~---L Fr (QI X, Qm+IX)(danslecasn=2m).
n r~1

Theoreme 12. - La solution generate de l'equation (0.1) dans Ie cas
n_:i:~ > max (PI, P2, ... , Pm) est2

f(Q'f'X" Q~' X2,. . . , Qfm Xm) =F(Qf,-1 Xl, Qf,-I X2, . . . , Qfm-I Xm)

-~F(Qi' Xl, Qi' X2,
"

. , QimXm)+A

OU Fest une fonction arbitraire et A une constante arbitraire E M telle que nA = O.
La demonstration du theoreme 12 est analogue a celle du theoreme 1,

donne dans I'artic)e [4].
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