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1. Préliminaires

Dans cet article nous allons utiliser les notations suivantes:
S, un ensemble non vide arbitraire,
M, un groupe additif abélien queiconque,

X=(x,x ..., X)) (€S8 i=14L2,...,n),
Q‘;X:jS(xlaXZa cre s xn)__'(xi’ Xitls o0 > x]) (l<.]<n)
=(Xpy Xig1s oo s Xny Xis oo0 5 X)) (B=i>)),

C, lopérateur cyclique quel est déterminé par I’égalité
CiQIX=011X (017 X=0/X).
L’équation fonctionnelle cyclique

(1.1) SACTOIN)=0 (Y x-0ix),
i=1

a été résolue (voir: [1] et [2]) sous les conditions suivantes: 1° x;& S (i=
=1,2, ..., n); 2° La fonction inconnue f:S?->M; 3° Dans le groupe M
I’équation mY=A4, ol m(<n) est un nombre naturel et ¥, 4 € M, posséde
une solution unique par rapport & Y. Dans le cas ol n>2p—1, D. Djokovié
a trouvé la solution générale de 1’équation (1.1) sous les conditions 1° et 2°
(voir: [3]).

L’équation fonctionnelle plus générale

(1.2) S AECT0IN =0 (@7 x=-0lx)
i=1

ou les fonctions f;:S” > M sont inconnues a été résolue dans le cas n=p et
nx2p--1 (voir: [3)).

Dans Particle [4] D. S. Mitrinovic a déterminé la solution générale de
quelques cas particuliers de [équation fonctionnelle (1.2) dans le cas ou
p=n<2p—1.

* Présenté le 20 décembre 1964 par D. S. Mitrinovid.
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Dans cet article nous allons trouver, d’abord, la solution générale de
I’équation fonctionnelle :

k ,
(1.3) F(CTT i) =0 (p<n<2p—1; k<n).
i=1

H

Puis, en partant de I’équation (1.3), nous allons déterminer la- solution
générale de Péquation (1.2). Enfin, si 'on a fi=f,= ... =f,=f, nous allons
~démontrer qu’on peut obtenir la solution générale de I’équation (1.1) en par-
tant de la solution générale de ’équation fonctionnelle (1. 2).

2. L’équation fonctionnelle (1.3)

Théoréme 1. — La solution générale de I’équation fonctionnelle (1.3)
est donnée par
» min (k—r, n—p) v »
@0 L@X)= S (=I)UR(Qha X
v=1
n—p
S (DR Q0 X)
v=n—r+1

min (k—r, p—1)

+ S (=) TFQV X, 07T X)

v=n—p+1
p—1 o
+ >, (=) FyL (07 X, 0841 X)
v=max (n—r-+1, n—p+1)
k—r
3 (=D EE(QTT X)
v=p
n—1
+ S (= ELQTTX) (- k(<)

b v=max (n—r+1, p)
ol ZgO(a>b); Omin=0n, OV " =0V, Fyin=Fy (m nombre naturel) F!
a

sont des fonctions arbitraires a valeurs appartiennent a M.

Démonstration. — Nous procédons par induction. Pour k=2 I’équation
(1.3) devient
22) [T+ 15 X)=0.

Si 'on fait xlzx? (dans ce qui suit x? (i=1,2, ...) sont des constan-
tes arbitraires € §), a partir de (2.2) on obtient
@3 5H(Q8 X)= —Fi (@5 X),

avec
FI(Q5X) = £ (4, 05X). |
Si dans (2.2) on porte f,, doneé a I'aide de (2.3), on obtient

(2.4) F( Q8 X) = F1 (Q% X).
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Pour k=2, r=1 étant donné que
min (1, n—p)=1, min(l, p—1)=1, max (n,n—p-+1)=n, max(n, p)=n,
de (2.1) on obtient (2.4). Pour k=2, r=2 a partir de (2.1) on obtient (2.3).
Dongc, le théoréme 1 est vraie pour k= 2.

Supposons que le théoreme 1 soit vraie pour k, c’est-a-dire que la solu-
tion générale de I’équation fonctionnelle

(2.5) g(C oI X)=0 (k<n)

M=

i=1

i

soit donée par (2.1), ou il faut remplacer f, par g,.
Considérons maitenant ’équation fonctionnelle suivante

(2.6) kjlf,-(cf,"‘ 05 X)=0 (k+1<n).
i=1

Il faut distinguer les trois cas suivants:
1° 2<k<n—p+1; 2° n—p+1<k<p; p<k<n—I.
1° 2<k<n—p+ 1. Silonposex;=x) (x; € [XT\[Q% % X]), ou, I'on a par

exemple, [X]={x,, x5, ..., X,}, Péquation (2.6) prend la forme que voici:
+k nl n-—-v vip-+
2.7 Sen QF X) = S (= 1y U (@i,
v=n—k
ol

(_ l)nfv;"l FCTH\: -1 (QZ;LII)Ak X) gfv k+1-n (Q:!/ ‘ffjr,l):: X) xi:x,9 (elxl ™\ [QZ {1,1( x1).
De (2.7) il vient
n—1
(2.8) Jert (@I X) =S (=D YRl (@17 x).
v=n—k:

En introduisant les nouvelles notations suivantes

(29) vkt (QiE X = fork i (@R X) + (= 1" FLEL (@0 X)
(v=n—k, ..., n—1)
et en portant ['expression (2.7) dans (2.6), on obtient [’équation (2.5). Dans

le cas ou 2<k<n—p, on a min(k—r, n—p)=min (k—r, p—1)=k—r,
n—p+ 1>k—r; donc, d’aprés (2.1) la solution générale de I’équation (2.5) est

k-—r
(210) g QTX)=> (1) "FI(QV i X))+ S+ 85,48 (r=1,2,...,k),
v=1

ou S,, S,, S, désignent premiére, deuxiéme et troisitme somme dans ’expres-
sion (2.1). D’aprés (2.8), (2.9) et (2.10) on a :

k4-1—r
Q2.11) £,(07X)= > (=1 F(QU 1 X)+ S, S, +Sg(r=1,2,..., k- 1).

v=1

I*
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Dong, si 'on a 2<k<n—p+1, le théoréme 1 est aussi vrai pour k+ 1.
2’ n—p+1<k<p. En faisant x;=x} (x; € [X] \\[Q21f
(2.6) devient
p—1
212)  fen QR0 =3 (=D FE QT X 0V X)

v=n—k

pik XD, Téquation

n—1
+ 3 (=1 P (05T X)
avec =

v+k n
f:v+k+1-—n (Qv:*l:ki‘I,—n X) Xi:X?(XiE[X]\[Q ij_’lcx])

= (=) R (QET X, Q8T X)) (v=n—k, n—k+1,...,p—1),
= (= DV FI OV YY) (v=p, p+1, .., n—1).
En introduisant les nouvelles fonctions par

(2.13) Gvikit—n=forkit-nt (—=1)" V"V Fii1,
et en remplagant (2.12) dans (2.6), on obtient I’équation (2.5). Donc, d’aprés
I’hypothése inductive et (2.13), la solution générale de I’équation (2.6) est

k—r
(2.14) £,(Q71 X) = z(—l)v TFPa X+ S (=) E(Q8 X, 07T X)

v=n-p+1

F(—=Dfr Pl L X, 0T X))+ 8,+ 8,48y (r=1,...,pt+k—n),
k—r
=S (=) FY Q%41 X)
v=1

A (=D FET T (Qhia X))+ S+ S+ Sg (r=p+k—n+t1,...,k)

ou S,, S,, S sont définies comme dans (2.11).

D’apres (2. 12) et (2.14) la solution générale de Péquation (2. 6) est
donnée par (2.1), ou il faut remplacer k par k-+ 1. Donc, si 'on a n—p
+1<k<p, le théoréme 1 est également vrai pour k+ 1.

3° p<k<n—1.Pour x,fx" (x; € [XIN\[Q21% X]), Iéquation (2.6) regoit

k+1

fa forme suivante

I n_r v
(2.15)  firt QETX)= S (=) Fipg (@41 X)
v=n—k
r=1 —v +k+v +k nl n— kv

S R X 00 X) 4 S (— e FiE (007h)

v=n—p+1 v=p
ou

. vik4p—n

fv-}k—{-l——n(Qerk%A[lan) Xj=xg (A,—[X] \[Q X])

=(—1)"Fi Qb1 X) (v=n—k, n—k+1,...,n—p),



Sur I’équation fonctionnelle cycliqu: généralisée 37

= (— DV VL (R X, QR X) (v=n—ptlin—p+2,...,p—1),
= (= DRV QT X)) (v=p, pt L. n—1).

Introduisons maintenant les nouvelles notations suivantes

(2.16) 8v+k+1—n :fv+k+l*n + (—l)niv_l F:I[\é_’.].

Si dans (2.6) on porte ia fonction f., déterminée a l'aide de (2.15), on
obtient I’équation (2.5). En utilisant (2.16) et la solution générale de I’équation
fonctionnelle (2.5), on trouve que la solution générale de 1’équation (2.6) est

n— p—1
@.17) f.(0% X) = Zp(—-l)v—‘F,v(Q’v’+1X) S (=)RNQL X, 00T X

v=n—p+1
* Z (=1 FViy (@ X) 4 (— Dy kv tor FTR (07T )
+8,+ S+ Ss(r=1,...,n—k—p+1)
k—r

:nip(—l)v—lFf(Q’CHX)Jr STy FN @ X, 08 X)
v=1

v=n—p-+t1
+(——1)"—’F"+1"(Qi r2 X, O T XN 4 S, S+ S r=k—p+2,...,p—1)
—S (=11 FY Q% X) + (— 1 F{T (00,1 X)

v 1

+8,+8,+Ss (r=p,p+1,...,k),
ou §,, S,, Ss sont définies comme dans (2.11).

Compte tenu de (2.15) et (2.17), on obtient que la solution generale de
I’équation (2.6) est donnée par (2.1), ou il faut remplacer k par k+1

Le théoréme 1 est ainsi prouvé.

3. L’équation fonctionnelle (1.2)

Pour k=n, a partir du théoréme 1, il vient

Théoréme 2. — La solution générale de I’équation fonctionnelle (1.2)
est déterminée par

@3.1) f(QIX)-Z(—l)v ' FY Q) +1X)

min (n—r, p—1)

+ 3 TR X 07T )

v=n—p+1
; £ n—v -V pi-v I4
- 2. (1) FU QT X, Qv X)
v=max (t—r4d-1, n—p+1)
n—1 Ly
S (= 1y P (T X)
v=p

oit les fonctions F}:SP=' > M sont arbitraires.
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4. L’équation fonctionnelle (1.1)

Dans ce qui précéde nous avons déterminé les solutions générales des
équations (1.3) et (1.2) sous les hypothéses suivantes: 1° x;& S (i=1,2,...,n)
et 2° f,:87 M (i=1,2,...,n). Si I'on introduit Phypothése que I’équation
mY=A, ou m(<n) est un nombre naturel et Y, 4 € M, poséde une solution
unique par rapport & Y, on peut obtenir la solution générale de I’équation
(1.1) en partant de la solution générale de I’équation (1.2).

En effet, en addionnant les fonctions f,, f5, ... , fn, dohnées par (3.1)
et ‘ayant en vue que fi=/f,=.-.=f,=/f, on trouve :
4.1) f(Q7X) = Fo(Q17' X)— F (Q5 X)
[2p—m2] k p p 2p—n—k
> A{F(@1 X, Qupikit X)—Fr(Qporit X, Q1 X)}
k=1

ol nous avons employé les notations

Rt =13 S 6.0t T} ave 6 (01 0= S -1 RN
ni, I

v=1 v=1

. . g AV R n—pik _
F(@ X, Q) i x) =D [ Frrb kX, 00y i1 X)

n =1

ok ‘ —n—
=S Q0 X, Q'IX)} (k: L., [—zi’w”«-—l-]),

r=1
et, dans le cas ol n est pair (n=2m)

(‘ l)pfm—}-l m

Fp QU X, Qi1 X) = S-S FTEUTX, Qna X).
r=1

n

La solution générale (4.1) s’accorde avec la solution générale de I"équ-
ation (1.1) (voir: [1] et [2]).
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