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SUR UNE CLASSE DES INTEGRALES DEFINIES*

Radomir P. Lucic¢

L’objet de cette Note est I'intégrale définie

+ o0

sing, xsina, x-.-sinanx
) I, a,.)=f 18I0 "X gx,

xs

0

en désignant par » un nombre naturel, par s un nombre réel tel que
n—1<s<n+1, par a;, a,, ... , a, des nombres réels différents du zéro.

1. Nous allons prouver la formule suivante:

) T, o ay=AE S (=S O (ka k- £a)
avec e ’
A= T —, O (x)=|x["! (sgn x)".
241 T (s)sin (s—n+ 1) 5
L’expression
2,05 (£a k- tap)
désigne la somme de toutes les expressions ®; (4+a, 4+ - - - +a,) dans les-

quelles le signe — apparait v fois.
Démonstration. Dans le livre [1] on trouve la formule suivante

+ oo

3 fsinax dx — mat! - (a>0; 0<s<2).

x® 2T (s)sin >y

0

Pour n=1, la formule (2) se raméne a (3). Supposons que la formule
(2) soit vraie pour n—1.

* Présenté le 20 décembre 1964 par D. S. Mitrinovid,
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Etant donné que lintégrale (1) est convergente, en employant I'intégration
par parties, en partir de (1) on obtient

1 n

4 Jila,, ay, ..., a)= a I

() s( 15 Y2 3 n) Z(S——l) kgl k 1k>

avec

—~1
%) Le=JsT1(a@, oo s Gy Qg+ @y Giyys o vn 5 Q)
-1
+J:—1(a1’ coe s Qpgy gy — s Apyy + v, (I"),

(dans le cas ou k=1 il faut prendre a,=a,).
En évaluant les expressions (5), d’aprés I’hypothése inductive, on a

n—1
©) L=AYLS (1S ®Ii(da+ -t (@my + )k Gy & - - )
v=0 v

n—1
AT S () S O (et @ — @) £+t ay).
v=0 v

Si I'on a le signe + devant (a,_,+a,) dans D’expression

0 (— 1)@ (ay - - £ (@ Fa) £y 4 - - - A a)

qui figure au premier membre de (6), on obtient un terme de la somme
(—1y z q)?:i(j:alji kG tapg a4 - ay).

Si 'on a le signe — devant (a,_,+a;) dans 'expression (7), on obtient
un terme de la somme

—(—) 2 @I (k- ke @ b G £ f ),
Les mémes conclusions sont valables pour I’expression
()’ (a4 (@Gm— ) £ @y - - - £ ay).

Donc, on trouve
Ik:A;’iiio(— 1)“{ ZCDE'Z}(ial. 4o da tag gt - Eay)
—-g OV (dayt- - tap—aptas, - -a,,)}.
En multipliant cette égalité par a;, il vient
®)  ah=A) io(—l)“Z(:i:ak)q);’:}(:I:ali--‘iakﬁ:-“j:an),

ou le signe devant g, est le méme dans les deux cas.
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En utilisant (4) et (8), nous obtenons

. An 1 -
i) =5 kZIVZ (—1" 2 (£a) @] i (Lat ot 2ay)

AT (=) S (FaE @) DT (a - day)
v=0 N .

AL (1) S @i (tat - ta),
v=0 v

car x @17} (x)= D (x).
La formule (2) est donc démontrée par 'induction.
Pour n=g, la formule (2) devient

) Jnlay, ayy .., ay)=

Z(—I)VZ(I) (xa;+---ta).

2"+1( -1 5

2. Considérons maintenant l’intégrale

+ oo
sin a; x sin a, x
Apiq) =

(10) Ju(ay, ap, ...,

--sindpt, x
- *t12dx (n, nombre naturel) .
X

Dans le cas ol n=1, lintégrale (10) est convergente si @, 4+ a,#0. Dans
le cas ol nz2, la méme intégrale converge pour a, @, ... , Gn1; quelcon-
ques. Nous allons prouver la formule

i
241 (n—1) | £

(11) Jn (al’ ayy ovv s an+1): z (— )v Z d),,(j:al : jian+1),

ol @, (x)=x"""log|x|.

Démonstration. Dans le cas ou n=1 avec a,4-a,#0, lintégrale (11)
peut é&tre réduite a Pintégrale de Froullani; donc, on a

1
Ji(ay, 02)=‘2‘2 (log|a, +a,|—log|—a, +a,|—log|a,—a, | +log|—a,—a,|)

et la formule (11) est vraie pour n=1. En utilisant cette relation, on peut
démontrer que (11) est valable pour n=2 sans restriction relative aux para-
métres a, et a,.

La démonstration de Ja formule (11) est analogue & celle de 1a formule (2).

Remarque 1. Dans le cas ou 0<<s<<n—1, on peut évaluer les intégrales
(1) et (10) en utilisant les formules données dans [2] (pp. 37—38).
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n
Rémarque 2. Si on a ay, a,, ..., ;>0 et a;> > a, d’apres la formu-

le (voir [1}, p. 637)

F1a n
Jn(ag, ayy ..., a,,)=‘2—| [
o=

et d’aprés (9), on obtient I’identité suivante

n

S Y (—a— s —at @) T sgn (—ay— - - —ayh - )

=2 (n—1)! T .
k=2

Exemple. La formule (9) pour a,=a,= - =a,=a>0 fournit

oo

sin ax \* » P\ an (1
f( x )dx 2"+1(n 1H! Z' <V)®”((" 2v)a)
0

2n+1 (n 1) ‘ z (—l)v( ) ("—2 V)"“1 a”—1sgn (n—2 v)

TI: 2v<n

=—§la‘_l) . VZ:O (—])V (’\J’)a"—‘ (11—2 V)n_l.

Cette formule est identique a celle donnée dans [1], p. 642.

3. Je remercie au professeur D. S. Mitrinovié de m’avoir signalé ce
probléme. Je suis également reconnaissant & mon collégue D. Z. Pokovié qui
a lu cette Note dans le manuscrit et m’a donné certaines suggestions.
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