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SKRACENICE

R oznatava skup realnih brojeva.
K oznalava skup kompleksnih brojeva.

A {F, (uy), F, (), ..., F, (u,)} je skracena oznaka za funkcionalnu determinantu reda »:
Fi(u) Fiw) F@) ... Fuy)

Fo(u) Fy(us) F,(u) F, (un) ]

F, (ul) F, (”2) F, (ua) F(uy)



0. UVOD

Ovaj rad sastoji se iz sledeéih delova:

0. Uvod;

1. Generalizacije nekih rezultata D. S. Mitrinoviéa i S. B. PeSic¢a;

2. Jedna klasa kvadratnih cikliénih funkcionalnih jednadina;

3. Neke kvadratne funkcionalne jednaline sa interesantnim osobinama;

4. Sistem funkcionalnih jednalina koji sadrZi jednadinu F za slucaj n=2;

5. Neka otvorena pitanja i moguénosti daljih generalizacija;

6. Bibliografija.

1. U prvom poglavlju date su neke generalizacije funkcionalne jednadine
(jednadina F):
(0.1) F(x,, Xay X3, -+ .y Xan_1> Xan) T F (X1, Xg, X5 . .« 5 Xap, X2)

. +F(x1’ Xopns Xgs oo 5 Xgp—2, x2n~1)=0

gde je funkcija F data formulom

0.2) F (X1, X3, X35+« 5 Xau—15 Xan) ZkH S Kap—1, X24) (f:K*—K; n>1).
D. S. Mitrinovié¢ i S. B. PreSi¢ dokazali su da je opSte reSenje ove jed-

nadine (videti: [2])

0.3) f @, v)=gW)h(v)—g () h@n) za n=2,

0.9 fu,v»=0 za n>2,

gde su g, h: K— K proizoljne funkcije.
Prva generalizacija koja je data za jednalinu F je funkcionalna jednacina

(0.5) oy F(X7, Xa, Xa, -+« s Xapog, Xon) Fog F(Xg, X3, Xgy « + oy Xgpn, X2)
+oee +oc2,,_1F(x1,x2,,, Xgy oo vy Xap—2, x2n-—1)=0
u kojoj je funkcija F definisana formulom (0.2); ay, a5, . . ., a5,—1 € K su pro-

izvoljne konstante od kojih sve nisu jednake nuli. Ova funkcionalna jednaéina
(jednacina Fl) ima, kao $to je u radu dokazano, sledeée opste resenje:
-1

1° U slucaju z a;=0 (n>2) funkciju
i=1

(0.6) fu, V=g g (g: K—K proizvoljna funkcija);

2° U slucaju ay=ay= - -+ =0g,-1 za n>2 funkciju (0.4), a za n=2 funkciju
(0.3); 3° U svim ostalim slu€ajevima funkciju (0.3).
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Za oy =oy=- - =day,_1, jednaéina F, svodi se na jednalinu F.

U vezi sa jednadinom F,, za slufaj kada je n=2, videti Elanak [12].

Druga generalizacija odnosi se na jednacinu F u sluaju n= 2. Jednalina
koja je analizirana (jednalina F,):

n

(07) Z (_l)ni {f(xls X2y 0oy Xp—15 xn—i—i)

K Kt i41s Xntitzs -« o s Xan—1tis Yanti)} =0
(K" K; x=x,_,—1 za k>2n) svodi se na jednainu F kada je n=2.

Jednacina (0.7) u potpunosti je reSena ako je n=3. Njeno opste reSenje
u tom slucaju je

0.8) S (v, w)=F(w) {F(w) GO)+F@) G},
(0.9) f@, v, w)=A{F (), Fy(0), Fs(W)}
gde su F, G, F,, F,;, F3: K—K proizvoljne funkcije.
‘ U sluéaju proizvoljnog » dokazano je da je funkcija
(0.10) flu, g .oy u)=A(Fy ), Fo@ua), - . ., Fo(u,)
(F;: K—K proizvoljne funkcije) partikularno reSenje jednaline F,. Ovo reSenje
je istovremeno opste reSenje u klasi funkcija f koje imaju sledeéu osobinu:
(0.11) S ooy Ximas Xy Xig1s o ooy Xjm1s Xjy Xjh1s - o o5 Xp)
=—f (X1, Xim1, Xy Xi1s oo v s Xj1s Xiy Xp1s o ooy Xp)
(I1<i<j<n).

O rezultatima koji su u vezi sa jednafinom F, videti &lanak [11].
Treca jednaina koja je posmatrana u ovom poglavlju (jednacina Fy):

n
(0-12) F(x19x25x35-"’xkn): z en,vF(x19x25"'5xn—1’xmxn+1a~"9xkn)
v=n+1

gde je 0;; operator koji vrii razmenu argumenata na j-tom i j~-om mestu u
funkeciji Fi

(013) ) F(Xl, Xgs o -xkn)= Hf(xni-i-ls xm‘+2’ st xm'+n)7

generalise Jednacmu F u tom smlslu §to kao opste resenje ima funkcuu iste
strukture kao i opite resenje Jednacme F. Dokazano je da je opste resenje
ove Jednacme funkcija (0.10) kada je k=2, odnosno (0.4) za k>2. Ako je
n=2 ova redenja su identina sa reSenjima jednaline F. Bududi da funkcija f,
reSenje jednadine F; ima osobinu (0.11), ova jednalina moZe se za sludaj n=2
transformlsatl na jednainu F.

:-Jednacina F, generaliSe u istom smislu i Carlitzovu Jednacmu (videti [1]):
0.14) S xr, X2, x5) f(xg5 X55 x6)+f(x2, X15 Xg) f(xsa x5, Xg)
+f(x1’ X2, x5) f(x:’n X4, x6)+f(x2> X1, x6) f(x39 X4s x5):0

na koju se za sludaj n=3, k=2, moZe transformisati.

, Rezultati kO]I su u vezi sa jednaCinom F; za slufaj k=2, objavljeni su
u ¢&lancima [9] i [10]. -
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2. U drugom poglavlju posmatrana je ciklina funkcionalna jednadina

(0.15) F(xy, X1, Xa, . .., Xp) T F (X5 Xo, X3, -« - 5 X, X1)

e +F(x0’ Xns X1, X2, « - vy Xp_g, xn—])=O
gde je
(0.16) F(xg, X1, Xa5 . .+ 5 X)) =F (Xv,s Xv,) [ (Xv,5 Xv,)

(f: K% > K; v; medusobno razli¢iti celi nenegativni brojevi < n).
Jednadina (0.15) uz uslov (0.16) za sludaj vy =0, vo=p, v4=¢q, v4=r, U
potpunosti je refena. OpSte refenje ove jednaline je

(0.17) f@v)=g@) h()—g ) h(w)

(g, h: K—K proizvoljne funkcije) u slu€aju kada p, g, r, n zadovoljavaju jedan
od sledeéih Sest uslova:

1° 2p=q+r—n, 2n=3r—3p (p<qg<r);

2° 2p=q+r+n n=3p—3r (g<r<p);
3° 2p=q-+r, n=3p—3r (r<p<gq);
4° 2p=q+r—n, n=3r—3p (p<r<g);
5° 2p=q-+r, n=3r—3p (g<p<r);
6° 2p=q+r+n, 2n=3p—3r (r<q<p).
(0.18) fu,V=g()—g@® (g: K—K proizvoljna funkcija)

u slucaju kada je zadovoljen jedan od sledec¢i Sest uslova:

7° 2p=q+r—n, 2n#3r—3p (p<g<r);

8° 2p=q+r+n, n#FE3p-—3r (g<r<p);
9° 2p=gq-+tr, n#3p—3r (r<p<g;
10° 2p=q+r—n, n#3r—3p (p<<r<gq);
11° 2p=q+r, n#3r—3p (g<p<r);
12° 2p=q+r+n, n#£E3p—3r (r<q<p).

U svim ostalim slu¢ajevima jedino reSenje je (0.4).

Rezultati koji stoje u vezi s ovom jednacinom objavljeni su u &lanku [8].

Slucaj kada je v;40 (i=1, 2, 3, 4) (jednadina F;) nije potpuno refen. U
ovom radu tretirano je samo pitanje kada jednacina F; ima i netrivijalnih re-
§enja i to u slufaju kada je nepoznata funkcija f:R%*-—R. U vezi jednaline F;
dati su potrebni uslovi da bi postojala netrivijalna refenja: mora biti ispunjen
jedan od slededa tri uslova:

1° 2r—1=p (mod n), p+qg—1%#r (mod n), r+g—p#p (mod n);
2° r+q—p=p (modn), p+qg—1#r (modn), 2r—1#p (mod n),;
3° p+g—1=r (mod n), 2r—1=p (mod n), r+g—p=p (mod n).



6 Petar M. Vasié

Pri tome dokazano je da sva reSenja jednacine F; imaju osobinu

fN+1»,x)=0.

Takode je iskazana hipoteza da jednafina F; ima netrivijalnih refenja
tada i samo tada ako vaZi jedan od sledeéa dva uslova: '

1° 2r—1=p (mod n), 2g—1=p (mod n);
2° g+r—p=p (mod n), r+g—2=0 (mod n).
3. U treéem poglavlju posmatrane su neke funkcionalne jednadine koje
nastaju iz jednaCine
(0.19) F(xg, X15 ... X2p—1)+F (59, Xg, Xg, . . ., Xgpn—1, X1)

. T+ R F (X, Xap—1, X1, X25 . o0, X2py—2) =0,
gde je

(020) F(xo, X1y v v o X2n_1)
= {f(xp, x0) + f(x2, X3) + - -+ + f (Xak—2, X2p—1)}
X {f (Xaks Xar+1) +f Kagazs Xogrs) T+ -+ +f (Xap—2, X2,-1)}

(f: K2~ K; n>2) permutovanjem argumenata i promenom znakova u (0.20)
po utvrdenim zakonima.

Jednacinu (0.19) sa uslovom (0.20) (jednacina Fg) resili su D. S. Mitrinovié
i S. B. Presi¢ i dokazali su da je njeno opSte reSenje funkcija (0.18).

U ovom poglavlju dokazano je da je opste reSenje funkcionalne jednacine
(0.19) uz uslov

0.21) F(xq, X1, .-+ X2p-1)
= {f(xo, t) + S (X2, )+ - - -+ f(Xog—z, 1)}
X {f Kzks vo) +f (Koo V) + -+ -+ f (Kaness Ve i—1)}
(uie {1, X3, X5, o ooy Xop—1} (=0, 1, ..., k—1), v;& {Xar+1> Xagts - -+ » X201}
(G=0,1,...,n—k—1); uy, F#u, i v #v, za v;éy)

(jednacina F;) takode funkcija (0.18).
Slede¢a funkcionalna jednadina koja je u ovom poglavlju posmatrana je
jednadina (0.19) uz uslov

(0.22) F(xg, X1, -+, Xap—1)

- {f (o tig)—f (ur, vo) + f (1, ue) —f (g vo) + =+ - + f (Vg o) —f (U—1, V—2)}

x:{f(xzk, wo) +f (a2, W)+« - - +f (Xan—2, Wy—g—1)} (k parno),

={f (o> tg)—f (1, vo) + [V, ) — - =+ —f (Up—,s Vi—g) + f (V=2 Up—1)}

X {f (2> Wo) +f (Kas2, W)+ - -+ + [ (Xap-ss Wy—i—1)} (k neparno)

(f: K2 K; e {X1, %5500 Xop—q) (=0, 1., k—1), v,;c {x3, Xy, ..., Xap—2)

(=0,1,..., k=2 wyec (X2 k41> X243 + -+ s x2n—1}

v=0,1,...,n—k—1); uy #up, vy #vp, Wa # wp ako je a+B).
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Dokazano je da ova funkcionalna jednaéina (jednacina Fg) u sluCaju
k=2m—1 ima kao opSte reSenje funkciju (0.18), dok je u slufaju k=2m
njeno opste redenje funkcija (0.18) ili funkcija oblika f(u, v)=h(v), gde je A
podesno izabrana funkcija.

Funkcionalna jednagina (0.19), kada je F dato formulom
(0.23) F (X, X1, +  « » Xan-1)
= {f (x> )+ [ (xa, un)+ - - -+ f(X2p—2, Up—1)}
X {f (o> Wo)—f Wi, v1) + f (2, Wo)— - + - —f (Wn—r—2s Vn—t—2)
+f Onokots Wamg-d)} (1—k=2m+1),
= {Sf (x> tg) + S (X5 ) + + -+ + [ (Xap—a, We—1)}
XA o Wo) =S (91, 1)+ S G2y o) + -+ - +f Bamimss Wamicmd)
—f Wok=1, V1)) (n—k=2m)
(f:K2>K; e {x1, Xgs o+ oy Xapm1} (=0, 1, ..., k—1), v, & {Xaps Xogt2s - - - »
Xon—z} (=0, 1, ..., n—k—1), wy € {Xoxs1, Xag+3s + -+ » X2n-1}
(v=0,1,...,n—k—1); uyFup, vo7#vg, WeFwp ako je a7B)

(jednadina Fy) nije potpuno reSena, ve¢ je opste reSenje odredeno samo u stu-
daju n—k=2m-+1. Tada je opste reSenje funkcija (0.18). Kada je n—k=2m,
navedena su samo neka partikularna refenja ove jednacine.

Najzad, dokazano je da je za funkcionalnu jednainu (0.19) kada je F
dato na sledeéi nadin (n=2m, k=2r)
0.249) F (X, X15 o+« 5 Xgpe1)
= {f (X X1)—f (x5, X) + f (X4, X5)— - -+ +f Kgr—a> Xar-3)—Ff (Xgr—1, Xa,-2)}
XA S apr Xare1) —f Kargss Xdrra) + - 0 T Kamet> Xam—3)—F Kam—15 Xam—2)}

(jednaCina F,,) opste reSenje funkcija (0.18) ili konstanta.

Jednadine koje nastaju iz jednaéine F, permutovanjem argumenata, prvi
put su analizirane u ¢lanku [7] koji su objavili D. S. Mitrinovi¢ i P. M. Vasié.
Rezultati koji su ovde dobijeni su generalizacija i proSirenje rezultata iz nave-
denog <lanka.

Jednalina F; reSena je u €lanku [7].

Iz jednaline Fg za w;=xp;41 (1=0,1,..., k—1)1iv;,=Xx ;42 (j=0, 1,
..., k—2) dobija se jednadina koja je reSena u citiranom radu.

Sliéno, za v,=Xppy1;, Wi=Xggrai+1 (=0, 1,..., n—k-—1) iz jednaline
F, dobija se jednadina koja je analizirana u ¢&lanku [7].

Jednalina Fy, prvi put se pojavljuje u ovom radu.

4. U ovom poglavlju reSen je slede¢i sistem funkcionalnih jednalina
(sistem S):
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S xr, x3) f (X3, Xa) + f(x1, x3) f(Xa, X2) + f (%1, Xa) S (%2, x3)

+a {g (X1, X2) g (X3, Xa) + & (X1, X3) & (X4, X3) + & (X1, Xg) & (X2, X3)} =0,
S (1, X2) g (X3, X8+ f (X1, X3) & (Xg, Xo) +f (X1, xa) & (X2, X3)

+ & (X1, X2) f (X3, Xg) + & (X1, X3) f(Xq, X2) +& (X1, Xa) [ (X2, X3)

+B{g (x1, X2) g (X3, Xs) + 8 (X1, X3) & (X4, Xo) + & (X1, Xa) & (X2, X3)}=0.

BZ

Ovaj sistem ima tri tipa reSenja u zavisnosti od toga da li je T+a po-

zitivno, negativno ili nula.
Sistem jednaéina S sadrZi jednafinu F za slufaj n=2. Jedno reSenje toga
sistema dobija se kada se stavi g=0 i odredi funkcija f iz jednacine F.

5. U ovom poglavlju navedena su pitanja koja ostaju otvorena i odnose
se na jednadine F, F,, F; i F,.

Takode, navedeno je viSe pravaca u kojima je mogude vrsiti generalizacije
rezultata koji su dobijeni u ovom radu.

6. U bibliografiji literatura je podeljena na dva dela: a) Citirani radovi,
b) Ostala literatura.

U prvom delu po azbu¢nom redu navedeni su &lanci koji su upotrebljeni
pri izradi ovoga rada, a u drugom delu, takode azbuCnim redom, nabrojana
je ostala kori$¢ena literatura koju nije bilo neophodno citirati u samom radu.

Na kraju, Zelim da izrazim zahvalnost profesoru D. S. Mitrinoviéu koji
me je uputio u nauéni rad i za vreme izrade ovoga rada dao niz Kkorisnih
saveta i sugestija.

Takode Zelim da se zahvalim D. Z. Pokoviéu i S. B. Prefiu koji su
proditali neke delove ovog rada.



1. GENERALIZACIJE NEKIH REZULTATA

D. S. MITRINOVICA I S. B. PRESICA

1.1. Funkcionalna jednadina F,

Funkcionalnu jednadinu

(1.1.1) F(x1, Xo, X3, . .y Xop—1, Xon) +F (X1, X3, X4, - . -y Xgpy X2)
oo +F(x1’ Xons X2, -+ -5 Xap—2> x2n-—-1)=0’
gde je
(1L12)  F(xr, X %oy e oy Xanot Xan) = [ S okt %20 (1 KEDK; n>1)
zvaemo jednalina F. !

Za jednadinu F, D. S. Mitrinovi¢ i S. B. Prefi¢ dokazali su sledeéi re-
zultat (videti: [2]):

Teorema 1.1.1. — Opste resenje jednacine F je
(1.1.3) f@u,=g@)h(®—g©® h@ za n=2,
(1.1.9) fu, =0 za n>2,

gde su g, h: K2-— K proizvoljne funkcije.
Funkcionalnu jednaCinu

(1.1.5) ay F (X1, X2, X3, « « + 5 Xan—1, Xan) T otg F (X1, X3, Xg, .. ., X2y, X2)
RIS ocZn—ll:‘(xla Xops X235 + o vy Xgp—2, x2n—1)=03

gde je F dato relacijom (1.1.2) i &, ag, ..., ds,_1 € K parametri od kojih svi
nisu jednaki nuli, zvaéemo: jednadina F. Kada je ay=as=a3= - =ag,_1,
jednacina F; svodi se na jednadinu F.

Za jednadinu F; dokazaéemo sledeéi rezultat:

Teorema 1.1.2. — Opste reSenje funkcionalne jednacine ¥, u slucaju
23101,-:0 je ‘
i=1
(1.1.6) fu)—g@g()  (@>2)

Ako je oy =og= - - - =ag,_y (F#0), njeno opste resenje je funkcija (1.1.3)

za .n=2, odnosno (1.1.4) za n>2.
U svim ostalim slucajevima opste resenje je (1.1.4).
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Funkcije g, h: K2—K koje se pojavljuje u opstim reSenjima su proizvoljne
funkcije.

Dokaz teoreme 1.1.2. — DokaZimo prvo teoremu za sludaj n=2 (videti:
[12]). Tada jednadina F; glasi

(1.1.7) ay f (X1, X) f (X3, Xg) + g f (X1, X3) [ (Xas X2) + g f (X1, Xa) [ (X2, X5) = 0.

Ako u jednalini (1.1.7) ciklicki permutujemo promenljive x;, X3, X4
dobijamo

(1.1.8) ay f (X1, x3) f(Xs, X3) + g f(xl’ xg) [ (X2, X3) +ag f (X1, %) f(x3, X4) =0,

(1.1.9) ay f (X1, Xg) [ (X, X3) + g f (1, X3) f (X3, Xa) + g f (X1, Xs) [ (Xg, X3)=0.

Sistem jednadina (1.1.7), (1.1.8) i (1.1.9) je saglasan ako i samo ako je
ispunjen uslov:

o o

1 % %
(1110) o oy o, [=0.
%, %3 oy
U svim ostalim sludajevima opste refenje funkcionalne jednadine (1.1.7) je

S @, v)=0.
Iz (1.1.10) sleduje

(1.1.11) (o1 -+ g - otg) {(o0g — )2 + (g —atz)? 4 (g —og)?} = 0.
Ispitaéemo slucajeve:

Prvi slucaj: oy +oy+oag3=0 pri emu je oy =ay (70); tada je uslov (1.1.10)
ispunjen. Jednadina (1.1.7) je oblika-

(1.1.12) S Gens x2) f (x5, xg) + f (X1, X3) f (Xa, X2) =2 f (%1, xa) f(xa, X3).
Ciklicki permutuju¢i promenljive x,, X3, X4, iz ove jednafine nalazimo

(1.1.13) S (1, x3) f (Xa, X2) + f (X1, Xa) f (X2, X3) =2 f (%1, X2) [ (X3, Xg).
Elimini$uéi iz jednafina (1.1.12) i (1.1.13) &lan

S (%15 x2) f(x3, Xa),

dobijamo jednalinu

(1.114) F 1, x5) (e, %)= f (x1, x0) f (i, o).
Za svako netrivijalno reSenje jednadine (1.1.12) postoji najmanje jedan
par kompleksnih brojeva (a, b), takav da je f(a, b)#O0. ‘
Stavljajuéi x;=a, xs=u, x3=v, x,=>b, jednadina (1.1.14) postaje

(1.1.15) f@ b) fu,v)=f(@a ) fb w.

Ako u ovoj jednacini stavimo u=»5, dolazimo do

ACT)
F®,v) @b f @ v).

Na osnovu ove jednakosti, jednacina (1.1.15) postaje

(1.1.16) S, v)=g(u) g @),
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gde smo stavili

ED [ =g,

Funkcija (1.1.16) je zaista jedno reSenje jednadine (1.1.12).

Drugi slucaj: oy +ag+a3=0, pri ¢emu je ay7#ay; 1 tada je uslov (1.1.10)
ispunjen.

Za oy +ag+ag=0, jednacina (1.1.7) postaje
(1.1.17) oy f (%0, X2) f (Xay Xa) + 20 f (%1, X5) £ (Xa5 X2) = (a1 + a2) (X1, Xa) S (X2, X3)-

Pretpostavka «; =0 povla¢i sa sobom a7#0, pa se jednadina (1.1.17)
svodi na jednaéinu (1.1.14), &je je opste reSenje funkcija (1.1.16).

Pretpostavimo sada da je «,7#0.

Oznadimo sa C; klasu svih funkcija f za koje je f(u, uy=0 i sa C; klasu
svih funkcija f takvih da je f(u, u)#0.

U Kklasi funkcija C, postoji za svako netrivijalno resenJe jednacine (1.1.17),

najmanje jedan par kompleksnlh brojeva (a, b) takvih da je f(a, b)#0. Stav-
ljajuéi xy=x3=a, X3=2x4=>b, iz jednadine (1.1.17) dobijamo

(1.1.18) (a1 -+ aa) f(b, a)=uy f(a, b).

Za Xy=1u, Xy=>b, x3=x4,=a, na osnovu (1.1.18), jednaéina (1.1.17) svodi
se na jednacinu
o (1—a2) (@, b) [ (u, ) =0,
iz koje sleduje
(1.1.19) fu, ay=0.

Smenom x;=u, x;=v, X3=a, X4=b, jednaCina (1.1.17), na osnovu
(1.1.19) daje
(1.1.20) f(u, v=0.

U klasi funkcija C,, za svako netrivijalno reSenje, postoji bar jedan broj
¢ (c € K), takav da je f(c, ¢)540. Ako stavimo x;=xy=x3=c¢, x3=1u, iz (1.1.17)
dobijamo
(1.1.21) fle, wy=f(u, c).

Za xy=Xp=c¢, X3=u, Xg=v, vodeéi ratuna o (1.1.21), jednadinu (1.1.17)
moZemo napisati u obliku

S, v)y= —*f(c,u)f(c V),
ili bolje, u obliku
(1.1.22) S @, v)=g ) g,

sa oznakom f (c, ) =V f(c, ¢) g (u).

Bez teSkofe se proverava da je funkcija (1.1.22) zaista jedno reSenje
jednadine (1.1.17).

Buduéi da je klasa svih funkcua f upravo C;UC, i da (1. 122) obuhvata
trivijalno resenje (1.1.20), opste reSenje jednacine (1.1.17) dato je formulom
(1.1.22).
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Tredi slucaj: oy + ag+az7#0. Sabirajuéi odgovarajuée strane jednacina
(1.1.7), (1.1.8) i (1.1.9), prema uslovu o«; + ay + 23740, dobijamo jednadinu F za
sluéaj n=2. Dobijena jednadina, prema (1.1.3), ima sledete osobine:

(1.1.23) fu, V=—f(, u, f(u u)=0.
Ako stavimo x;=Xg=u, X3=x3=v, iz (1.1.7) nalazimo
us £2(, V) + oy f (V) £ (v, u)=0.
Odavde, na osnovu prve od jednakosti (1.1.23), nalazimo
(1.1.249) (xa—a2) f2(u, v)=0.
Razlikovaéemo dva slucaja:
1° yFag; 2° ay=os.
U sludaju «;7%0y, polazeéi od (1.1.24), dobijamo (1.1.4).
U sluéaju oy =« iz uslova (1.1.11) nalazimo
Ay = %g = %3,

pa se jednacina (1.1.7) transformiS§e na jednadinu F uz uslov n=2. Kao §to
smo naveli, opste reSenje te jednadine je funkcija (1.1.3). Ovim je teorema za
n=2 dokazana.

Predimo sada na dokaz teoreme 1.1.2. ako je n>2.
Ispitatemo prvo slucCaj

2n—1
Z ocﬁfo.
i=1 .
Stavljajuéi x;=u (i=1, 2, ..., 2n) iz jednaline F, proizilazi identitet
(1.1.25) f(u, yy=0.
U daljem toku dokazivanja pretpostavicemo da je «;7%0. Ovo moZemo
pretpostaviti, jer ako je oy =0, mora postojati bar jedno «;20 (i=2, 3, ...,
2n—2), a tada ciklickim permutovanjem promenljivih x5, X3, ..., X3, moZemo

postiéi da koeficijent uz f(xy, x2) f (X3, Xg) + - - f (X3,—1, X2,) bude razli¢it od nule.
Uvodeéi smenu

Xp=Xg=+ =Xy, 1=U, Xo=Xg4=+++=Xpp="V

i vode¢i racuna o (1.1.25), jednaCina F; svodi se na

(1.1.26) El dave1 £7V (U, V) f¥(, u) =0.

v=0
Jednalina F,; za

Xg=X5= "+ -+ =Xg,41=V, Xg=Xg= * - =Xg,p2=U, X1=Xg;1=U, Xpg=Xg;=V

(i=r+2, r+3, ..., n 1<r<n)
daje
o [ (w, v) [T, w)=0 (I<r<m,

tako da iz (1.1.26) dobijamo f(u, v)=0.
2n—1
Predimo sada na ispitivanje sluéaja Z a;=0.
i=1
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U klasi funkcija C; (sve funkcije f za koje je f(u, u)=0) opSte reSenje
2n—1

je (1.1.4), $to se dokazuje potpuno isto kao u slucaju z o;=0.
i=1
U klasi funkcija C, (sve funkcije f za koj je f(u, u)#0) postoji bar
jedan broj ¢ (¢ € K) takav da je f(c, ¢)70.

Medu parametrima o, oy, ..., 0g,—; postoje bar n—1 takvih da je
n—2
0‘2v+i750 (le {l, 2, ey 2n—1}),
v=0

pri demu je x;=a; 9,41 (j>2n—1).
Zaista, ako takvi parametri ne bi postojali, imali bismo slede¢i sistem od
2n—1 linearne homogene jednacine

n—2
S a2 =0 (i=1,2, ..., 2n—1),
v=0

koji ima samo trivijalna refenja
mp=oy=-- - =dgy-1=0,
§to se protivi pretpostavci da je bar jedan od tih parametara razlidit od nule.

Pretpostavimo da je

n—2
(1.1.27) S a2y170.

v=0

Ovo moZemo pretpostaviti, jer slufaj kada je
n—2 n—2
z OL2V_|_1=0 i Z “2v+i71:0 (le {2, 3, ey 2n—1})
v=0 v=0

cikliénim permutovanjem promenljivih X5, X3, ..., X3, 1 jednostavnim prenu-
merisavanjem parametara, moZemo svesti na sluéaj (1.1.27).
Stavljajuci

Xogp—1=U, Xgp,=V, Xy =2¢ (V: 1, 2, ey 2”-2)

iz jednacine F; dobijamo
n—2 n—2

(LLL28) % oy [ (e, €) [, V) + 5 wavi1 f772(c, €) fle, u) f(v, ¢)
v=0 v=0

+agn—1 [772(e ) f(e, W) f(c, v)=0.

Buduéi da je
n—2 n—2
Azp—1= — D G2y41 D F2v42
v= v=0

i vodeéi rauna o pretpostavci (1.1.27), za v=c, iz jednagine (1.1.28) proizilazi
Fe =1 o. -
Uvodeéi oznaku f(c, u)=g )V f(c, ¢), iz (1.1.28) dobijamo

S =gw g©).



14 ) Petar M. Vasi¢

2n—1
Buduéi da je u-slucaju z oy =0 ova funkcija zaista reSenje jednadine Fy,
v=1

teorema 1.1.2. u potpunosti je dokazana.

Primer. Funkcionalna jednacina
f(xls xz) f(xa’ x4) f(x5’ x&) +f(x15 xa)f(x4, xa) f(xsa xz) :0

na osnovu teoreme o funkcionalnoj jednalini F, ima kao opSte reSenje f(u, v)=0, jer je
2n—1
z 0;=2%#0. Zaista, za x;=u (i=1,2, ..., 6), dobijamo f (v, u)=0, a na osnovu ove ralacije

i=1
Za X;=X3=Xg=1U, X,=X4=Xg="V, neposredno dobijamo f(u, v)=0.

Funkcionalna jednacina
f(xla xz) f(xay x4) f(xs; xs)+f(x|a x3) f(x4s X5) f(xs, Xg) = 3f(xp X,) f(x59 Xg) f(Xz, X3)

na osnovu iste teoreme, bududi da je X a; =0, kao opste reSenje ima funkciju f(u, v) =g ) g (v).
Zaista, stavljajuéi x;=x,=x3=x,=¢ (f(c, 0)#0) i x5=u, xg=v, dobijamo

2f2 (C, C) f(u’ V)=2f(c, C) f((‘, u)f(v, (T).
1z poslednje jednadine stavljajuci v=c dobijamo vezu
f(ll, C)=f((', u)a

tako da je konatno f(u, v)=g (4) g (v), gde smo stavili

g Vfe, 9= f(c, u.

o 1.2. Funkcionalna jednafina F,

Funkcionalna jednadina F ako je n=2 glasi
(1.2.1) S x1, x2) f (x5, X0) + [ (1, X3) f(Xa, Xo) + f (%1, Xa) f(X2, X3)=0.

Opste reSenje ove jednaline, prema teoremi 1.1.1.; je

(1.2.2) f, =g h()—g @) ).

Jednadina (1.2.1) je najinteresantniji sluaj jednaline F jer u ostalim slu-
dajevima postoje samo trivijalna reSenja. U ovom i u sledeem odeljku baviéemo
se nekim generalizacijama jednacine (1.2.1). Ove generalizacije vrSiemo u dva
pravca:

1° Posmatraéemo neke funkcionalne jednafine u kojima je nepoznata
funkcija f: K"— K (n>>2) a koje su istog oblika kao jednacina (1.2.1);

2° Formiraéemo funkcionalnu jednacinu sa nepoznatom funkcijom f: K"— K
(n>2), koja kao opSte refenje ima funkciju iste strukture kao (1.2.2).

U ovom odeljku zadrZa¢emo se na sludaju 1°

Posmatrajmo funkcionalnu jednadinu (videti: [11])

(1.2.3) zn: (— 1)”i {f(xla Xos ooy Xp—15 xn+i)

=0
X f Xntit1s Xngitzs -+ +» Xan—14i X2nt)} =0
pri ¢emu je [ K"K i x=x;,_,-1 za k>2n.
Funkcionalnu jednadinu (1.2.3) zvacemo: jednacina ¥Fy. Za n=2, jednacdina F,
" svodi se na jednadinu (1.2.1).
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Funkcija f, data formulom
(1'24) f(u1‘9 Uz, « - s un):A {Fl (ul)’ FZ (uZ)s ] Fn (un)}’

gde su Fy, Fy, ..., F,: K— K proizvoljne funkcije, jeste jedno resenje jednacine
F,. Zaista, razvijajuéi po Laplaccovom pravilu slede¢u determinatu

F,(x) Fo(x) ... Fy(x) 0 0 ... 0
F, (xz) Fz (xz) F, (xz) 0 0 0
P;l (Xp—1) F, (xp,—)) F,(x,—1) 0 0 0
L F (x) F, (x,) Fy (%) F, () F,y (x,) Fp (xy)
E F, (xp4y) F, a1 F, (xp+, F (xp+) Fy (xp1y) F, (xp+))
B
Fi(un  F(an) Fo(t)  Fitun  FGu)  FoGon
1 vodeéi ra¢una identitetu
(1.2.5) D=0,

proverava se da je funkcija (1.2.4) zaista reSenje jednaCine (1.2.3).

Medutim, u opsStem slucaju, funkcija (1.2.4) nije opste reSenje jednadine
(1.2.3). Zaista, ako je n=2k+ 1, jednacina (1.2.3) ima kao partikularno refenje
slede¢u funkciju

f(ule Upy o ooy Up—1, un):ul+u2a

koja nije sadrZana u (1.2.4), jer za ovo reSenje imamo
S uyu, ...,u,u)=2u,
dok je za funkciju (1.2.4)
S, u,u ...,u u)=0.
U sluaju n=2k (k>1), jednaCina (1.2.3) ima kao partikularno reenje

funkciju
f(uls Ugy .o o s Up—1, un)zu]—MZ
koja takode nije obuhvaéena formulom (1.2.4).
U sludaju n=2, funkcija (1.2.4) je opSte reSenje jednadine (Fy), §to pro-
izilazi iz teoreme 1.1.1.

Odredi¢emo sada opSte reSenje jednadine (1.2.3) u sluCaju kada je n=3.
U ovom sluéaju jednadina (1.2.3) glasi

(1.2.6) S (x1, x5 X3) f (x4, X5, Xg)—Jf (X1, Xa, Xg) f (X5, Xg5 X3)
+f (%1, Xa, x5) f(Xg, X3, X)—f (X1, X2, Xg) f (X3, Xg, X5)=0.
Teorema 1.2.1. — Opste reSenje funkcionalne jednaéine (1.2.6) dato je
Sformulama
(1.2.7) S, v, wy=Fw) {F) G¥-+F@) G},
(1.2.8) S (W, v, w)=A{F (u), Fy(v), F3(w)},

gde su F, G, Fy, Fy, F3:K— K proizvoljne funkcije.
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Dokaz teoreme 1.2.1. — Oznadimo sa C; klasu svih funkcija f za koje
je f(u, u, y=0, a sa C, klasu svih funkcija f takvih da je f(u, u, u)#0. Po-
traZicemo prvo opste reenje u klasi funkcija C,.

Klasa C,. Buduéi da je f(u, u, u)#0, postoji najmanje jedan broj « (€ K)
takav da je ’

S (o, o, w)=k3£0.

Stavljajuéi x;=xp=xg=Xx4=X5—=0a, X¢=u, jednaCina (1.2.6) svodi se na

(1.2.9) fu, o, a)=Ff (o, u, o).
Za X{=Xg=X5=Xq=0, Xy =1, X3=7V, jednalina (1.2.6) postaje
(1.2.10) f (o, u, vV)=kF(@) H),
gde smo uveli nove funkcije F, H relacijama
(1.2.11) F@-Le20 g Len,

Uvodeéi smenu Xy =Xy=X5=Xg=0, X, =U, X3="V, prema (1.2.9) i (1.2.11)*
iz jednadine (1.2.6) proizilazi

(1.2.12) f(u, 0, v)=kF ) H(u).

Stavijajuéi x;=Xp=X3=Xgs=u, X3=u, Xg=Vv 1 koriste¢i osobinu (1.2.10),
iz jednadine (1.2.6) nalazimo

(1.2.13) [, v, )=k {H@W) FO)—F @) FO)+F @ H))-

Najzad, ako stavimo Xx;=Xp=X3=o, Xg=u, X5=V, Xg=w 1 iskoristimo
relacije (1.2.10), (1.2.11), (1.2.12) i (1.2.13) jednalinu (1.2.6) moZemo napisati
u sledeéem obliku

(1.2.14) S, v, wy=FW) {F@w H)+F@) Hw—F(u) F()}

Uvodeéi novu funkciju pomodu relacije
G (W)= H () — F(u),

identitet (1.2.14) dobija sledeci prostiji oblik
(1.2.15) £, v, w)=F(w) {F@) G @) +F@) G}

Funkcija (1.2.15) je zaista reSenje jednaline (1.2.6).
Klasa C;. U ovoj klasi funkcija imamo

f(u, u, wy=0.
Za svako netrivijalno reSenje jednadine (1.2.6) u klasi funkcija C, postoji
najmanje jedna trojka brojeva (a, b, ¢) (a, b, c € K), takva da je f(a; b, c)#0.
1z (1.2.6), za x;=a, x2=b, X3=x4=x5=c, Xg=u, dobijamo

(1.2.16) fle, ¢, )—f(c, u, )+ f(u, ¢, )=0.

Na osnovu smene x; =Xg=X4=Xg=C, Xg=X5=1u, jednaCina se svodi na

" (1.2.17) S, u, ¢ flc, ¢, y=0.
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Ako stavimo x;=xy=x;=Xx5=c¢, X3=Xg=u iz (1.2.6) nalazimo

(1.2.18) fle ¢, w) {f(c, ¢, yy)—f(u, c, c)} =0.

Pretpostavimo da postoji jedan broj d (d € K) takav da je f(c, ¢, d)O0.
Tada, na osnovu jednakosti (1.2.17) i (1.2.18) bice

fl,d,c)y=01 f(c,c, d)=f(d, c, ¢c),
pa, prema (1.2.16), mora vaZiti
f(c! C, d)=0'

Dobijena relacija je u protivureénosti sa pretpostavkom da postoji bar
jedan broj d takav da je f(c, ¢, d)#0. Prema tome, imamo f(c, ¢, w)=0 i
prema (1.2.16)

(1.2.19) . fle u, c)y=f(u, c, c).
Razlikovacdemo sledeéa dva sluéaja:
1° f(u,c ¢c)#0; 2° f(u, ¢, 0)=0.

1° Ako pretpostavimo da je f(u, ¢, ¢)#0, mora postojati bar jedan broj
B (B € K) takav da je f(B, ¢, ¢)#O0.
Za xy=Uu, Xo=Xs=Xg=c¢, X3=v, Xg=p iz (1.2.6) nalazimo

(1.220)  f@ e, fB e )+f ¢, 0) fle v, B)—f( ¢, 0) f(, B, c)=0.

Sa oznakama

fu, ¢ 0

1.2.21 H@u="—""" = —

(1.221) ()= 2o F@=f w8 9—/( u.8)
relacija (1.2.20) dobija oblik

(1.2.22) Sf(u, ¢, vy=F@) H®u).

Iz (1.2.6), smenom x;=x;=Xxg=c, Xo=u, X3=V, X4=8, dolazimo do

S u, )=F() H(w),
pri {emu su koriS¢ene oznake (1.2.21).

Jednacina (1.2.20), za u=8, daje f(8, ¢, v)=F(v). Na osnovu toga, sme-
nom x;=0, Xa=Xx3=Xs=c, Xy=u, X3=v, transformife se jednacina (1.2.6) u

fw v, )= F () H@)+F) HE).

Najzad, stavljajuéi x; =8, Xa=x3=c, Xx4=1u, X5=", Xg=w i koristeéi oznaku

k=—-——, iz (1.2.6) dobijamo
f@c o)
F(w)
Sy, wy==" {F) Hp)+ F() H @),
ili bolje

S, v, wy=F(w) {F(u) G@)+ F@) Gw},
pri ¢emu je stavljeno G () =% H (u).

Prema tome, ako postoje funkcije f, refenja jednaline (1.2.6) takve da je
S, u, w)=0, f(u, c, c)#0, one moraju biti oblika (1.2.15).
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2° Pretpostavimo sada da je f(u, ¢, ¢)=0.
Tada, na osnovu (1.2.16) i (1.2.19), dolazimo do
(1.2.23) f(c, ¢, wy=f(c, u, )y=f(u, ¢, )=0.

Koriste¢i relaciju (1.2.23), jednadina (1.2.6) za x;=a, xy=b, x3=u,
Xy=Xg=c, Xz=1V, daje

(1.2.24) SO, e, wy=—f(u, c, v).

Ako zamenimo xy=a, X2=b, X3=x4=c¢, X5=u, X¢=v u jednadini (1.2.6),
dobiéemo

(1.2.25) S, u, v)=f(u, v, c).

Ako je f(a, b, 0)#0, prema (1.2.24) i (1.2.25) bice i f(ay, by, c1)70 gde
je (a1, by, ¢;) ma koja permutacija brojeva a, b, c.

Na osnovu ovoga, u jednakostima (1.2.24) i (1.2.25) ¢ moZemo zameniti
bilo sa a, bilo sa b.

Stavljajuéi xy1=a, xo=5b, Xx3=c¢, X4=u, X5=v, xg=w, na osnovu (1.2.25),
jednacina (1.2.6) postaje

f(a5 b, C) f(u: v, W)=f(aa b’ u) f(C‘, Vs W)_f(a: b, V) f(W, c, u)
+f(a, b, w) f(c, u, v).

_J@bu dobijamo

fla b, o)’
(1.2.26)  f(u, v, w=—F1(u) f(c, v, W)+ F, (v) f(w, ¢, )—F, (W) f(c, u, v).

Smenom x;=c¢, Xy=a, Xs=b, X4=u, Xs=c¢, Xg=V, jednadina (1.2.6)
svodi se na

(1.2.27) f(e a, b) f(u, c, vV)=f(c, a, u) f(c, v, b)Y+ f(c, a, v) £ (b, u, c).
Na osnovu (1.2.24) i (1.2.25) vaZi
f, u c)=f(c, b, u)=—f(u, b, c)=—f(c, u, b).

Uvedemo li osnake

Ako ovde stavimo F;(u)=

(1.2.28) Fo)=2C%%  p y=1(c, u, b),
f(c, a,b)

jednadina (1.2.27) dobija oblik

(1.2.29) s ¢ V)= F3 (1) Fy()—F2 () Fs (.

JednacCina (1.2.6) za x;=Xx4=c, xy=a, X3=b, x5=u, x4=v, uz oznake
(1.2.28), daje
(1.2.30) f(e w V) =Fy () Fs ()—F; (4) Fy ().

Koriste¢i (1.2.29) i (1.2.30) jednakost (1.2.26) moZemo napisati na sle-
deéi nadin
(1.2.31) F (v, W=A{F, @), F2(), Fa()}-

Prema tome, reSenje (1.2.31) je oblika (1.2.4).

Na osnovu svega do sada refenog, a s obzirom da je klasa svih funkcija
f ba§ C;U C,, teorema 1.2.1. je dokazana.
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1.3. Funkcionalna jednaéina F,

Predimo sada na ispitivanje jedne funkcionalne jcdnadine koja generalile
funkcionalnu jednadinu F u tom smislu §to ima za opSte reSenje funkciju iste
strukture kao i jedna¢ina F.

Primetimo da je u ovom pravcu L. Carlitz (videti: [1]), dao jednu gene-
ralizaciju jednadinc F za sludaj n=2, posmatrajuéi jednadinu sa nepoznatom
funkcijom f: K3 K

(1.3.1) Fx 9,2 fl, v, W+ 1y, x, 4) f(z, v, w) .
+ 3,9 (@ u, W+ (¥, x, w) fz, u,v)=0
gije je opSte reSenje
(1.3.2) fx 3 2)=A{F(x), F2(3), F3(2)}
(F;: K—K (i=1, 2, 3) proizvoljne funkcije).

Neka je 0;; operator koji vrSi razmenu argumenata na i-tom i j-tom
mestu u funkciji F, tj. neka je

(1'33) ei,jF(xls Xoy ooy Xic1y Xis Xjg1s o0 - xj—l, xj’ xj+1, cees Xp—1s xn)
:F('xla Xgs v o vy Xiols xj’ Xit1y - - > xj—la Xis xj+19 cees Xp—1, xn)'
Posmatrajmo funkcionalnu jednainu
(1.3.4) F(xl, Xos X3y ¢« s xk")
n
= z en,v F(xb X2y « ooy Xp—1s Xpy Xpt1s - c e xkn)

v=n+1
gde je

k—1
F (X1, Xoy ooy Xgp) = Hf(xm'+1a4xni+2a co s Xpitn) (f: K"K, n>1),

koju ¢emo zvati: jednacina ¥j.
Dokazademo sledeéi rezultat:

Teorema 1.3.1. — Opste resenje jednacine Fy je
(1.3.5) fuy, ug,y ..., u,)=0 za k>2,
(1.3.6) S, us, oo, u)=08{Fy (1), Fa(us), ..., Fp(un)} za k=2
pri cemu su Fy, F,, ..., F,: K—K proizvoljne funkcije.

Dokaz teoreme 1.3.1. —- Dokazaéemo prvo teoremu za sludaj k>2. Za
dokaz koristiéemo sledeéu lemu:

Lema. — Ako je bar jedna od promenljivih uy, uy, ..., u,—, jednaka
u,, tada je ,

fuys ug, ..., u,)=0.

Dokaz leme. — Neka je E,_;={1,2, ..., n—1} a S, jedan podskup E,_;
koji sadrZi v elementa (1<v<n—1).
Ako stavimo x;=u, (i=1, 2, ..., kn), iz jednacine F; dobijamo

f(um Ups -« s u,,)EO.
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Pretpostavimo da je
. f(vls Va, «« o5 V-1, un)=09
gde je
V;=u, ies,),
=Yi (iEEn—l\Sv )
Dokazaéemo da je tada i
(1.3.7) S (Wi, wo, wg, ooy Woy, 4,)=0
gde je
W=, (ESv-1),

=Y; (€ E,1\Sv_1).

Zamenjujuéi Xpvi;=x; (=0, 1,...,k—1) u jednalini Fz i stavljajuci
zatim Xx;=w,;, na osnovu pretpostavke dobijamo

{v (k—1D)—1} {f (W1, wa, ..., Wary, u,)}¥=0,
odakle, buduéi da je k>2, dobijamo (1.3.7). Prema tome, lema je dokazana
indukcijom. '
Stavljajuéi Xyn,iri=u; (v=0, 1, ..., k—1) i vodeéi ratuna o dokazanoj
lemi, iz jednaline Fs dobijamo

(k—2) {f(u1, ug, ..., uy)}F=0.
Buduéi da je k>2, odavde neposredno dobijamo tvrdenje teoreme za
slucaj k> 2.
Primer.
Feps x5, x3) f (g5 X5 Xg) S (X7, Xg Xg) = (X5 %55 Xg) [ (X35 X5, Xg) [ (X7, X35 X)
+f(x1, X3 X5) f(x49 X3 xa) f(xn Xgs x9)
+£(X15 X35 Xg) [ (X4, X5, Xg) S (X7, X5, Xg)
+ (%15 Xy X9) [(gs X5, Xg) [ (X35 Xg5 Xg)
+F(xps x5 X5) (%45 X5, Xg) S(X7, X3, Xg)
+f(x1) X35 xs) f(x4, X5, xs) f(x7» Xg» x3).
Ova jednatina pripada klasi jednaCina F, i buduéi da je £>2, kao opste reSenje ima
funkciju f(u, v, w)=0. Stavljajudi x,=x,=x,=u, X,=x5;=Xz=V, X3=Xg=Xy=Ww, iz ove jedna-
. Cine dobijamo
f3 (l,l, v, W)= Zf(uy v, u) f(W, Vs W) f(ua v, W)
+2 f(u, v, v) f(u, w, w) f(u, v, w)
+2f(u, v, w) f(u, v, W) [0y v, W).
Poslednja jednakost za v=w, buduéi da je f(x,x, x)=0, daje f(u, w,w)=0, a za
u=w, f(w, v, w)=0, tako da je zaista f=0.

Predimo sada na dokaz teoreme za slucaj k=2 (videti: [9] i [10]). U
ovom sluCaju jednadina Fg glasi

(1.3.8) f(xl, Xos v o9 Xp—1s x,,) f(x,,.H, Xp+2s « « o s xz,,)
= f(x19 ey Xp—1s xn+1) f(xru Xn4+2s Xp+3s « » s x2n)
+f(xla ey Xp—1s xn+2) f(xn+1’ Xns x;l;Sa LR x2n)
.

+f(x1’ ey Xp1, x2n) f(x,,+1, xn-l:-29 sy x2n—]9 xn)'
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Za dokaz teoreme u slucaju k=2, koristiéemo slede¢u lemu:

Lema. — Adko su ay, ay, ...

flay, ay, ..

vazi jednakost

(1.3.9)

Dokaz leme. — Stavljajuéi

X':ai

]

Xyr1=Xop—=0ay, szuj_.

jednaéina (1.3.7) postaje

.f(ana Uy, Ugy oo .

, a, < K takvi brojevi da je
- @) 70,

s Uyegy Ay)=0.

., H),

n—1 (j=n+2, n+3, ..., 2n—1),

(1310) f(al, A, oo vy an>1, a,,) f(a,,, Uy, Ugy o . oy Uy 9, a,,)
+f (a1, as, ..., Qu1, 41) f(Q,, ay, Uz, ..., Uy_s, a,)
+f(ala Az, ..., Ay 1, llg) f(an’ Uy, Ay, Uz, ..., Uy_g, an)
R

+f((11,(12,...

s Qn 1, un72) f(an’ Uy, ...

Neka je E,.»={1,2,3,...

s Up_3, Ay, an):o'

,n—2} a S, (0<v<n—2) jedan podskup

skupa E, o koji sadrZi v elemenata. Za v=n—2 imamo S, ;= E,_,. Smenjujudi
u jednadini (1.3.8) sve promenljive sa a,, dobijamo

(1.3.11)
Pretpostavimo da vaZi
(1.3.12)
gde je
(1.3.13)

=i,

f(@,, a,, ..

f(ana Vi, Vo, - ..

v, =a,

.y @y, a,)=0.

> V-2 an) =0

(i<S),
(€ E,2\Sy).

Pod ovom pretpostavkom dokaza¢emo da je

(1.3.14)
gde je
(1.3.15)

=Y

f(a,, wy, wy, .

w,=a,

s Wp—2, an) = Os

(l < SV—-I)a
(l < Env2\Sv71)-

Zamenjujuéi u jednagini (1.3.10) #;=w;, na osnovu hipoteze (1.3.12)

dobijamo
Vf(al,ag,...

Odavde dobijamo da je

fla,, wi, wy, ...

ako je hipoteza (1.3.12) tacna.

s Qn—1> an) f(an’ Wi, Wo, ...

> Wyo2, an) =0.

s Wpo2, an) = Oa
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Prema tome, indukcijom smo dokazali da je
.f(a'u Uy, Ugy oo .y Uy_2, an)Eo
ako je talno v(0<v<n—2) elemenata izmedu u;, us, ..., u,_» jednako sa a,.
Za v=0, dobijamo lemu.
Koriste¢i dokazanu lemu, dokazac¢emo indukcijom teoremu za k=2,
U shiaju n=2, jednadina (1.3.7) ima sledeéi oblik

(1.3.16) S (X1, x2) f (X3, Xa) = f (%1, X3) f (X2, Xg) + f (x1, Xg) f (X3, Xg).

Za svako netrivijalno reSenje jednadine (1.3.16) postoji najmanje jedan
par brojeva (a, b) (a, b< K) takvih da je f(a, b)+#0.
Ako stavimo xy=a, X3=b, X, =u;, xy=1uy, iz jednaine (1.3.7) dobijamo

_fla, u) _ fa,uy)
fwn, u) =7 £, )OS 16, ),

Ako ovde stavimo

fla,u)
et _ , b, =F ,
T b) 1 (), f(b, uy) 2 (1)

dobijamo da je funkcija
S (1, ug)=A{F1(wy), Fz (u2)},

opste reSenje jednacine (1.3.8) u sluCaju n=2, jer obuhvata i trivijalno refenje

f(x, »)=0.
Pretpostavimo da je teorema tana za n—1, tj. da je opste refenje funk-
cionalne jednacine

(1.3.17)  f(X1, - -+ Xp2, Xn-1) f (Xns Xng1s -+ Xap)
= fx1 -0y Xnm2s X)) [ (Xum1s X415 - -, Xan—2)
+ (X105 oy X2y Xnt1) [ (Xn, Xno1s Xngas oo Xapg)+ - -
F X1 - Xnogs Xan—o) [ (Xns Xntts - -5 X2p-3, Xpo1)
dato slede¢om formulom
(1.3.18) fur, vz, o ooy Uyy) =D {Fy (), Fa(uz), ..., Fp1(uy_1)}.
Neka je f(a, @z, - .., a)70. Ako stavimo
X1=0p, Xpp1=0y;
flay, X2, Xay ooy X)) =F (X2, X3, ..., X,) (f: K"K, F:K"1>K),
jednadina (1.3.8), na osnovu dokazane leme, postaje
(1.3.19)  F(X2, X3, « .+, Xp_1» X)) F(Xpr2, Xntas -« .5 X2p)
= F(xa, X3, ..., Xp_1, Xpx2) F(x,, Xpt3s ..., Xa,)
+F X2y X35 v oy Xn1s Xnr8) F(Xpr2y Xns Xntas -5 Xap)
+ ..

+F(x29 X3, oy Xpo1, x2n) F(xn+2’ xn+3a LI ) x2n——19 xn)'
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Prema (1.3.17) i (1.3.18) dobijamo da je opSte reSenje jednacine (1.3.19)
(1.3.20) Fuy, s, -« s yot)=f (@ny U1, Usgs - - -, ty_q) '
=A{F, (), Fy(uz), - - ., Fy_1 (u, 1)},
gde su Fy, Fy, ..., F,_;:K—K proizvoljne funkcije.
Stavljajuéi u jednadini (1.3.8)

x=a, (=1,2,...,n—-1),

Xy=Uy, Xpnp1=0pn, Xpirp= Uy k=2,3,...,n
dobijamo
(1.3.21)  fay, ..., Gy, @) U, U2y o ooy 1)
= f@s-.us i1, ) [ (@ns Usy .o, Uy)
—f@, ..y Qu1, U) fay, Uy, Uy, ooy U)— - -
—~f @ .-, Auor, ) [(@ns Ugs ooy Upoy, ).

Na osnovu (1.3.20) dolazimo do jednakosti

(1.3.22) f(a,,, ey Uimas Uiy Upt1s o 0y U1, uj’ Ujrls «+ o u,,_l)

- _f(an’ cees Uioas uj9 Uirls - - uj-ls Upy Ujt+1s -+ - un~l)
(I<i<j<n—1D.
Koristeéi (1.3.20) i (1.3.21), uz notaciju
fa,....a,—,u) —F,(w),
flay,...,a)

dobijamo da je f(uy, 4s, ..., u,) oblika (1.3.6).

Ostaje jo§ da pokaZemo da je svaka funkcija oblika (1.3.5) zaista reSenje
jednadine (1.3.1). U tom cilju posmatrajmo sledeci identitet

F) B ... F) 0 0 .0

F, (x,) F, (x,) F, (x,) 0 0 0

Fy(xp—y) Fy(xp—y) F, (xn—1)v 0 0 0

Fi()  F) Fo)  FiGo)  F(r) Foe |0
Fy (x4  Fylxyty) Fp@pt) Fi(xpt)  Fr(Xnty) Fp Xn+p)
Fy(x;0) F,(x30) Fp(x50) Fi(x30) F,(x,) Fp,(x,0)

Razvijaju¢i po Laplaceovom pravilu determinanty na levoj strani ovog
identiteta, pokazuje se da je funkcija (1.3.6) zaista reSenje funkcionalne jed-
nacine Fj.

Ovim je dokaz teoreme zavrien.

Za n=2, jednaCina Fy, na osnovu osobine f(u, v)=—f (v, ¥} svodi se na
jédnaginu F.
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Za n=3, jednalina (1.3.8) ima oblik
(1323) f(x].’ X2, x3) .f(x4’ X5, xﬁ): f(xl’ x?_s x4) _f(X3, X5, xﬁ)
Jrf‘('xl’ X, X5)f(X4, X3, xG)
7Pf(x1! X2, x6) f(X4, X5, x3)'
Buduéi da je f(u, v, wy=—f(u, w,v) 1 f(u, v, wy=—f(, u, w), jednacina
(1.3.23) moZe se svesti na jednaéinu (1.3.1).
Vratimo se sada jednacini F,.
Ozna&imo sa C, klasu svih funkcija f koje imaju ozobinu
(1324) f(xl, ey Xjoas Xio Xjrg, o v o s .xi_l, x/-, xj+1, e x,,)
= __f(xl’ cees X1, x/" Xitls - xjfls Xis xj+1, e xn)

(I<i<j<n).

Teorema 1.3.2. — Opste resenje jednacine ¥y u klasi funkcija Cg
(sve funkcije f:K"—K koje imaju osobinu (1.3.23)) je
(1325) f(ul, Ug, ..., u,,):A {Fl (ul), F2 (U2), PP Fn (u,,)},

gde su F;: K—> K proizvoljne funkcije.

Dokaz teoreme 1.3.2. — Funkcija (1.3.25) je zaista jedno reSenje funk-
cionalne jednadine F,, kao §to smo to ranije konstatovali. Buduéi da se jed-
na¢ina F, u klasi funkcija C; moZe napisati u obliku (1.3.8) i da je opste
reenje funkcionalne jednacine (1.3.8) ba& funkcija (1.3.25), teorema je dokazana.

Primetimo da u klasi Cy za n=23, jednadinu F, moZemo napisati u obliku

(1.3.26) S (exs Xo5 x3) f(Xa, X5, Xg) + f (X2, X1, Xa) f (X3, X5, X¢)
+ f (X1, X2, X5) [ (X3, X4 Xe)+ f (X2, X1, Xg) f (X35 Xg, X5) =0.

Jednalina (1.3.26) je ba$ jednatina (1.3.1). Medutim, valja primetiti da
opste reSenje jednaline (1.3.26) samo jedno partikularno refenje jednadine F,
kada je n=3.



2. JEDNA KLASA KVADRATNIH CIKLICNIH
FUNKCIONALNIH JEDNACINA

2.1. Funkcionalna jednaéina F,

Funkcionanu jednacinu

(2.1.1) F(xg, X5 X2, oo vy X)) HF (Xg, Xoy X3, 000y Xy X1)

4o +F(x0, Xns X15 X3y o o0y Xyg, xnfl):()’
gde je
(2.1.2) F(xg, X1, X2, o0y X)) = (v,5 X0,) [ (X5 Xv,)

(f: K?— K; v; medusobno razli¢iti celi negativni brojevi <n)

zvaéemo: jednacina F,.

Posmatraéemo prvo sluaj kada je v;=0. Jasno je da su ovim obuhva-
¢eni 1 sluCajevi kada je umesto v, bilo koji drugi od indeksa v;=0. U slucaju
v; =0, funkcija (2.1.2) glasi

(2.1.3) F(xy, X1, Xa, o0y X)) = f (X5 Xp) [ (Xgs %)

pri ¢emu smo stavili vo=p, v3=¢, vg=r.
Za ovaj slufaj vaZi sledeéa teorema:

Teorema 2.1.1. — Opste resenje funkcionalne jednacine (2.1.1), uz
uslov (2.1.3), je: .
2.1.9) fu,vy=g@W) h(v)—g @) h(u) (g, h: K— K proizvoljne funkcije)

u slucaju kada p, q, r, n zadovoljavaju jedan od sledecih Sest uslova:

1° 2p=q+r—p, 2n=3r—3p (p<<g<r);

2° 2p=q+r+n, n=3p—3r (g<r<p);

3° 2p=q+r, n=3p—3r (r<p<gq);

4° 2p=q+r—n, n=3r—3p (p<r<q),

5° 2p=q-+tr, n=3r—3p (g<p<r);

6° 2p=q+r+n, 2n=3p—3r (r<<g<p).
(2f1'5) fw,vy=g()—g (g: K— K proizvoljna funkcija)

kada je zadovoljen jedan od sledecih Sest uslova:
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7° 2p=q+r—n, 2n#3r—3p (p<g<r);
8° 2p=q+r+n  n#3p—3r (g<r<p);

9° 2p=gq-+r, n#3p—3r (r<p<g);

10° 2p=q+r-—-n, n#3r—3p (p<r<gq;

11°  2p=g-+r, n#3r—3p (g<p<r);

12° 2p=q+r+n, 2n#3p—3r (r<q<p).
(2.1.6) f(u,v)=0

u svim ostalim sluc¢ajevima.

Dokaz teoreme 2.1.1. — Izmedu parametara p, ¢, r moZe postojati jedan
od sledeéih odnosa:

1° p<g<r, 2° p<r<g, 3° g<<p<<r, 4° q<r<p, 5° r<p<lq, 6° r<<q<ip.
U slucajevima 1°, 4°, '5° stavimo

2.1.7) F(xg, X1, X2y oo oy Xpo1s X)) =G (Xygs X1grs + o o> Xny X1y« 0 o5 Xp);
Xy=Uys X;=Up—pi; (i=12,...,n),

pri demu je x;,.,=x; (j=1,2, ..., n). Tada iz (2.1.1) dobijamo

(2.1.8) G (g, tr, Uy, - .y U+ G (Uy, U, Us, . .., Uy, Uy)

4o G (Uyy Upy Uss oo Unogs Up1) =0,

a iz (2.1.3)

2.1.9) G (ug, Uy, o5 Uy)=f Uy, Upip—y) [ Untgr> Un) (p<<g<n),
=f (y> Up-r) S WUntg—rs Un) (g<r<p),
= (ugs Up—r) S (thgr> ) (r<p<9.

U sluéajevima 2°, 3°, 6° stavimo
(2.1.10) F(Xg, X15 Xgy -« oy Xp) =G (Xg» Xpo> Xpos «« o5 X15 Xy -+« 5 Xp),
Xo=Uy> Xi=Upip_; (i=1,2,...,m),

pri ¢emu je x;4,=x; (j=1, 2, ..., n). Jednadina (2.1.1) svodi se tada na jed-

nadinu (2.1.8), dok funkcija (2.1.3) postaje

QL1 Gy iy, - o )= gy ) S Utr—gs ) (p<r<a).
=f (g, tp—p) J (tr—q> Un) (g<p<n),

=f (tgs Untr—p) [ (Untr—q> Un) (r<gq<p).

U funkcijama (2.1.9) i (2.1.11) promenljive x; (i=0, 1, ..., n) qredene
su po rastuéim indeksima. Prema tome, dovoljno je posmatrati funkcionalnu

jednadinu
(2.1.12) G (uy, U1, Uz, - . o5 Uy)+ G (U, Uz, Usy o - - 5 Uns Ui)

T e +G(u0, Upy ULy o o vy Up—2> un—l):O’
gde je '

(2.1.13) G (uy, U, Uz, - . . Un) = [ (thy, ) [ (Ums Un) 0<k<m<n).
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Jednadinu (2.1.12) sa uslovom (2.1.13) zvacemo: jednacina Fi.
Stavljajué¢i v, = u (v=0, 1, ..., n), jednacina F: svodi se na
(2.1.14) f(u, u)y=0.
Ako stavimo u, = x za sve vrednosti indeksa v osim za k, m, n kao i
U =Y, Up=U, U=V,
jednadina Fi postaje
(2.1.15) FG0 fw, )+ w) f(Uamris Um-i)+F V) [ WUmies Un-g) =0

gde je x;=x;_, za j>n. U jednaCini (2.1.15) 4y, 4, Ui, 4,—; jednake su x,
ili imaju neku vrednost iz sledeée tabele

|

Uym—5k ‘ Ump—r i Up—x [
]> y ‘ y oy
\ v ‘ u )
Tako, na primer, ne moZe biti #,,,_,=u jer bi u jednacini (2.1.15) po-
stojao sabirak f(x, u) f(#, #,,1), $to je s obzirom na uinjenu smenu, nemoguce.
Kada je wy,, =ty r=u, ,=x, jednadina (2.1.15), na osnovu (2.1.14),

svodi se na
S p) f(u,v)=0.

Za x=u, y=v odavde dobijamo f2(«, v)=0, pa u ovom slutaju postoji
samo trivijalno reSenje
(2.1.16) f(u, vy=0.

Razmotriéemo sve slufajeve kada se u jednacini (2.1.15) pored &lana
S (x, ») f(u, v) ne anulira bar jo§ jedan sabirak.

2.1.1. Uyt =Y.

Ovo ¢ée biti ako i samo ako je n=2m—2k. JednaCina (2.1.15) tada
postaje

(2117) f(x> y) f(u’ v)+f(x, u) f(y’ um—k)+f(x’ v)f(um#ca u2m~3k)=0'

Na osnovu drugog sabirka ove jednaCine, vodeé¢i raCuna o uslovu
0<k<m<2m—2k, zakljuuje se da je u,_,=x. Prema tome, jednadina
(2.1.17) dobija oblik : ‘

(2.1.18) F& Y f)+fxuw [0 X))+ (x,9) f(X uzm-38)=0.
Ispitajmo sve moguce vrednosti

2.1.1.1) Uy sp=Y = m=n=2k;

(2.1.1.2) Ugmogr=U = m=3k, n=4k,

koje u,,,_3, moZe dobiti. ‘
Slucaj (2.1,1.1), zbog pretpostavke, 0<k<m< n, ne dolazi u obzir.
U sluCaju m=3k, n=4k, jednadina (2.1.18) glasi

(2.1.19) J9) [ )+ f(x, u) (3, x)+f(x,v) fx, u)=0.
Ako je n=2m—2k i m#3k, jednaéina (2.1.18) glasi

(2.1.20) F60 ) £ @)+ f(x 6) f(p, 1) =0,
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2_12 u‘;,_,,Ak :&

Ovaj slucaj nastupa tada i samo tada kada je n=2m—k iu tom slucaju
jednaéina (2.1.15) glasi

(2121) f(x5 y) f(ua v)+f(x, ll) f(V, umfk)+f(x, V) f(umfk’ u2m—2k):0'

Mogu nastupiti sluéajevi:

(2.1.2.1) Upp =Y > m=2k, n=3k;
(2.1.2.2) o si=p = m=%k, n=2k;
(2.1.2.3) Uppm or=U = m=2k, n=3k.

Kada je (2.1.2.1) i (2.1.2.3) jednalina (2.1.21) svodi se na sledecu
jednaginu
(2.1.22) S [ )+, w) fO, )+, v) f(y, u)=0.

U sludaju (2.1.2.2), buduéi da su k, m, n prirodni brojevi, mora posto-
jati jedan prirodan broj v takav da je k=2v, m=3v, n=4v. Tada je u, = x
jer bi u protivnom morala da vaZi jedna od jednakosti: v=2v, v=3v, v=4v,
§to je nemoguce.

Prema tome, jednacina (2.1.21) u ovom slucaju glasi

(2.1.23) F 0 [+ u) f, )+ f(x ) f(x »)=0.
Ako je n=2m—k i n#2k, n#3k, jednaCina (2.1.21) svodi se na
(2.1.24) F ) fu,v)+f(xw f(, x)=0.
2.1L3. upy =y
Kako u ovom sluéaju mora biti m=2k, jednadina (2.1.15) glasi
(2.125) £ 9) F@ ) +LC5 ) fUshr 2+ ) £ (P uy ) =0
Potrebno je ispitati samo
(2.1.3.1) usp=v = m=2k, n=3k;
(2.1.3.2) U, =4 > m=2k, n=3k,

jer se iz (2.1.25) vidi da ne moZe biti uz,=y, niti u, ,=y.
Oba puta jednadina (2.1.25) svodi se na jednadinu (2.1.22).
Ako je m=2k, n#3k, jednacina (2.1.25) ima oblik

(2.1.26) FG ) [ )+ fx w) (x5 3)+f(x,) f(y x)=0.
2.1.4. u, p=y.
Ovaj slu¢aj nastupa samo tada ako je n=2k, pa jednacina (2.1.15) postaje
(2.1.27) S [ v)+ [ ) fUzmis Um—i) S (%) [ (Ui, ¥)=0.
Potrebno je ispitati sledeée slucajeve:
(2.1.4.1) Upm-r=Y => m=n=2k;
(2.1.4.2) s k=P = m:%k, n=2k.
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Sluéaj (2.1.4.1) ne dolizi u obzir. Kada je (2.1.4.2) jednatina (2.1.15)
svodi se na jednacinu (2.1.23).

Ako je n—2k i m;é%k, jednagina (2.1.27) glasi

(2.1.28) £ f )+ (0) fx ) =0,
247_1;5 Up_jo=U-_

Ovaj slu€aj nastupi¢e samo ako je n=k+m. Tada, iz (2.1.15) dobijamo

(2.1.29) Sy S vy + x5 0) [ (U mks i) + (V) f (Ui, u) =0

Moramo analizira.i sledeée slucajeve

(2.1.5.1) Uy =Y = m=3k, n=4k;
(2.1.5.2) Uy =V > m=2k, n=3k;
(2.1.5.3) U=y = m=2k, n=3k.

Ako je (2.1.5.1) jednacina (2.1.29) svodi se na jednainu (2.1.19), a ako
je (2.1.5.2) i (2.1.5.3) na jednacinu (2.1.22).

Kada je n=k+m i m#3k, m#2k, jednacina (2.1.29) glasi
(2.1.30) S, ») fu. v+ f(x,v) f(x, u)=0.

Prem2 tome, da bismo resili jednacinu F.;, za razli¢ite vrednosti k, m, n
moramo rediti sledeée jednadine: (2.1.19), (2.1.20), (2.1.22), (2.1.23), (2.1.24),
(2.1.26), (2.1.28), (2.1.30).

Jednagine (2.1.19), (2.1.20), (2.1.23), (2.1.24), (2.1.28), (2.1.30).

Stavljajuéi x=u, y=v 1 vodeéi ratuna o jadnakosti (2.1.14) sve ove jed-
nacine svode se na

.f2 (us V) = 0,
tako da je opste reSenje u ovim slucajevima
(2.1.31) f(u, v)=0.

Jednatina (2.1.22).

Na osnovu teoreme 1.1.1., opste refenje ove jednacine je

(2.1.32) S, v)=g @) h(v)—g @) h@w),
gde su g, h: K- > K proizvoljne funkcije.

Jednatina (2.1.26).

Za svako netrivijalno resenJe ove jednadine postoji bar jedan par kom-
pleksnih brojeva (a, b) takav da je f(a, b)7#0.

Za x=v=a, y=>b iz (2.1.26) proizilazili

(2.1.33) f(a, u)y=—f(u, a).
‘Stavljajuéi x==a, y=>5 iz (2.1.26), na osnovu (2.1.33), sleduje

" (2.1.34) S u, v)=fa, v)—f(a, u).
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Uvodeéi oznaku g (u) = f(a, 1), jednakost (2.1.34) postaje

(2.1.35) fu, V=g —g ).

Budu¢i da je funkcija (2.1.35) zaista reSenje jednacine (2.1.26), opsie re-
senje ove jednaCine ima oblik (2.1.35), gde je g:K— K proizvoljna funkcija.
Na osnovu svega do sada reCenog, proizilazi sledeci rezultat:

Opste reSenje funkcionalne jednadine Fi Je:

(2.1.36) f,v)=g@ h(»)—g®) h@w) (m=2k, n=3k),
=g(M)—g ) (m=2k, n#3k),
=0 (u svim ostalim slucajevima)

gde su g, h: K— K proizvoljne funkcije.
Na osnovu smena (2.1.7) i (2.1.10) i dobijenog rezultata direktno pro-
izilazi teorema 2.1.1.

Primer. Navedimo prvo nekoliko primera funkcionalnih jednalina iz klase jednacina F,
koje kao opste reSenje imaju funkciju:

(1) S, v)=g@) h(V)—g ) h@).

Funkcionalna jednacina

F(xg, Xy Xpy oo 05 X))+ F (Xgy Xy Xgy o ov s Xpys X))
. . Ao F (X, Xy Xy, ooy Xp—gy Xp—)) =0
pri ¢emu je
F(xg, X15 X535 - o 5 Xg) =f (X0, Xp) f(xg, X,)
ima kao opste reSenje gornju funkciju ako je, na primer,
1° p=1,g=3,r=5, n=6; 2° p=T1,q=1,r=4,n=9;
3° p=4,q=6, r=2, n=6; 4° p=3,qg=5r=1, n=12;

57 p=5q9g=1,r=9, n=12; 6° p=8, g=5r=2,n=9,
Dokazimo ovo u slutaju kada je p=4, g=6, r=2, n—6; tada posmatrana jednacina glasi:
f(X0, x3) f(Xg, Xp) +F (X, X5) £ ()5 X3) +f (X4, Xg) [ (X5, Xy)
Ff(xg, x) S{x55 x5) +f (x5 %,) £ (xgs Xg) +f (g X3) f (x5, X,) =0

Stavljajuci x,=b, x;=u, x,=v i zamenjujuéi sve preostale promenljive sa a iz poslednje
jednacine nalazimo .

fla, b) f(u, v+ f(a, ) f(v, BY+ f(a, v) f(b, )=0
a ovo je jednacina F Cije je opSte reSenje funkcija (1).

Posmatrana funkcionalna jednadina imace kao opSte refenje funkciju

) ) S, =g »—g W),
ako je, na primer,

1° p=1,q=3,r=4,n=5; 2° p=6,9=2,r=3, n=1;
3 p=5¢4=9, r=1, n=10; 4° p=1,9g=6r=4 n=8;
5° p=5q9=2, r=8, n=10; 6° p=5,q9=3, r=2, n=5.

Dokazimo ovo na slucaju 6°. JednaCina tada glasi
S (xo5 X5) £(x55 %)+ f (x5 X)) f(xg, X3)
’.‘"f(xo, xz) f(x:'n X4) “\"f(xo’ x3) f(xlv xs) +] (xos x4)f(x2’ XI)L‘—‘O.
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Stavljajudi x;=5b, x;=u, x,=v i zamenjujuéi sve ostale promenljive sa a, dobijamo
Sf(a, b) f(u, vV)+f(a, v) f(b, )+ f(a, ) f(a, b)=0.
Za u=a, v=>b odavde dobijamo f(a, b) = —f (b, a), tako da je opste relenje funkcija

. , S, v)=g (»)—g W)
gde smo stavili f(a, u)=g (u).

Posmatrana funkcionalna jednalina imade kao opSte refenje funkciju f(x, )=0 ako je
na primer p=1, ¢=2, r=4, n=35. Tada jednacCina glasi
S, x) f(xys x0) + f(x0, X,) f(x3, X5)+ S (Xq, X3) f (x4, X))
+(xgs x9) [ (x5, X))+ (X0, X5) [ (xy, x5)=0.
Stavijajuci xg=x,=x;—x,=#, x,=x;="v, zaista dobijamo f2(u,)=0 = f(u, v)=0.
(i1 I;re;iir:tl)o sada na analizu jednacine F, za slu¢aj kada je u (2.1.2) v;#0
i=1,2,3,4).

Cikli¢nim permutovanjem promenljivih moZemo umesto funkcije (2.1.2)
posmatrati sledecu funkciju

(2.1.37) F(xg, x15 o, Xp) = f (%1, x,) [ (%4, %)

(p, ¢, r medusobno razlifiti prirodni brojevi< n).

Na jednacinu (2.1.1) u sludaju kada je funkcija F data formulom (2.1.37)
moZe se primeniti isti postupak koji je primenjen pri refavanju te jednacine
u sludaju kada je F bilo dato formulom (2.1.3). Medutim, sam postupak bi
bio neuporedivo duZi. Naime, u sluaju kada je funkcija F bila data formulom
(2.1.3), u diskusiji pri refavanju udestvovala su samo tri parametra, a osim
toga, indeksi promenljivih bili su uredeni po velidini; u ovom sluéaju u disku-
siji se pojavljuju Cetiri parametra a indeksi nisu uredeni po veli¢ini. Zbog toga
u ovom slucaju jednadinu Fs posmatrademo sa jednog drugog stanoviita.

Pre svega, u daljem ogranidi¢emo se na sludaj kada je

f:RZ—R.

2.2. Funkcionalna jednadina F;

Funkcionalnu jednacinu F,; u specijalnom sluéaju kada je funkcija F data
formulom (2.1.37) i kada je f:R*—R, zvaemo funkcionalna jednacina Fs.

Jednadinu F, necemo reSavati u opStem slucaju, vé¢ cemo samo vrsiti
ispitivanja kada ova jednafina ima i netrivijalnih reSenja. Pri tome, datemo
neke potrebne uslove da ova jednalina pored trivijalnih ima i drugih resenja.
Zatim, postavicemo jednu hipotezu o tome kada ova jednalina ima i netrivi-
jalnih resenja.

Stavljajuéi x,=x,=v i zamenjujuci sve ostale promenljive sa u, jednacCina
Fs svodi se, buduéi da je f(u, u)=0, na

(221) f2 (u’ V) +f(v’ x?p-l) f(xp+q—1’ xp+r71)

de i +f(v’ xp+r~l) f(xq+r~1’ X9 r‘1)+f(-xu1a v) f(xup xa,)zo;
gde je

o, =r—p+1 (r—p+1=0), ay=r+qg—p (r+q—p=0), a=2r—p 2r—p>0),
=n+tr—p+l r—p+1<0), —=n+q+r—p (r+9g—p<0), =n+2r—p 2r—p<0),
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Jednaginu (2.2.1) moZemo napisati u obliku
(2.2.2) Af2@u, v+Bf (u,v) f(r, )+ Cf2(v, u)=0

pri ¢emu su A4, B, C (4#0) celi nenegativni brojevi takvi da je 1< A+ B+ C<4.
Permutujuéi u 1 v u jedna€ini (2.2.2), dobijamo

(2.2.3) Af2Q, u)+ Bf (u, v) f (v, w)+ Cf?(u, v)=0.
Ako je B=0, buduéi da je 4, C>01i f:R2—R, iz (2.2.2) dobijamo
(2.2.4) f(u, v)=0.

Ako je C=0, B#0 (B#A), pretpostavljaju¢i da postoji par brojeva
(@, b) (a, b€ R) takav da je f(a, b)70, iz (2.2.2) i (2.2.3) dobijamo
A f2(a, by + B f(a, b) f(b, a)=0,
Af2(b.a)+ B f(a, b) f(b,a)=0.

Resavanjem ovog sistema, dobijamo f(a, b) =f (b, a) =0, $to sc protivi uéi-
njenoj pretpostavei f(a, b)#0. Prema tome, i u ovom slu€aju imamo (2.2.4).

Ispitajmo sada slucaj 4, B, C+#0. Ako je A=B=C=1, pretpostavljajuci
da je f{(a, b)+0, iz (2.2.2) i (2.2.3) dobijamo
2@ b)+f(a, b) f(b,a)+ [ (b, &)= 0,

a ova jednacma nema realnih reSenja po f(a, b), tako da je f(a, b)=f (b, a) =0,
pa opst imamo (2.2.4). Isti rezultat dobija se i u slufajevima 4=2, B=C=1
iA=B=1, C=2,

Predimo na analizu slucaja kada je 4=B+#0, C=0. Iz (2.2.2) i (2.2.3)

dobijamo

. {f @, )+ 10, w2=0,
odakle sleduje
(2:2.5) S, v)+f @, u)=0.

Ostaje jo§ moguénost 4 =C=1, B=2. Tada iz (2.2.2) takode dobijamo
(2.2.5).

Prema tome, potrebni uslovi da bi postojala netrivijalna resenja jedna-
cine F; su

(2.2.6) C=0, A=B (=1,2);
(2.2.7) _ B=2, A=C=1.

Relacije (2.2.6) za sluéaj 4 —=B-~1, vaziée tada i samo tada ako je za-
dovoljen jedan od uslova

(22.8) 2r—1l=p@modn), p+qg—1#r(modn); r+qg—psp(mod n);
(2.2.9) r+g—p=p(mod n), p+q—1%#v(mod n), 2r—14%#p (mod n).

Sluéaj A=B=2, C=0 ne moZe nastupiti jer bi tada moralo da vaZi
p+r—1l=r(mod n), a to je nemoguce.
Relacije (2.2.7) vaZice ako i samo ako je

(2.2.10)  p+qg—1l=r(modn), 2r—1-=p(mod n), r+q—p=p (mod n).

Na osnovu ovoga proizilazi sledeéi rezultat:
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Teorema 2.2. 1. — Da bi jednacina F¥s imala i netrivijalnih resenja,
mora biti ispunjen jedan od uslova (2.2.8), (2.2.9), (2.2.10).

Ukoliko postoje netrivijalna reSenja jednacine Fjz, ona imaju osobinu
(2.2.5), tako da svako reSenje mora biii sledeceg oblika
(2.2.11) fwu,v)=G@u,v)—G (@, w '

gde je G:R2— R podesno izabrana funkcija.

Najjednostavnija funkcija oblika (2.2.11), pored funkcije f(u, v)=0, je
slede¢a funkcija

(2.2.12) S, v) =g w)—g ).
Ispitajmo kada je funkcija (2.2.12) reSenje jednadine F; za bilo koju
funkciju g:R— R. tada mora biti
14 (xl) g (xq) —& (xl) g (xr) —& (xp) g (xq) + g (xp) g (xr)
+8(x2) g(xg+1) —8(¥2) g (Xri1) —8 (X5+1) 8 (Xg21) + & (Xp1) & (X,41)
4+

+g(xn) g(xqfl) —& (X,,) g (xr—l) —& (X,, —1) g(xqf 1) +g (X,,,l) g(xr—]) = O
Zadnja jednakost bi¢e identitet za svako g u dva slucaja:

1° Ako se medusobno potru &lanovi I i IIT kolone gornje Seme i eie-
menti Il 1 IV kolone medusobno;

2° Ako se medusobno potru ¢lanovi I 1 II kolone i c&lanovi I i 1V
kolone medusobno.

Ovo ¢ée nastupiti ako i samo ako je

1° 2r—1=p (mod n), 2q—1=p (mod n)
ili

2° g+r—p=p (modn), r+q—1=1 (mod n).

Uslovi 1° i 2° ustvari predstavljaju dovoljne usiove za postojanje i dru-
gih reSenja osim trivijalnih jednadine F;.

Sada éemo postaviti sledecu hipotezu:

Hipoteza. — Funkcionalna jednacina ¥s ima netrivijalnih resenja tada
i samo tada ako vaZi jedan od sledeca dva uslova:
(2.2.13) 1° 2r—1=p (mod n), 2¢—1=p (mod n);
(2.2.14) 2° g+r—p=p (mod n), r+g—1=0 (mod n).

Ako su ovi uslovi zadovoljeni, ispunjen je istovremeno i potreban uslov
za postojanje netrivijalnih rdsenja.

Primer. Nave§cemo jednu jednaCinu za koju su potiebni uslovi ispunjeni, ali uslovi hi-
poteze nisu, a koja ima samo trivijalno reenje. To je sledeca jednadina:

.f(xl’ X3) f(xs’ xz) +f(x2’ x4) f.(xsy x3)+f(x3a X5) f‘(x7! x4)
+f(x4a xa) f(Xl, X5)+f(X57 X7) f(x-_u Xﬁ)+.f(xﬁ5 X])f(xay X7)+f(X7, Xz) .f(X4’ X;):O-



3. NEKE KVADRATNE FUNKCIONALNE JEDNACINE
SA INTERESANTNIM OSOBINAMA

3.1. Funkcionalna jednatina F,
Funkcionalnu jndnadinu
3.1.1) F(xy, X15 ooy Xgpo1) T F (X, X2, X3, -+ o o5 Xapo1, X))+ -«

. +F (Xy, Xap-1s X1, X2y + 1 -5 X2y-0) =0,
gde je ;

(312) F(xo, X1y oo vy xgn,l)
= {f(xg X))+ f (X2, X3)+ - - -+ (Xap—2s X2-1)}
X { f (Xogs Xokr1) +f Kagra> Xaraa) T - - - +f (Xano2s Xan-1)}

(f:K*—>K; n>2)
zvacemo jednacina F.

D. S. Mitrinovi¢ i S. B. Pre§i¢ (videti [4]) dokazali su slede¢i rezultat.
Teorema 3.1.1. — Opste reSenje jednacine ¥y je
(3.1.3) S, v) =g ()—g @),
gde je g:K— K proizvoljna funkcija.
Za n=4 1 k=2, funkcionalna jednacina F, glasi
(3.1.4) {f (o X1) +f (x> X3)} {f (Xa> X5) +f (X5 X2)}
+{ f (X5 X2) + 1 (X3, x0)} { f (x5, Xg) + f (X7, %1)}
H{ S Cgs X8) +f (x4, x9)} {f (Xe» X9) +f (X1, X2)}
+{f (o X0+ f (355 %)} {f (zs X1) +f (2, X))
+{ S (xgs X5) + S (%6, X} { S (15 X) + S (x5, Xa)}
+{ S (%os Xe) +f (2, x0)} { S (%2, X5) +f (X5 X5)}
+{f (x> X2) + f (31, x2)} {f (x5, X0) + 1 (x5, x9)} = 0.

Opite refenje ove jednacine je funkcija (3.1.3).
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Funkcionalna jednadina

{F G 30 Goas 20} 4 Ghas 300+ £ (5 59}
+{f (egs Xa) + f (x5 x2)} {f (%55 X1) + f (%7, X))
+{ S Cegs X5) +f (o X3)} { f (%, X2) + f (%1, 7))}
+{ S (os Xe) + S (x5, X0} { f (2, X9) + f (w2, x1)}
+{f (Xg» X2) + f (x5, X3)} { f (50, %) + f (x3, x2)}
+{ (%> ¥1) + f (%7, x9)} { f (%2, X5) + f (x4, x3)}

(3.1.5)

+{f (o X2+ (x1, )} { f (x5, X6) + f (x5, X9)} =0,

nastaje iz jednaCine (3.1.4) permutovanjem promenljivih i takode ima kao
reSenje funkciju (3.1.3) (za sada pitanje opitosti ovog refenja ostaje otvoreno).

Funkcionalne jednadine

{f (xg5 x3)—f (x1, x2)} { f (xa,

(3.1.6)

(3.1.7)

(3.1.8)

3*

+{f (%5

S (s

+{f (%
+{f (%o
+{f (x5
+{f (%o

{f (%5
+{f (%>
+{f %,
+{f (%o
+{f (%5
+{f (%o
+{ f (%o,

{f (x5
+{ /(x5
+{ S (x>
+{f (%5
+{ f (%5

xg)—f (xs,
X5)—f (%s,
Xe)—f (Xa,
x7)—f (X5,
x1)—f (%q,
Xo)—f (%,
X3) + f (x2,
xg) + f (x3,
x5) + f (X4
Xe) +f (x5,
x7) + f (X,
) +f
Xo) + f (X1,
x0)—f (X3,
X2) —f (x4,
x3)—f (s,
xg)—f (s>
X5)—f (X7,

x)} { f (x5,
x)} { f (g5
xs)} { f (xz
xg)} {f (xa,
x)} { f (%2,
x1)} { f (%3,

x)} { S (Xa,
x2)} {f (x5,
x3)} { f (xs;
x9)} { f (xr,
xs)} {f (%,
xe)} { f (%2,

X)) { f (xs,

Xa)} {f ()
x3)} { f (x5,
xg)} { f (x5,
xs)t { f %z,
xe)} {f (x1s

S (Xgs X6)—f (x1, X)) { f (%25
+{f (x5 X)—f (2, x2)} { f (%3,

x7) + f (X6, X5)}
x1) + f (%7, Xo)}
xg) + f (1, Xq)}
x3) + f (%2, x1)}
Xg) + f (x3, x2)}
x5) +f (x4, X3)}

Xg) +.f (x5, x4)} =0,

xo)—f (%5, Xg)}
x1)—f (x5, X7)}
X2)—f (%7, x1)}
x3)—f (x1, x2)}
X9 —f (X2, X3)}
x5)—f (X3, X8)}

xg) —f (Xa, Xs)} =0,

X5)—f (%7, xg)}
Xg)—f (X1, X7)}
X)) —f (X2, x1)}
x)—f (%3, Xg)}
X) —f (X4, X3)}
x3)—f (X5, Xa)}

Xa)—f (xg» X5)} =0,
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koje su mnastale iz jednaCine (3.1.4) permutovanjem promenljivih i promenom
znakova po jednom utvrdenom zakonu, isto tako mmaju za reSenje funkciju
(3.1.3). Ova osobina jednalina (3.1.4), (3.1.5), (3.1.6), (3.1.7) i (3.1.8) sugerira
da se postavi pitanje da li je navedena funkcija (3.1.3) reSenje jednadina koje
su analogne navedenim jednafinama u sluCaju kada su k i n (k<<n) proizvoljni
prirodni brojevi. Isto tako postavlja se, u potvrdnom sludaju, pitanje o karak-
teru takvog reSenja. Navedena pitanja bi¢e predmet narednih odeljaka ovz glave.

3.2. Funkcionalna jednadina F,

Funkcionalnu jednalinu (3.1.1), gde je
(32 1) F(xo, X1y v v vy X2n_1)
= {f(x()y u()) *’f(xz, u])+ T JFf‘(x2k42s uk*l)}
XA (Xies vo) +f (Kagras Vi) + - -+ + f (Xanzs Vaok-1)}
(ui < {-Xl» X3y X5, « v vy x2k71} (1:09 19 ey k*l)’ v/' S {x2k+17 Xoj43s e v x2n—1}
(j=0,1,....,n—k—1); uy, % u, i vy v, ako je v£u),
zvaéemo: jednacina F,.
Teorema 3.2.1. — Opste resenje jednacine Ty je
(3.2.2) Fu,v)=g()—g W),
gde je g: K-> K proizvoljna funkcija.
Dokaz teoreme 3.2.1. — Funkcyja (3.2.2) je jedno reSenje jednacine F,.
Zaista zamenom (3.2.2) u (3.2.1) posle sredivanja dobijamo
F(x(), Xis oo vy xanl)
= {g(x)—gx)+g(x)— - +gXar 2 —g (Xax-1)}
% {g (X21) —8& (Xap+1) + 8 Kapre)— - - - + 8 (X2n-2)—8& (X2u-1)},
~odnosno isti rezultat kao i zamenom (3.2.2) u (3.1.2). Bududéi da je (3.2.2)
reSenje jednaCine Fg, proizilazi da je (3.2.2) reSenje i jednacine F,.
Obrnuto, dokazatemo da svako refenje jednaine F, ima oblik (3.2.2).

Trivijalno reSenje je sadrZano u funkeiji (3.2.2). Dalje ¢emo traZiti samo
netrivijalna reSenja. Za svako netrivijalno reSenje postoji bar jedan par brojeva
(a, b) (a, b < K) rakav je f(a, b)#0.

Stavijajuéi x;=u (i=0, I, ..., 2n—1), jednalina F, svodi s¢ na

(3.2.3) £ (u, u)=0.

Ako u jedna¢ini F, stavimo da su sve promenljive jednake u i da je
X=X, 1=V, na osnovu (3.2.3) dobijemo

3.2.4) pf2u, vi+qf @, v) fv, +rf2(, uy=0,

gde su p(>0), ¢(=0), r(>0) celi brojevi.
Kako funkcija (3.2.2) mora zadovoljavati jednacinu (3.2.4) za svako g,
zamenom (3.2.2) u (3.2.4) dolazimo do uslova g=p-+r.
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Permutovanjem promenljivih » i v, iz (3.2.4) dobijamo

3.2.5) prE, w+qf (u,v) f (v, w)+rf2(u, v)y=0.

Sabiranjem jednakosti (3.2.4) i (3.2.5), vodeéi racuna o uslovu g=p+r
(>0). dobijamo

3.2.6) f@vy+f, u=0.
Razlikova¢emo dva sludaja: 1° k=1; 2° k>1.
1° sluéaj: k=1. U ovom sluaju funkcija (3.2.1) glasi
F(xgs X15 vy Xan—1) = f (X5 X1) { f (%25 V) +f (g VD) + - -+ + f (X225 Ve2)}
Vi & {X3, X5, ooy Xgpoay ((=0,1, ..., 8—=2); v, v, za v#£p).

Potrebno je posebno ispitati sluéajeve v, g7£X5, 1 1 vV, 0=Xa,1-
U slucaju v,_o#x3,-1, smena

(3.2.7) Xo=a, X1=b, Xap_a=1u, v, 9=V,
Xg=Xg=+ -+ =Xgpq=@, Vo=V1= .. =V, 3=4q,

transformife jednadinu F, u

f@ b) fu, )+ f(@ w{f(ab)+f(a )+ @) {fb a+fu a}=0.

Iz ove jednadine, na osnovu (3.2.6), dobijamo

S @) =f(@v)—f(aw.

Uvodeéi oznaku f(a, u)=g @), dobijamo da je funkcija f zaista oblika
3.2.2).

U slu€aju kada je v,_a=xp,.1, smena (3.2.7) prevodi jednadinu (F,) u
sledeé¢u jednadinu

(3:2.8) f@b) fu, )+ @ wy{f0a+fa b+ (@n{fb a+flau}=0
u slufaju kada je vy#%x3, odnosno u jedna¢inu
(3.29) f@b) fw+f@uf@b+f(ay) fb a+fav)fau=0

u slu€aju kada je v,=xs.
Jednac¢ina (3.2.8) na osnovu (3.2.6) daje

(3.2.10) S v)=g@)—g W),
gde je korid¢ena oznaka f(a, u) =g (u).
Iz (3.2.9), za v=>5, dobijamo
S, b)=f(a, b)—f(a, ).

Koriste¢i ovu jednakost i uvode¢i oznaku f(a, u) =g (¥), jednacina (3.2.9)
svodi se na (3.2.10).

- 2° slucaj: k>1. Neka je uy,=x;,-, (0<<p< k). Razlikova¢emo dva sludaja:
O0<2p<k 1 k<2p<2k.
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U sludaju 0<2p<k, stavimo da su sve promenljive x; (i=0,1,2,...,
2n—1), osim X,, X,, X2, 1, jednake x i da je
X0=u, X2p41:v, X2n_,1:y.

Ovom smenom jednadina (F;), s obzirom na (3.2.3) i (3.2.6) svodi se na
jednacinu
G211 fx» ) +AS @ x) 0, x)+Bf U x) f(y, x)

+Cf (%) [0, X)+D fu,x) f(1V+Efuy) f x)=0,
gde su 4, B, C, D, E celi brojevi.

Primetimo da je u ovo] jednalini £=0. Zaista, ¢lan f(u, ¥) f(v, x) u
jednacini (3.1.1) moZe se pojaviti samo u Clanu F(x,, X3,-1, . . ., Xau—2). Pro-
menljiva x,,; pojavljuje se u ovoj funkciji na 2p41—om mestu, tako da
navedenom smenom dobijamo

F(Xy, Xanot1s X1« - Xzp-2) ={ f (u, )+ [ (v, x}} x {(n—Kk) f(x, x)}=0.

Funkcija f(u, v) =g (v)—g (v) mora da zadovoljava jednacinu (3.2.11) za
za svako g. Zamenom (3.2.2) u (3.2.11) dolazimo do sledeceg sistema jednalina
koji mora biti zadovoljen da bi funkcija (3.2.2) bila resenje jednadine (3.2.11)
za svako g:

A+B=1, A-C—D=—1, C=1,

B—-C+D=0, A—D=0, A+B—C=0.
Odavde dobijamo
(3.2.12) B=1—A4, C=1, D=A,
tako da jednadina (3.1.1) glasi
G213 f( ) f )AL %) [0, D+ (1—4) f %) £, %)
1) fO, 0+ A f(u, x) f(y,9)=0.
Za x=a, y=v=»5, iz (3.2.13) dobijamo
(3.2.14) fu, by=f(u, a)+ f(a, b).
Stavljajué¢i x=a, y=»5 iz (3.2.13) nalazimo
| (3.2.15) f@d) fu,vy+Afu af@ a+(—A4) f(u,a fb, a)
+f(a b) f(v, )+ A f(u,a) f(b,v)=0,
D =1 @M/ @ ).
Uvodeéi oznaku g (u)=f(a, u), iz zadnje relacije dobijamo
S v)=g()—g®.

U sludaju k<<2p<2k, stavimo da je

odnosno, prema (3.2.14),

Xo=1U, XQp_]_:V, Xopn-1=Y
i da su sve ostale promenljive jednake x. Tada jednalina F, postaje

(3:2.16) F ) [ )+ A f @ %) [, %)+ B f (%) £(9, %)
+C 6 Y S, ) +Dy f @, ) f (9, V) +E f (u9) f (0, x)=0.
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Sli¢no kao u sludaju 0<2p<k, dolazimo do zakljutka da je E, =1, kao i
B =1—-D,, C,=0, A,=—B,.

Tako dobijena jednalina ekvivalentna je jednadini (3.2.15). Prema tome,
i u ovom slufaju svako reSenje ima oblik (3.2.2).

3.3. Funkcionalna jednacina F,

Funkcionalnu jednaginu (3.1.1), gde je

(3.3.1) Fxg, xis o0y Xop=1)
= { f (Xg» ) —S (1, Vo) + (1, us)—f (s, va) + - - + [ (igy e 9)—f (Ug—15 Vic-2)}
A S ok Wo) +F (X2 o5 W)+ - -+ f (Xan—2s Wai—1)} za k parno,
={f (Xgs ) —S (s v) +f (g5 ) — - - - —f (U2, Vi-3) + S (-2, Us—1)}
XA f (Far, wo) + f (Kagrzs W)+ -+ -+ (Kapo1> Waog—1)} za k neparno
(K22 K5 u; E{x, X3, ..., Xapy} ((=0,1,...,k—1),
V; E Xy Xay o Xopoa) (=0, 1, ..., k—2), wy € {Xapa1s Xagras> - s X2a1]

(v=0,1,...,0—k—1); uy # up, v % vp, Wo 7 wp za a7p)
zvaéemo: jednacina Fg.

Teorema 3.3.1. — Opste resenje jednaéine ¥y u sluéaju k=2m—1 je
(3-3-2) S )=g0)—g@W  (g:K-—K, proizvoljna funkcija).

U slucaju k=2m opste reSenje je funkcija (3.3.2) ili je oblika f(u,v)=h(v),
gde je h: K— K podesno izabrana funkcija.

Dokaz teoreme 3.3.1. — Potrazimo prvo opste reSenje jednacine Ky u
sluaju k=2m—1.

Stavljajuéi x;=u (i—0, 1, ..., 2n—1), dobijamo

(3.3.3) S (u, u)=0.
Za X=Xy, =u, X;=v (j=1,2,...,2n—2) na osnovu (3.3.3), iz jed-
nacine Fg dobijamo :
(3.3.4) SE@, v)+f(u, ) f @, )=0.
Permutovanjem # i v, poslednja jednakost postaje
(3.3.5) S20. 0+ @) £ u)=0.

Sabiranjem (3.3.4) i (3.3.5), dolazimo do
{/ @)+ 1 w}2=0,

odnosno
(3.3.6) S, v)=—f(v, w.

Koriste¢i se relacijom (3.3.6), jednalinu Fy moZemo svesti na jednainu
F,, cije je opste reSenje, prema teoremi 2.1.

(3:3.7) S, v)=g(¥)—g ).
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Budué¢i da funkcija (3.3.7) zadovoljava jednadinu Fg, teorema 3.3.1. je do-
kazana za slutaj k=2m——1.

Sada ¢emo preéi na dokaz teoreme 3.3.1. za sluéaj k=2m.

Sve funkcije f: K2— K moZemo podeliti na dve klase:

Klasa C; svih funkcija f za koje vaZi f(u, u)=0;

Klasa C, svih funkcija f za koje vazi f(u, u)#0.

Potrazimo prvo opSte reSenje jednaline Fy za sluéaj k=2m u klasi
funkcija C;.

Stavljajuci x,=xp,—y=u, X;=v (i=1,2,...,2n—2), na osnovu pretpo-
stavke f(u, u)=0, iz Fy dobijamo relaciju (3.3.4). Permutujuéi promenljive u
i v, iz (3.3.4) dobijamo (3.3.5). Sabiranjem (3.3.4) i (3.3.5) dobijamo (3.3.6),
tako da se u ovom siucaju jednadina Fy svodi na jednalinu F,. Prema tome,
opste reSenje jednaline F, za sluCaj k--2m, u klasi funkcija C, dato je for-
mulom (3.3.7).

PotraZimo sada opste reSenje jednagine Fg u klasi funkcija C,. Buduéi
da je tada f(u, u) #0, postoji bar jedan broj c (¢ € K), takav da je f(c, ¢)#0.

Stavijajuéi x,=u, x;=v, x;=¢ (i1=2,3,..., 2n—1), iz jednadine Fy do-
bijamo
(3.3.8) m—ky{{f(@, V—a+2(—-1) fu, )—2Kk—2) a—f(c, N—f (¥, )] &

+[f W, )= [ fle, V+fB, ) +2(n—k—1)a}} =0,

gde smo stavili f(c, ¢)=o. Iz poslednje jednaline, za v=c¢ dobijamo

(3.3.9) fu, c)=u
Koriste¢i (3.3.9) iz (3.3.8) nalazimo
(3.3.10) S, vy=h@) GHw=r(, ).

Medutim, u opstem slucaju, funkcija (3.3.10) nije reSenje jednacine F, za
svaku vrednost funkcije h. Tako se za sludaj jednadine koja je posmatrana u
Clanku [7] ona svodi na konstantu.

Primer jednacine ¥y, kada je funkcija (3.3.10) refenje za svako h je ako
za k=2, n=4, funkcija F ima sledeéi oblik

F(xy, 15 01, x7)={f(xq, xg)—f (%15 X2)} { f (Xa» X2) + f (Xg5 X5)}-

3.4. Funkcionalna jednacina F,

Funkcionalnu jednadinu (3.1.1) gde je

(3.4.1) F(xg, ), ..., Xa2p1)
= { f(xgs ) + (X, ) F -+ -+ f(Xok2, Upr)} |
XA S Mgy W) —f W15 Vi) + f (2, Wo)— -« + - —f Wn—k—2 Vn—t—2)

+f(vn'k—l’ wn—k—l)} za n—k=2m+1,
= {f(xgs t) + f(Xo5 )+ - - -+ f(Xpk-2, Up1)}
XL gs wd—F Wi, v)+ f(va, wo)— - -+ + f(nor—2> Wn-ik—2)

FfWpmkmts Vi—i-1)} za n=k=2m
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(f.KZ.——}K; u,-E{xl, X3y ooy X2k*1} (l:O, 1, ey k_l), v,-E {x2k! Xof42s v v v s
X2,,_2} (]:0, 1, ey }’l——k—-l), Wy & {x2k+1, Xojr3s -+ o x2n_1}
v=0,1,..., n—k—1); Uy F ug, Vo # vg, Wo 7 W za a#p)

zvaéemo: jednalina F,.
Ako je n—k=2m+ 1, dokazademo teoremu:

Teorema 3.4.1. — Ako jen—k=2m+ 1 opste reSenje jednacine Fy je
(3.4.2) fu,V=gw—g@) (g:K-— K, proizvoljna funkcija)

Dokaz teoreme 3.4.1. — Stavljaju¢i x;=u (i=0,1,..., 2n—1) iz jedna-
¢ine F, dobijamo (za sluaj n—k=2m+1)
(3.4.3) f(u, wy=0.

Vodeéi raduna o ovoj relaciji, za x,=xp,_y=v, x;}=u (i=1,2, ..., 2n—2)
iz jednatine F, dobijamo
(3.4.9 {f@, »+fv, w} f, )=0.

Permutujuéi u jednakosti (3.4.4) promenljive u i v i sabiraju¢i tako do-
bijenu relaciju sa (3.4.4), dolazimo do

f@,v»+f(@, u=0.
Na osnovu ove jednakosti, jednalinu F, moZemo svesti na jednainu F,,
tije je opSte resenje
S, v)=g()—g ).
Buduéi da ova funkcija zadovoljava jednalinu F, ako je n—k=2m-+1,
teorema 3.4.1. je dokazana.
Za jednadinu Fy u sluaju n—k=2m opste reSenje nismo mogli da do-
bijemo. Rezultati koje smo dobil’ u vezi ove jednaline sadrZani su u sledecoj
teoremi:

Teorema 3.4.2. — 1° U sluéaju n—k=2m, kada je
Vi=Xapya; ((=0,1, ..., n—k—1), W;=Xspqe;+ (/j=0,1,..., n—k—1)
funkcija
(3.4.5) f@,V=ag@)—Bg ) (g:K— K, proizvoljna funkcija)
je jedno reSenje jednacdine Fy.

Za k>1 i a=—pB funkcija (3.4.5) je opste resenje jednacine ¥y u klasi
funkcija C; (sve funkcije f:K2-—K za koje je f(u, uy=0).

2° Ako se u (3.4.1) promenljiva x,,-, pojavijuje u funkciji f ispred koje
stoji znak +, opste resenje jednacine ¥y u klasi funkcija C, je fumkcija (3.4.2).

Dokaz teoreme 3.4.2. — 1° Bez te§koce e proverava da je (3.4.5) zaista
refenje jednadine ¥y ako je n—k=2m i kada promenljive v; i w; (i=0, 1,

., n—k—1) imaju vrednosti koje su u teoremi precizirane.

Ako n—k=2m (k>1) stavljajuéi x, =Xo=Xz=1u, Xg=X5= + - + =Xp,_| =

=x,="V, iz Fy dobijamo

(3.4.6) {f@, v+ w—f (U wy—f )N {f@v)—f(u w}=0.
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Permutujuéi promenljive, dobijamo

(3'4'7) {f(V, u)"‘f(ua v)'_f(v’ V)*-f(ll, u)} {f(v’ u)_f(v’ v)} =0.

Sabiranjem relacija (3.4.6) i (3.4.7), nalazimo

SN+, wy—f(u wy—f, =0
Zadnja relacija u klasi funkcija C; (f (v, w)=0), glasi
f(u9 V) +f(v’ u):()s

§to omogudava da se jednadina F, u posmatranom sludaju svede na jednacinu F,.
Na ovaj naéin prvi deo teoreme 3.4.2. je dokazan.
2° Pod predpostavkama teoreme, smena Xi=Xg,1=U X;=v (=2,3,...,
2n—2), x,=v, prevodi jednadinu F, u
(3.4.8) Fo,wy { f )+ [, w}=0.

Permutujuéi promenljive u ovoj relaciji i sabirajuéi tako dovedenu jed-
nakost sa (3.4.8), dolazimo do

fu, v)+f u-=0.

Prema tome, jednadina Fy u ovom slu¢aju moZe se svesti na jednadinu F,,
éije je opdte refenje funkcija (3.4.2). Buduéi da je ova funkcija zaista, pod
uCinjenim pretpostavkama, reenje jednaCine Fy i drugi deo teoreme 3.4.2, je
dokazan.

3.5. Funkcionalna jednaclina ¥,

Funkcionalnu jednadinu (3.1.1), kada je n=2m i k=2r, uz uslov

(3.5.1) F(Xgy X15 -5 Xgm—y)
= {f (x> X)—f(x3. X2) + [ (Xg5 Xs)— - -+ + [ (Xap-as Xar-8)—f (Xar—15 Xa,-2)}
AL Fars Xarr)—f (Xava5 Xapr2) + -+ (Kam—ss X4 m-3)—F Kam—15 Xam-2)}
sa nepoznatom funkcijom f:K2—K, zvaéemo: jednacina F,,. ‘
Teorema 3.5 1. — Opste reSenje jednacine ¥, je konstanta ili funkcija
(3.5.2) S, V=g@—g1 (g:K—K, pfoizvoljna Sfunkcija).
Dokaz teoreme 3.5.1. — Podelimo sve funkcije f:K2— K na dve klase:

Klasu C; u kojoj je f(u, =0 i klasu Cy u kojoj je f(u, u)#0.

U klasi C,; postoji za svako netrivijalno resenje bar jedan par brojeva
(@ b) (a, b€ K) takav da je f(a, b)70. Stavljajuci x,=u, x;=v, Xg,y—o=0 1
zamenjujuéi sve ostale promenljive sa a, dobijamo

f(a’ b) f(u’ V)_‘f(a’ b) f(us a) +f(aa b) f(v’ a): 0’
odnosno, uvodedi oznaku f(u, @) = —g (),

(3.5.3) S, v)=g()—g W
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U kiasi funkcija C, postoji bar jedan broj ¢ takav da je f(c, )70
(c €K). Smenom x;=u, X4,4;=u i zamenjujuéi sve ostale promenljive sa c, iz
jednaline F,, dobijamo

{fle, )y—f (e, P +2{f(c, )—=f(w, O} {f(c; )—f (¢, W)} +
+{f (e, )—fu, 0} =0,

odnosno
(3.5.4) fle, )+ f(u, 0)=2a,

gde smo stavili f(c, ¢) =«
Smena svih promenljivih osim x4,_5, X5,—1> X1r» Xarrq> 5@ ¢, kao i

Xap—2=Xgp1 = Xgp=Xgpp1 = U,
prevodi jednainu F;, u

—{f(ll, u)_“}2+{f(ca u)_f<u5 u)} {f(C, u)+f(u’ c)—z‘x}:(),

odakle, s obzirom na (3.5.4), nalazimo da je

(3.5.5) fu, uy ==

Najzad, stavijajuéi x,=X3=2X4,1;=X4,+3—¢ 1 zamenjujuéi sve preostale
promenljive sa u, buduéi da je f(u, v) =«, iz jednacine F,, dobijamo

S o)=f(c, uw
S, )= f(c, uy=ua.

Zamenjujuéi promenljive X3 1 X4,43 Sa U, X2, Xs,42 52 v a sve ostale
promenljive sa ¢ i vodeéi racuna o f(u, ¢)=f(v, ¢)=«, iz posmatrane jednaline

dobijamo
{f (@ V)—f(c 9}*=0,

tako da iz (3.5.4) sleduje

odakle proizilazi
(3.5.6) f(u, v)=a (=const).

Buduéi da su funkcije (3.5.3) i (3.5.6) zaista reSenja jednacine F,,, teore-
ma 3.5.1. je dokazana.



4. SISTEM FUNKCIONALNIH JEDNACINA KOJI
SADRZI JEDNACINU F ZA SLUCAJ n=2

4.1. Sistem funkcionalnih jednadina S

Sistem funkcionalnih jednadina

JCeys x9) f(x3, Xg) + f(x1, X3) f(Xa, Xo) + f (%1, Xa) [ (x25 X3)
+ o {g (X1, X2) (X3, Xa) + & (X1, X3) & (Xa, X2) +& (X1, X4) & (X2, X3)} =0,
(411) f(X10 X2) & (X3, Xg) +f (X105 Xg) & (Xas Xa)+ [ (xy, Xa) & (%2, Xs)
+g (X1, X2) f(Xz, Xo) + & (x5 X3) [ (Xa, Xo) + & (X1, Xg) (X2, X5)
4 B{g (X1, X2) 8 (X3, Xy) +g (X1, X3) g(Xa, Xo) + 8 (X1, X5) g (Xa, X)} =0
(f, g:R2->R, o, p &R date konstante), zvatemo: sistem S.
Ako uvedemo funkciju F relacijom
(4.1.2) Fu, v) = f (u, V) +% g U, v)
sistem jednacina (4.1.1) svodi se na
F(xy, xp) F(x3, Xa) + F(x1, X3) F(Xg, Xg) + F (X1, Xg) F(xa, X3)

+(%;+0€) {8 (x1s X2) & (x3, X0 + g (X1, X3) g (X X2) + & (X5 Xg) (X2, X5)} =0,

4.1.3
( ) F(xy, X2) g (X3, Xa) + F (xy, X3) & (Xa, Xo) + F (X1, X9) g (X2, X3)

+g(x15 x2) F(xsa X4) +g(x19 X3) F(X4, x2)+g(~x1’ X4) F(x29 X3):0-

Razlikovatemo sledeca tri slucaja:

1° Eﬂ:+oc20; 2° —f+oc:p2; 3° E+oc=~p2 (»>0).
4 4 4
Prvi slucaj: §+ a=0. U ovom slufaju prva jednaéinav sistema (4.1.3)
postaje
F(xy, X3) F(X3, X3)+ F(x1, X3) F(x3, x2) + F(x;, Xg) F(x2, %3)=0.
Opste reSenje ove jednaine, prema teoremi 1.1.1, je:

4.1.4) F(u, v =A{H, (w), K, ()} (H,, K;:R—R)
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gde su
(4.1.5) ) H )= g w=F®, u
F(a, b

proizvoljne funkcije i (@, &) (a, b € R) par realnih brojeva takav da je F(a, b)0.
Ako stavimo x;=a, xy=>b, X3=u, x4=v, druga jednafina sistema (4.1.3)
postaje

(4.1.6) F(a, b) {g(u, v)+H, () g(v, b) + H, (v) g (b, w)}
+g(a, b) {H (W) K, »)—K,(w) H, ()} —g (a, u) K, () + g (a, V) K, ()=0.

Za u=v=>b, buduéi da je H,(b)=1, K, (b)=0, iz (4.1.6) dobijamo
g(b, b)=0. Ako stavimo u=5, i iskoristimo jednakost g (b, b)=0, iz jednacine
(4.1.6) dobijamo
gb,M=-—g@b).

Uvodeéi oznake

g, =H, (), @V _k, ), £@D__;

F@b) F(a, b) ’
jednadina (4.1.6) dobija sledeéi oblik
@.1.7 g, v)=A{H ), kK, ()—H; ()} +A{K (), Kz (1)}

Najzad, na osnovu (4.1.4) i (4.1.7), iz (4.1.2) nalazimo
(@18) [ n)=A{H @, (i—g) K 0)+ =, )]+ A K @, K )}

Funkcije f i g date formulama (4.1.7) i (4.1.8) zaista su refenja sistema S.
Prema tome, u sluéaju %+a:0, formulama (4.1.7) i (4.1.8) odredene su sve
funkcije f i g koje su reSenja sistema S. Funkcije H,, H:, K|, K, koje se u
tim refenjima pojavljuju se proizvoljne funkcije koje R—R; k & R je proizvoljna
konstanta.

Drugi sluéaj: %+oc:p2 (p>0). Uvode¢i nove funkcije M i N pomoéu
formula
“4.1.9 M (u, v)=F(u, v)+pg (W, v), N(u,v)="Fu, v)—pg(u, v),
sistem (4.1.3) postaje

M (x1, x0) M(x3, Xg) + M (1, x3) M (X4, X2) + M (xy, Xg) M (X2, X3)
+ N (x;, xg) N (x3, Xa) + N (xy, x3) N (x4, x2) + N (x1, X5) N (xa, X3) =0,
(4.1.10)
M(xla x2) M(x:ia x4)+M(x1, x3) M(x49 x2)+M(~x19 x4) M(x29 x3)‘
—N (x5 X3) N(x3, X)) —N (x;, x3) N (x4, X2)—N (%, Xg) N (xz, x3)=0.

Uporedujuéi jednaline sistema (4.1.10), nalazimo

M (x;, x2) M (x5, xg) +M (x,, x3) M (xa, Xo) + M (X1, Xg) M (X2, x3)=0,
4.1.11)
N (x|, x3) N(x3, x4) + N (x;, x3) N (xa, X2) + N (x), X4) N (xz, x3)=0.
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Opste resenje ovog sis‘ema je
(4.1.12) M(u,v)=A{H,(u), K; (W}, N, v)=24{H,W), Ky ()},
gde su H,, H,, K,, K;: R— R proizvoljne funkcije.

Prema (4.1.12), (4.1.9) i (4.1.2), dobijamo

@1.13)  fu )= ?Zf‘ﬁ A{H, (), K, (")} + 3’;ﬂ A {H, (W), Kz (9},
r )4

@.1.14) g =i A{H, (), K, (v)}_zip A{H, (1), Kz ().

Funkcije (4.1.13) i (4.1.14) zaista su reSenja sistema S.

Dakle, opste reSenje sistem S, u slucaju —Bj+a:p2 (p>0), dato je ob-
rascima (4.1.13) i (4.1.14), gde su H,, H,, K1,4K2:Rff>R proizvoljne funkcije.

Tredi slucaj: g+0€: —p? (p>-0). Na osnovu smene {4.1.9), sistem (4.1.3)

postaje
M(xl’ x?) N(X3, X4) ‘*"M(xl’ x3) N(X4, x2) +]‘4(')617 x4) N(x‘&’ X3)

@.L15) + N (xy, X2) M (X3, xg) + N (x(, X3) M (x4. Xg) + N (X, X3) M (x2, x3) =0,
11
M(xls x2) M(X3, X4) +M(x17 .X3) M(X4, x2)+M(x1’ x4) M(XZ’ x3)

+ N (%15 X3) N (X3, X)) —N (x1, x3) N (x4, Xg)—N (x;, Xg) N (x2, x3) = 0.

Ako stavimo x, =X, =X3=X4=u, iz poslednjeg sistema dobijamo

(4.1.16) M@, uy =N, w), M@, v -N(@u, u=0,
odakle sleduje
4.1.17) M (u, uy=0, N (u, u)==0.

Neka je (a, b) (a, b € R) takav par brojeva da je M (a, b)#0. Sistem jed-
nacine (4.1.15) za x,=a, xa=>0, x3=u, x4=v daje

M(a, b)) N, v)+M(a, u) N@, b)+M(a,v) N, u)

+N(@a, b) M(u,v)+N(@a, ) M (v, by +N(a, vy M (b, u)=0,
M(a, b) M (u, v) +M'(a, W M@, b)+Ma,v) M(b, u)

—N(a, b)) N(u,v)—N(a, u) N(v, b)—N(a, v) N(b, u)=0.
Ako ovde stavimo v=b, na osnovu (4.1.17), dobijamo
Ma, b) {N(u, b))+ N (b, u)} + N(a, b) {M (u, b))+ M (b, y)=0,
M (a, b) {M (u, b)+ M (b, u)}—N (a, b) {N (u, b) -+ N (b, w)} =0.
U sludaju N (g, b)=0, iz (4.1.19) nalazimo

(4.1.20) M (u, b) = —M (b, 4), N(u, b)=—N (b, u).

Ako je N(a, b)#0, jedna jednostavna kombinacija jednalina sistema
(4.1.19) dovodi do

(M2 (a, b)+ N2 (a, b)} {M (u, b) + M (b, w)} =0.

(4.1.18)

(4.1.19)
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Kako je M2(a, b)+ N2(a, b)>0, odavde proizilazi M (u, b)= —M (b, u).
Na osnovu dobijene jednakosti iz (4.1.19) dobijamo

M{(a, b) {N @, b)+N(®b, u)}=0
odnosno
N(u, b)=—N (b, u).

Prema tome, pokazali smo da (4.1.20) vaZi u svim moguénostima.

U sluéaju N (a, b)#0, jednostavna kombinacija jednaina (4.1.18) daje
4.1.21) M @u, v)=A{H, (), gK, (") +rK; (")} + A{H; (W), rK; »)—qK, ()},
sa oznakama

M(a, uy=H, (W), N(a, uy=Hy (), M (b, w)=K, (), N(b, u)=K, (v);

M (a, b) N(a, b)

M@, B+ N @ b)  M?(a b)+N?(a b)

(4.1.22)

Ako je N(a, b)=0, iz (4.1.18) neposredno dobijamo (4.1.21).
Koriste¢i (4.1.21) i oznake (4.1.22), iz (4.1.18) nalazimo

(4.1.23) N, v)=A{H (1), qK; (") —rK, (")} + A {H; (), gK, (v) +rK; ()}
Zamenjujuéi (4.1.21) i (4.1.23) u (4.1.9) i (4.1.2), dolazimo do

(4.124)  fu,v)=A { H, (u), 2p@=—n—f@=n) K () L 2PN R K, (v)}

4p 4p
+ A {Hz (u)’ 2[7 (q+")ﬁB (q'{ V)‘ Kl (V) __%{7_(‘7“"’)4‘{5(‘1_’) K2 (v)} ,
4p 4p
(4.1.25) g (u, ¥)=A {Hl W, Lk () + L K (v)]
2p 2p
FA(H @, K0 = Ky (v)}.
2p 2p
Funkcije (4.1.24) i (4.1.25) su reSenja sistema (4.1.1).
2
Prema tome, opste reSenje sistema S, u slucaju %4—0(: —p? (p>0), dato

je formulama (4.1.24) i (4.1.25) pri ¢emu su H,, Hy, K;, K;: R— R proiz-
voljne funkcije; ¢, r (€ R) su proizvoljne konstante.

Na osnovu izioZenog imamo sledeéi rezultat:

Teorema 4.1.1. — Opste reSenje sistema S odredeno je slededim
Sformulama:

1° (4.1.7), (4.1.8) u slucaju %Zﬂzo,

2° (4.1.13), (4.1.14) u slucaju %z+oc=p2 (p=>0),

3 (4.1.24), (4.1.25) u slucaju %+a=~p2 (p>0);

H,, H,, K;, K;:R—R su proizvoljne funkcije, k, q, r (k,q,r ©R) su
proizvoline konstante.



5. NEKA OTVORENA PITANJA T MOGUCNOSTI
DALJIH GENERALIZACLJA

5.1. Neka otvorena pitanja

1. Jednadina F, u potpunosti je refena samo u sluajevima n=2 i n=23.
U ostalim slufajevima navedena su neka njena partikularna refenja. Prema
tome, ostaje otvoreno pitanje opSteg reSenja jednacine Fy za n>3.

2. Jednalina F za slu¢aj n=2 pripada i sledecoj klasi funkcionalnih jed-
nadina:

n
Z f(xl, X2y o ooy X1, xn+i) f(xn+i+1’ Xptit2s oo X2p—1+i» x2n+i):0
i=1

pri emu je x=x,_,—, za k>2n.

Opste refenje ove jednadine nije poznato.

3. Za jednadinu Fj; ostaje da se dokaZe ili opovrgne postavljena hipoteza.
Isto tako, u sluéaju kada pored trivijalnih postoje i druga refenja ove jedna-
line, ostaje otvoreno pitanje §ta je opSte reSenje te jednaline.

4. Za jednadinu F,, u sluaju n—k=2m ostaje otvoreno pitanje opsteg
reSenja.

5.2. Mogucnosti daljih generalizacija

1. U jednom radu (videti: [6]) sa prof. D. S. Mitrinoviéem i S. B. Prefiéem
posmatrali smo slede¢u funkcionalnu jednadinu

F(xy, Xa, X35+« + s Xyets X))+ F (X1, X3, Xay + .., X, Xg)
+ o (X, Xyy Xay oo vy Xp—gy Xy} =0
gde je .
Fug, ug, tg, ..., Uy, U,)
= flu, g (s - Upr)) { S (82 Upis + -+ s Upigin)s 8 Upigras - - -5 Uy))
+ (83 Wpras <+ o Upgrir)s 82 Upprta: - - - Up))}
T (ugs ga (s s ug ) { F (81 (Ugnas - - s Upigrs)s 83 (Uptgtzs -+ -5 Un))
+f(8s Wgras - s Ugirir)s 81 (Ugarszs - - -5 Un)}
+f (s 8 (U, o s U )) { S (& Urras - Uptrir)s 82 (Uptrtas - oo s Un))

+ (82 (Upsas - - s Ugirin)s &1 (Ugrrsas - s U))}
(p+qg+r=n—1).
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Ova jednadina predstavlja jednu generalizaciju jednaline F za slutaj n=2.
Moguée je posmatrati analogne generalizacije za funkcionalne jednacine koje su
ovde refavane (npr. jednadine F,, F, itd).

2. Interesantno bi bilo reSiti slede¢u funkcionalnu jednadinu:
251 f(xl’ X2, X3) f(x4a X5, x6)+°‘2 f(xlﬁ X2, x4.) f(X5, X65 X3)
+ag f (%1, Xa, X5) £ (X6, X3, Xa) + g f(X1, X2, Xg) [ (X5, X4, X5) =0,

koja predstavlja jednu od moguéih generalizacija jednaline F, za sludaj n=3.
Primetimo da ova jednadina ima i drugih reSenja osim trivijainih samo
ako je ispunjen uslov:

oy, o Oy oy

%, O3 &g o
=0.

ag o, o o,

Oy Up X, Oy

3. Narodito je veliki broj mogucih generatizacija kod jednacina F,, Fj,
F, i F,,. Funkcionalna jednacina (5.1.1) u kojoj je funkcija F umesto formule
(5.1), data na sledeéi naéin

F(x()s Xis oo s x4m—1)
= {f(uo’ V)hf(vl’ ul) +f(u2a v2)_ t +f(u2r—2’ v2r—2)—f(v2r—1’ qu—])}
X {f(wo’ Zo)—"f(zl, wl) +oee +f(w2m—2r725 Z2m—2r—2)_f(v2m—2r—ls W2m—2r~1)}

K22 K; u; € {xg, Xoy o+ oy Xapa)y ViE{X, X3, .05 Xgpeyp (=0, 1,...,
2r—1); Wje {x4ra Xgr+2s -+ X4m_2}, Zj < {x4r+1, Xgr43s -+ > x4m—1}
G=0,1,...,2m—2r—1); uy#ug, Vva Vg, Wa 7= Wp, Zg 7 23 2a a7P).

sadrZi u sebi kao partikularan siucaj jednaéinu F,. Funkcija f(u, v)=g () —g@®)
i f(u,v)=C (=const) refenja su i ove jednaline ali ostaje otvoreno pitanje
takvih resenja.

4. U jednaCinama F,, F,, F, i F, svaku funkciju f moZemo zameniti
sa «y f (¢, konstanta koja se menja od c¢lana do &lana) i postaviti problem
reSavanja takvih opstijih jednadina. Primer jedne takve jednacine je slucaj kada
je funkcija F data sledeéim izrazom (videti: [5]):

F(xg, X1, « . - Xgp—1)
= {f (X0 X)) Ff (X2, X3) + - -+ +f (Xak—2, Xoi—1)}
X {og f (ks )+ f Kopqrs W)+ - o+ +%epet [ Knmkt1s Un—ik—1)}>

sa u, = Xa,_y_; (v=0,1,...,n—k—1). Takva funkcionalna jednalina ima
kao reSenje funkciju f(u, v)=g (u)—g (¥), medutim nije poznat karakter takvog
reSenja.

5. U vezi sa sistemom jednadine S moguce je postaviti problem: Ispitati
sistem u kome se umesto ¢'anova oblika

Ji(xX1, x2) £ (X3, X9 + fi (xis X3) £ (Xas Xo) + 1 (%15 X0) f (X2, X3)

pojavljuju neki drugi izrazi koji udestvuju u nekoj od posmatranih jednagina.
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6. Primetimo najzad sledece. U svim funkcionalnim jednadinama koje smo
posmatrali nepoznata funkcija je bila kompleksna funkcija kompleksnih pro-
menljivih (izuzev jednaline Fs; i sistema S, gde su nepoznate funkcije bile
reaine funkcije realnih promenljivih). Moguéno je posmatrati i druge siucajeve.
Tako, na primer, interesantno je reSiti sledeu jednadinu

F(X, Y) F(U, V)+F(X, U) F(V, Y)+F(X, V) F(Y, U)=0

gde su X, Y, U, V, F matrice, kao 1 odgovarajuée jednaCine za F,, F; itd.
Isto tako, interesantan je slufaj kada su X, Y, U, V, F vektori.
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Résumé

SUR CERTAINES EQUATIONS FONCTIONNELLES DU SECOND DEGRE
Petar M. Vasié

Ce travail contient les chapitres suivants:

0. Introduction;

1. Généralisation de certains résuitats de D. S. Mitrinovié¢ et S. B. Presi¢;
2. Une classe d’équations fonctionnelles cycliques;

3. Quelques équations fonctionnelles cycliques du second degré a pro-
priétés curieuses;

4. Un systéme d’équations fonctionnelles qui contient 1’équation F pour
le cas n=2;

5. Certaines questions ouvertes et possibilités pour les généralisations
ultérieures;

6. Bibliographie.

0. Dans lintroduction nous avons cité les plus importants résultats et
leurs rapports avec les résultats connus.

1. Dans la premiére partie on a donné certaines généralisations de 1’é-
quation fonctionnelle (1.1.1) suivie de (1.1.2) (équation F) pour laquelle D. S.
Mitrinovi¢ et S. B. Presi¢ ont démontré (voir [2]) que la solution générale
est la fonction (1.1.3) dans le cas ol n=2 et (1.1.4) dans le cas o0l n>2
(g, h: K— K sont des fonctions arbitraires; K, ensemble des nombres complexes).

La premiére généralisation de 1’équation F est 1’équation fonctionnelle
(1.1.5), ou la fonction F est donnée par (1.1.2), «;(i=1,2,..., 2n—1) étant
des constantes complexes, non toutes nulles. La solution générale de cette équa-
tion (équation F,) est: '

2n—1
1° La fonction (1.1.6) dans le cas ol z o;=0, (n=2);
. i=1

2° La fonction (1.1.3) pour n=2 et (1.1.4) pour n>>2, dans le cas ol
w=ay= =g, (0);

3° La fonction (1.1:4), dans tous les autres cas.

Si 'on aoy=o0y= - - =ag, 1 (#0), ’équation F; se rameéne a I’équation F.

Dans [12] nous avons résolu I’équation F, pour le cas n=2.

Une deuxiéme généralisation se rapporte a4 ’équation F dans le cas ou
n=2; nous y avons considéré ’équation (1.2.3) (équation F,) qui se raméne a
Péquation F si 'on a n=2.

L’¢quation (1.2.3) est complétement résolue dans le cas ol n=3. Alors,
la_ solution la plus générale est déterminée a l'aide de (1.2.7) et (1.2.8) (F. G,
F,, F,, F,, ¢étant des fonctions quelconques).
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Dans le cas général, nous avons démontré que la fonction (1.2.4) est une
solution particuliere de I’équation F,. Cette solution est en méme temps la
solution générale dans la classe de tous les fonctions ayant la propriété (1.3.24).

La troisiéme équation (équation F3) traitée dans le premier chapitre, &
savoir (1.3.4), 6;; est un opérateur défini par (1.3.3) et

k—1
F(xla Xgs o v vy xkn): H f(xm'-l-l’ Xnit2s «« + s X,”-.T*.")
i=0

(f: K"K, n>1).

Cette équation qui généralise I’équation fonctionnelle F, a pour solution

générale une fonction de méme structure que la solution générale de ’équation F.
On a démontré que la solution générale de I’équation F; est (1.3.5) dans le
cas k>2 et (1.36) dans le cas k=2 (F,, Fy, ..., F,: K— K sont des fonctions
quelconques). .
i Si I'on a n=2, ces solutionssont identiques & celles de I’équation F.
Etant donné que la fonction f, la solution de I’équation F3, posséde la pro-
priété formulée par (1.3.24), on peut réduire P'équation F;, pour n=2, a
Péquation F.

Dans ie méme sens, 'équation (1.3.4) est une généralisation de I’équation
(1.3.1) de Carlitz (voir [1]).

Pour I’équation F;, dans le cas k=2, voir [9] et [10].

2. Dans le deuxieme chapitre on a consideré T’équation fonctionnelle
cyclique (2.1.1), suivie de (2.1.2) (f:K2—K; v, nombres nonnégatifs différents)
(équation Fy).

Pour v;=0, nous avons démontré que la solution générale est:

La fonction (2.1.4) s' I'un des six conditions 1°—6° est remplie;

La fonction (2.1.5) si 'un des six conditions 7°—12° est remplie;

La fonction (2.1.6), dans tous les autres cas.

Dan le cas ou v;#0 (i=1, 2, 3, 4), I’équation F, n’est pas completement
résolue. Ici nous n’avons traité que le probléme de V’existence de la solution
non triviale dans le cas oll /:RZ— R (R ensemble des nombres réels) (équation
¥;). En liaison avec I’équation F; nous avons donné les conditions nécessaires
pour lexistence des solutions non triviales: Il faut que (2.2.8) ou (2.2.10) soit
valable.

On a démontré également que chaque solution en question posséde la
propriété (2.2.11). Enfin, nos avons admis hypothése que I’équation F; posséde
des solutions non triviales si, et seulement si, on a (2.2.13) ou (2.2.14).

3. Dans le troisiéme chapitre nous avons étudié quelques équations con-
struites en partant de P'équation (3.1.1) avec (3.1.2), par la permutation des
variables et par le changement de signes, d’apres une loi fixée.

La solution générale de I’équation (3.1.1), suivie de (3.1.2) (équation F),
déterminée dans [1], est (3.1.3).

Nous avons démontré que la solution générale de I’équation (3.1.1) avec
(3.2.1) (équation F;) est réprésentée également par (3.1.3).

L’équation fonctionnelle suivante, considérée dans ce chapitre, est (3.1.1)
avec (3.3.1) (équation Fg). On a démontré que 1’équation F,, dans le cas ou
k=2m—1, a comme solution générale la fonction (3.3.2), tandis que dans le
cas k=2m sa solution est (3.3.2) ou f(u,vV)=h(» (h:K— K une fonction
quelconque).
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Relativement a 1’équation (3.1.1), dans le cas ou la fonction F a la forme
(3.4.1) ('équation Fy) nous avons détérminé la solution générale seulement pour
n—k=2m+ 1. Alors, la solution générale a la forme (3.4.2). Nous avons
indiqué quelques solutions particuliéres pour n—k=2m+ 1.

Finalement, pour I’équation (3.1.1), suivie de (3.5.1) (équation F,}), nous
avons ¢tabli que la solution générale est soit (3.5.2) soit une constante.

Les équations construites en partant de I’équation Fg par la permutation
des variables sont analysées pour la premiére fois dans 1’article [7]. Les résul-
tats donnés ici représentent une généralisation et des développements des résul-
tats donnés dans [7].

L’équation F, a été résolue dans [7].

En partant de Fg, pour u;=xp;1; (i=0,1,..., k—1)etv,=x3;.5 (j=0,
1,...,k—2), on obtient 1’équation laquelle a été résolue dans l'article cité.
Pareillement, pour v;=Xasji2;, Wi=Xox12;41 (=0, 1,...,n—k-—1), & partir

de F, no obtient une équation de [7]. L’équation F,, apparait ici pour la
premiére fois.

4. Dans ce chapitre nous avons résolu le systeme (4.1.1) (systéme S) qui
2
a trois types des solutions suivant que 74—0& est positif, négatif ou zéro.

Le systétme S se raméne a [équation F, dans le cas ol n=2, si on
pose g=0. v
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