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R oznaeava skup realnih brojeva.
K oznacava skup kompleksnih brojeva.
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1. Generalizacije nekih rezultata D. S. Mitrinovica i S. B. Pesica;
2. Jedna klasa kvadratnih ciklicnih funkcionalnih jednacina;
3. Neke kvadratne funkcionalne jednacine sa interesantnim osobinama;
4. Sistem funkcionalnih jednacina koji sadrZi jednacinu F za slucaj n = 2;
5. Neka otvorena pitanja i mogucnosti daljih generalizacija;
6. Bibliografija.

1. U prvom poglavlju date su neke generalizacije funkcionalne jednacine
(jednacina F):

(0.1) F(x], X2, Xa, . . . , X2n-l, X2n) +-F (Xl' xa, X4, . . . , x2n, X2)

+- . . . +-F(xu x2n, X2, ..., x2n-2, X2n-I)=0

gde je funkcija F data formulom

(0.2)
n

F(XI' X2, Xa, . . . , X2n-l, X2n)= I1f(X2k-I, X2k)
k=l

D. S. Mitrinovic i S. B. Presic dokazali
nacine (videti: [2])

(0.3) f (u, v) = g (u) h (v)-g (v) h (n)

(0.4) f (u, v) = 0

su da je opste resenje ove jed-

za n = 2,

za n> 2,

gde su g, h: K - K proizoljne funkcije.
Prva generalizacija koja je data za jednacinu F je funkcionalna jednaCina

(0.5)

u kojoj je funkcija F definisana formulom (0.2); 0(1, 0(2, . . . , 0(2k-1 E K su pro-
izvoljne konstante od kojih sve nisu jednake nuli. Ova funkcionalna jednacina
(jednacina F1) ima, kao sto je u radu dokazano, sledece opste resenje:

2n-l
IOU slucaju 2: O(j = 0 (n> 2) funkciju

j~l

(0.6) f (u, v) = g (u) g (v) (g: K-K proizvoljna funkcija);

2~ U slucaju 0(1 = 0(2 = . . . = 0(2n-l za n> 2 funkciju (0.4), a za n = 2 funkciju
(0.3); 30 U svim ostalim slucajevima funkciju (0.3).
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Za IX1= IX2= . . . = IX2n-1'jednaCina F1 svodi se na jednacinu F.
U vezi sa jednaCinom F 1, za slucaj kada je n = 2, videti clanak [12].
Druga generalizacija odnosi se na jednacinu F u slucaju n = 2. Jednacina

koja je analizirana (jednacina F2):

(0.7)
n

2:
(-I)ni {f(X1, X2, ., ., Xn-1' X,,+i)

i=O

(f:K"--'tK; xk=xk-n-1 za k>2n) svodi se na jednacinu F kada je n=2.
Jednacina (0.7) u potpunosti je resena ako je n = 3. Njeno opste resenje

u tom slucaju je

(0.8)

(0.9)

feu, v, w) = F(w) {F(u) G (v) +F(v) G (u)},

feu, v, w) = Ll{Fdu), F2 (v), F3 (w)}

gde su F, G, F1, F2, F3: K--'tK proizvoljne funkcije.
U slueaju proizvoljnog n dokazano je da je funkcija

(0.10)

(Fi: K-) K proizvoljne funkcije) partikularno resenje jednacine F
2'

Ovo resenje
je istovremeno opste resenje u klasi funkcija f koje imaju sledecu osobinu:

(0.11 ) f(Xl, . . ., Xi-1, Xi' Xi+l, . ., , Xj-1, Xj' Xj+1, . . ., Xn)

=:c-f(X1"'" Xi-1, Xj, XH1"'" Xj-1, Xi' XJ+1"'" Xn)

(1 <. i<j<. n).

o rezultatima koji Su u vezi sa jednacinom F2 videti clanak [11].
T,reca jednaCina koja je posmatrana u ovom poglavlju (jednacina F3):

(0.12)
kn

F(Xl' X2, X3"'" Xkn) = 2: 6n,vF(xJ,X2"" ,xn-l,xn,Xn+b'" ,Xk")
v=n+l

gde je 6i,j operator koji vrsi razmenu argumenata na i-tom i j-om mestu u
funkciji F i

(0.13)
k-l. F (Xl, X2, . . . , Xkn) = TI f(XnH1, XnH2, . . . , X"Hn),
i=O

generalise jednacinu F u tom smislu sto kao opste resenje ima funkciju iste
strukture kao i opste resenje jednacine F. Dokazano je da je opste resenje
ove jednaCine funkcija (0.10) kada je k = 2, odnosno (0.4) za k> 2. Ako je
n = 2 .ova resenja su identicna sa resenjima jednaCine F. Buduci da funkcija f,
resenje jednaCine F3 ima osobinu (0.11), ova jednaCina moze se za slucaj n = 2
transformisati na jednacinu F.

.;Jednacina F3 generalise u istom: smislu i Carlitzovu jednacinl;1 (videti [1]):

(0.14) f(X1, X2, X3) f(X4, xs. x~) + f(X2, Xl' X4) f(X3, xs, X6)

+f(Xl, X2, xs) f(X3, X4, X6) + f(X2, Xl' X6) f(X3, X4, xs) = 0

na koju se za slucajn = 3, k = 2, moze transformisati.
Rezultati koji su u vezi sa jednacinom F3 za slucaj k = 2, objavljeni su

u clancima [9( i [10].



1° 2p=q+r-n, 2n=3r-3p (p<q<r);

2° 2 p = q + r + n, n=3p-3r (q<r<p);

3° 2p=q+r, n=3p-3r (r<p<q);

4° 2p=q+r-n, n= 3 r-3p (p<r<q);

5° 2p=q+r, n = 3 r- 3p (q<p<r);

6° 2 p = q + r + n, 2n=3p-3r (r<q<p).

(0.18) feu, v) = g (v)-g (u) (g: K-K proizvo1jna funkcija)

u slucaju kada je zadovo1jen jedan od sledeCi sest uslova:

7° 2p= q+r-n, 2 ni=3 r-3 p (p<q<r);

8° 2p = q + r + n, ni=3p-3r (q<r<p);

9° 2p=q+r, ni=3 p-3 r (r<p<q);

10° 2p=q+r-n, ni=3 r-3 p (p< r<q);

11° 2p=q+r, ni=3r-3p (q<p<r);

12° 2p=q+r+n, ni=3 p-3 r (r<q<p).

o nekim kvadratnim funkcionalnim jednacinama 5

2. U drugom poglavlju posmatrana je ciklicna funkcionalna jednacina

(0.15)

gde je

(0.16)

(f: K2 -> K; Vi medusobno razliciti celi nenegativni brojevi < n).

Jednacina (0.15) uz uslov (0.16) za slucaj '11=0, V2=P, V3=q, v4=r, U
potpunosti je resena. Opste resenje ove jednacine je

(0.17) f(u,v) =g(u) h (v)-g (v) h(u)

(g, h: K-K proizvoljne funkcije) u slueaju kada p, q, r, n zadovoljavaju jedan
od sledecih sest uslova:

U svim ostalim slucajevima jedino resenje je (0.4).
Rezultati koji stoje u vezi s ovom jednaCinom objavljeni su u clanku [8].
Slucaj kada je vii=O (i = 1, 2, 3, 4) (jednacina Fs) nije potpuno resen. U

ovom radu tretirano je sarno pitanje kada jednaCina Fs ima i netrivijalnih re-
senja i to u slucaju kada je nepoznata funkcija f: R2 - R. U vezi jednaCine F s
dati su potrebni us10vi da bi postojala netrivijalna resenja: mora biti ispunjen
jedan od sledeca tri us1ova:

1° 2r-1=p (mod n), p+q-l;/=r (mod n), r+q-p;/=p (mod n);

2° r+q-p=p (modn), p+q-1;/=r (modn), 2r-l;/=p (modn);

3° p + q-1 =r (mod n), 2 r-1 ==p (mod n), r +q-p=p (mod n).
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Pri tome dokazano je da sva resenja jednacine Fs imaju osobinu

lex, y) + fey, x) = o.

Takode je iskazana hipoteza da jednaCina Fs ima netrivijalnih resenja
tada i sarno tada ako vafi jedan od sledeca dva uslova:

1° 2r-l==p (mod n),

2° q + r-p==p (mod n),

2 q-I =p (mod n);

r+q-2==0 (modn).

3~ U trecem poglavlju posmatrane su neke funkcionalne jednaCine koje
nastaju iz jednacine

(0.19) F(xo,
Xl"'" X2n-l)+F(xo, X2, Xs,..., X2n-l, Xl)

+. . . +F(xo, X2n-l, X), X2,"" X2n-2)=0,
gde je

(0.20)

{J(Xo, Xl) + !(X2, XS)+ . . . + !(X2k-2, X2k-l)}

X {!(X2b X2k+1) + !(X2H2, X2HS) + . . . + !(X2n-2, X2n-l)}

(f: KL~ K; n> 2) permutovanjem argumenata i promenom znakova u (0.20)
po utvrdenim zakonima.

Jednacinu (0.19) sa uslovom (0.20) (jednaCina Fa) resili su D. S. Mitrinovic
i S. B. Presic i dokazali su da je njeno opste resenje funkcija (0.18).

U ovom poglavlju dokazano je da je opste resenje funkcionalne jednacine
(0.19) uz uslov

(0.21)

V(Xo, uo) + !(X2, u)) + . . . + !(X2k-2, Uk-l)}

x {!(X2b Vo)+ !(X2H2, Vl) + . . . + !(X2n-2, Vn-k-l)}

(UjE {Xl' XS' XS,..., X2k-l} (i=O, I,..., k-l), ViE{X2k+l,X2k+S,'" ,X2n-l}

(j=0, 1, ...,n-k-l); uv=l-UI! i vv=l-VI! za v=l-[J-)

(jednacina F 7) takocte funkcija (0.18).

Sledeca funkcionalna jednacina koja je u ovom poglavlju posmatrana je
jednaCina (0.19) uz uslov

(0.22) F(xo, Xl' . . ., X2n-l)

= {J(XO' Uo)-!(U], Vo)+ !(Vl, U2)-!(US, V2)+ ~. . +!(Vk-S, Uk-2)-!(Uk-l, Vk-2)}

X {J(X2b Wo)+ !(X2k+2, Wl) + . . . + !(X2n-2, Wn-k-l)} (k parno),

= {J (Xo, UO)- !(Ul, VO)+ [(Vl, U2)- . . . -! (U~-2' Vk-S) + !(Vk-2, Uk-I)}

X {!(X2k' WO)+!(X2k+2, Wl)+'" +!(X2n-2, Wn-k-l)} (k neparno)

(!: K2-~K; Uj E {Xl' XS,. . . , X2k-l} (i= 0,1,..., k-l), viE {X2, X4,"', X2k-2}

(j=0, 1, ..., k-2) Wv E {X2Hl, X2k+s, ..., X2n-l}

(v = 0, 1, . . . , n-k-l); Ua =I-Up , Va =I-Vp, Wa =I-Wp ako je IX=I-~).
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Dokazano je da ova funkcionalna jednacina Uednacina Fs) u slucaju

k = 2 m-I ima kao opste resenje funkciju (0.18), dok je u slucaju k = 2 m

njeno opste resenje funkcija (0.18) ili funkcija oblika ! (u, v)= h (v),gde je h

podesno izabrana funkcija.

Funkcionalna jednacina (0.19), kada je F dato formulorn

(0.23)

{J (xo, uo)+ ! (X2, UI)+ . . . + ! (X2k-2, Uk-I)}

x {J(vo, WO)-!(Wl,VI)+!(V2, W\\)-.. ,-!(Wn-k-2,Vn-k-2)

+ !(Vn-k-b Wn-k-I)} (n-k = 2 m + 1),

{J(xo, Uo)+ !(X2, UI) + . . . + !(X2k-2, Uk-I)}

(n-k=2m)

(v = 0, 1, . . . , n-k-I); Ua.i= UI3, Va.i= VI3, Wa.i=WI3ako je ()( i=~)

(jednaCina F9) nije potpuno resena, ve6 je opste resenje odredeno sarno u slu~
caju n-k=2m+ 1. Tada je opste resenje funkcija (0.18). Kada je n-k=2m,
navedena su sarno neka partikularna resenja ove jednaCine.

Najzad, dokazano je da je za funkcionalnu jednacinu (0.19) kad'i je F
dato na sledeCi nacin (n = 2 m, k = 2 r)

(0.24)

{!(xo, XI)-!(Xa, X2) + !(X4, xs)-' . . + !(X4r-4, X4r-a)-!(X4r-l, X4r-2)}

X {!(X4r, X4r+1)-!(X4r+3, xtrH) + . . . + !(X4m-4, X4m-a)-!(X4m-l, X4m-2)}

(jednacina F10) opste resenje funkcija (0.18) ili konstallta.

Jednacine koje nastaju iz jednaCine F6 perrnutovalljern argurnenata, prvi
put su analizirane u clanku [7] koji su objavili D. S. Mitrinovic i P. M. Vasi6.
Rezultati koji su ovde dobijeni su generalizacija i prosirenje rezultata iz nave-
denog clanka.

JednaCina F7 resena je u clanku [7].

Iz jednacine Fs za Ui=X2i+1 (i=0,1,...,k-I) i Vj=X2jH (j=0, 1,
..., k-2) dobija se jednacina koja je resena u citiranom radu.

Slicno, za Vi= X2k+1;, Wi= X\\kH i+1 (i ~c 0, 1, . . . , n-k-l) iz jednaCine
F9 dobija se jednacina koja je analizirana u clanku [7].

Jednacina Flo prvi put se pojavljuje u ovorn radu.

4. U ovom poglavlju resen je sledeCi sistem funkcionalnih jednaCina
(sistern S):
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I (x] , X2) I(xs, X4) + I(XI, XS) I(X4, X2) + I(XI, X4) I(X2, XS)

+ IX{g (Xl, X2) g (XS, X4) + g (Xl' XS) g (X4, X2) + g (Xl, X4) g (X2, XS)} = a,

I(XI, X2) g(xs, XJ+/(XI' Xs) g(X4, x0+/(XI, X4) g(X2, Xs)

+ g (Xl> X2) I(xs, xJ + g (Xl, X3) I(X4, X2) + g (Xl, xJ I(X2, Xs)

+ ~ {g(Xl> X2) g(xs, X4) + g(XI, Xs) g(X4' X2) + g(XI, xJ g(X2, Xs)} = a.

Ovaj sistem ima tri tipa resenja u zavisnosti od toga da Ii je
[32

+ IX po-
4

zitivno, negativno ili nula.
Sistem jednacina S sadrzi jednaCinu F za slucaj n = 2. Jedno resenje toga

sistema dobija se kada se stavi g=oa i odredi funkcija I iz jednacine F.
5. U ovom poglavlju navedena su pitanja koja ostaju otvorena i odnose

se na jednacine F, F2, Fs i F9'
Takode, navedeno je vise pravaca u kojima je moguce vrsiti generalizacije

rezultata koji su dobijeni u ovom radu.

6. U bibliografiji literatura je podeljena na dva dela: a) Citirani radovi,
b) Ostala literatura.

U prvom delu po azbucnom redu navedeni su cIanci koji su upotrebljeni
pri izradi ovoga rada, a u drugom delu, takode azbucnim redom, nabrojana
je ostala koriscena literatura koju nije bilo neophodno citirati u samom radu.

Na kraju, zelim da izrazim zahvalnost profesoru D. S. Mitrinovicu koji
me je uputio u naucni rad i za vreme izrade ovoga rada dao niz korisnih
saveta i sugestija.

Takode zelim da se zahvalim D. Z. Dokovicu i S. B. Presicu koji su
procitali neke delove ovog rada.



1. GENERALIZACIJE NEKIH REZULTATA

D. S. MITRINOVICA I S. B. PRESICA

1.1. Funkcionalna jednacina F]

Funkcionalnu jednaCinu

(1.1.1) F(x], X2, X3,"" X2n-], x2n)+F(x], X3, X4, ..., X2n, X2)

+ . . . +F(Xlo x2n, X2, ..., X2n-2, X2n-])=0,
gde je

(1.1.2)
n

F(Xl' X2, X3, . . . , X2n-] X2n) = II f(X2k-], X2k)
k~1

zvacemo jednaCina F.
Za jednacinu F, D. S. Mitrinovic i S. B. Pre sic dokazali

zuhat (videti: [2]):

T e 0 rem aLl. 1. - Opste resenje jednaCine F je

su sledeCi re-

(1.1.3)

(1.1.4)

f(u, v)=g(u) h(v)-g(v) h(u)

f(u,v)=O

za n = 2,

za n> 2,

gde su g, h: K2 -~>K proizvoljne funkcije.
Funkcionalnu jednacinu

(1.1.5) 0(1 F(x], X2, X3,"', X2n-1, X2n)+0(2F(x], X3, X4,..., X2n, X2)

+ . . . + 0(2n-] F (X], X2n, X2, . . . , X2n-2, X2n-1) = 0,

gde je F dato relacijom (1.1.2) i O(], 0(2' ..., 0(2n-] E K parametri od kojih svi
nisu jednaki nuli, zvacemo: jednacina F. Kada je 0(1=0(2=0(3= . . . =0(2n-],
jednacina F1 svodi se na jednacinu F.

Za jednacinu F] dokazacemo sledeCi rezultat:

T e 0 rem a 1. 1. 2. - Opste resenje funkcionalne jednaCine F] u slucaju
2n-1

l' 0(;= 0 je
i::t

(
1.1.6) f(u, v)=g(u) g(v) (n;> 2).

Ako je O(]= 0(2= . . . = 0(2n-] (:~O), njeno opste resenje je funkcija (1.1.3)
zan=2, odnosno (1.1.4) za n>2.

U svim ostalim slucajevima opste resenje je (1.1.4).
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Funkcije g, h: K2-tK koje se pojavljuje u opstim resenjima su proizvoljne
funkcije.

Dokaz teoreme 1.1.2. -- Dokazimo prvo teoremu za slucaj n = 2 (videti:
[12]). Tada jednaCina FI glasi

(1.1. 7) ~l f(XI' X2) f(X3' X4) + ~2 f(XI, X3) f(X4' X2) + ~3 f(XI' X4) f(X2' X3) = O.

Ako u jednacini (1.1. 7) cik1icki permutujemo promen1jive X2' X3, X4
dobijamo

(1.1.8) ~l f(Xb X3) f(X4, X2) + ~2 f(XI' X4) f (X2' X3) + ~3 f(XI, X2) f (X3, X4) = 0,

(1.1.9) ~l f (Xl' X4) f(X2, X3) + ~2 f(XI, X2) f(X3, X4) + ~3 f (Xl' X3) f (X4, X2) = O.
Sistem jednaCina (1.1.7), (1.1.8) i (1.1.9) je sag1asan ako i samo ako je

ispunjen us1ov:

(1.1.10)

0(1 0(2 0(3

0(3 Q(, 0(2 ~o.

U svim osta1im slucajevima opste resenje [unkcionalne jednaCine (1.1.7) je

f(u, v)=,O.
Iz (1.1.10) sleduje

(1.1.11) (~l -f- ~2 + ~3) {(~1-~2)2 + (~2-~3)2 -I- (~3 -~1)2} = O.

Ispitacemo slucajeve:

Prvi slucaj: ~l + ~2 + ~3 = 0 pri cemu je ~l = ~2 (#0); tada je uslov (1.1.10)
ispunjen. lednaCina (1.1.7) je oblika'

(1.1.12)

Ciklicki permutujuCi promenljive X2, X3, X4, iz ove jednacine nalazimo

(1.1.13) f(XI' X3) f(X4, X2) + f(XI' X4) f (X2, X3) = 2 f(Xl' X2) f(X3' X4)'

Eliminisuci iz jednacina (1.1.12) i (1.1.13) clan

f (Xl, X2) f (X3' X4),
dobijamo jednacinu

(1.1.14)

Za svako netrivijalno resenje jednacine (1.1.12) postoji najmanje jedan
par kompleksnih brojeva (a, b), takav da je f(a, b)#O.

Stav1jajuCi Xl = a, X2= U, X3= V, X4= b, jednaCina (1.1.14) postaje

( 1.1.15) f(a, b) f(u, v) = f(a, v) f(/;J, u).

Ako u ovoj jednacini stavimo u = b, do1azimo do

f(b, v) =f(b~ f(a, v).
f(a, b)

Na osnovu ove jednakosti, jednaCina (1.1.15) postaje

(1.1.16) f(u,v)=g(u) g(v),
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gde smo stavili
Vf(b, b)

f(a, b)
f (a, u) = g (u).

Funkcija (1.1.16) je zaista jedno resenje jednaCine (1.1.12).

Drugi slucaj: <Xl+ <X2+ <X3= 0, pri cemu je <Xl#-<X2; i tada je uslov
ispunjen.

Za <Xl-+<X2+ <X3= 0, jednacina (1.1.7) postaje

(1.1.17) <Xlf (Xl, X2) f (X3, X4) + <X2f (Xl' X3) f (X4, X2) = (<Xl+ <X2)f (XI. X4) f (X2, X3)'

(1.1.10)

Pretpostavka <Xl= 0 povlaci sa sobom <X2#-0, pa se jednaCina (1.1.17)
svodi na jednaCinu (1.1.14), Cije je opste resenje funkcija (1.1.16).

Pretpostavimo sad a da je <Xl#-0.
Oznacimo sa Cl klasu svih funkcija f za koje je f (u, u) ==:' 0 i sa C2 klasu

svih funkcija f takvih da je f(u, u) l' o.
U klasi funkcija CI postoji za svako netrivijalno resenje jednacine (1.1.17),

najmanje jedan par kompleksnih brojeva (a, b) takvih da je f(a, b)#-O. Stav-
Ijajuci Xl = X3= a, X2= X4= b, iz jednaCine (1.1.17) dobijamo

(1.1.18)

Za Xl = U, X2 = b, X3 = X4 = a, na osnovu (1.1.18), jednacina (1.1.17) svodi
se na jednaCinu

iz koje sleduje

(1.1.19) f(u, a) = O.

Smenom XI=U, X2=V, X3=a, x4=b, jednaCina (1.1.17), na osnovu
(1.1.19) daje

(1.1.20) f(u, v)==:,O.

U klasi funkcija C2, za svako netrivijalno resenje, postoji bar jedan broj
c (c E K), takav da je f (c, c)#-O. Ako stavimo Xl = X2 = X4 = C, X3 = U, iz (1.1.17)
dobijamo

(1.1.21) f(c, u) = f(u, c).

Za Xl=X2=C, X3=U, X4=V, vodeCi racuna 0 (1.1.21), jednaCinu (1.1.17)
mozemo napisati u obliku

f(u, v) = ~ f(c, u) f(c, v),
fCc, c)

ili bolje, u obliku

(1.1.22) f(u, v) = g (u) g (v),

sa oznakom f(c, u) = V](c, c) g(u).
Bez teskoce se proverava da je funkcija (1.1.22) zaista jedno resenje

jednacine (1.1.17).
Buduci da je klasa svih funkcija f upravo CI UC2 i da (1.1.22) obuhvata

trivijalno resenje (1.1.20), opste resenje jednaCine (1.1.17) dato je formulom
(1.1.22).
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TreCi slucaj: 0(1+ 0(2+ O(a#O. Sabirajuci odgovarajuce strane jednacina
(1.1.7), (1.1.8) i (1.1.9), prema uslovu 0(1 + 0(2 + O(a#O,dobijamo jednacinu F za
slucaj n = 2. Dobijena jednacina, prema (1.1.3), ima sledece osobine:

(1.1.23) feu, v)==-f(v, u), feu, u)==o.

Ako stavimo Xl = X4 = U, X2 = Xa = V, iz (1.1.7) nalazimo

0(2J2(U, v) +0(] f(u, v)f(v, u)=O.

Odavde, na osnovu prve od jednako~ti (1).23), naJazimo

(1.1.24) (0(1-0(2) J2 (u, V)= O.

Razlikovacemo dva slueaja:

U slucaju O(]#0(2' polazeci od (1.1.24), dobijamo (1.1 .4).
U slucaju 0(1= 0(2 iz uslova (1.1.1 I) nalazimo

pa se jednacina (1.1.7) transformise na jednacinu F uz uslov n = 2. Kao sto
smo naveli, opste resenje te jednacine je funkcija (1.1.3). Ovim je teorema za
n = 2 dokazana.

Predimo sada na dokaz teoreme 1.1.2. ako je n> 2.
Ispitacemo prvo slucaj

2n-l

2: O(j#O.
j~1

StavIjajuCi Xi=U (i= 1, 2, ...; 2n) iz jednaCine F1 proizilazi identitet

(1.1.25) feu, u)==o.

U daljem toku dokazivanja pretpostavicemo da je 0(1#0. avo mozemo
pretpostaviti, jer ako je O(]= 0, mora postojati bar jedno O(j#O (i = 2, 3, ...,
2 n-2), a tada cikIickim permutovanjem promenIjivih X2, Xa, . . . , X2n mozemo
postiCi da koeficijent uz f(X1, X2)f(xa, xJ. . .f(X2n-1, X2n) bude razlicit od nule.

U vodeCi smenu

i vodeCi racuna 0 (1.1.25), jednacina F 1 svodi se na

( 1.1.26)
n-l

2: 0(2v+l fn-v (u, v) jv(v, u) = 0,
v~O

JednaCina F 1 za

X3=X5=' . . =X2r+1=V, Xl = X2i-1 = U,

(i=r+2, r+3, .." n; l<.r<n)
daje

0(1r-r (u, v) r (v, u) = 0

tako da iz (1.1.26) dobijamo f (u, v)== O.

(1 <.r<n),

2n-1
predimo sada na ispitivanje slucaja 2:

O(j= O.
j~1
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U klasi

Je (1.1.4), 8to

funkcija CI (sve funkcije f za koje je f(u, u)=:=O)
2n-1

se dokazuje potpuno isto kao u slucaju L OCi= O.
i=1

opste resenje

U klasi funkcija C2 (sve funkcije f za koj je f(u, u) ¥' 0) postoji bar
jedan broj c (c E K) takav da je f(c, c)#O.

Medu parametrima OCI,OC2,..., 1X2n-1postoje bar n-I takvih da je

n-2

.L 1X2v+i#0
v~O

(iE{1, 2, ..., 2n-I}),

pri cemu je IXj=lXj-2n+1 U>2n-I).

Zaista, ako takvi parametri ne bi postojali,
2 n-I linearne homo gene jednacine

imali bismo sledeci sistem od

n-2

.L 1X2v-H= 0
v~O

(i= I, 2, ..., 2n-I),

koji ima samo trivijalna resenja

IXI= IXI= . . . = 1X2n-1 = 0,

sto se protivi pretpostavci da je bar jedan od tih parametara razlicit od nule.
Pretpostavimo da je

(1.1.27)
n-2

.L OC2v+I#0.
v~O

Ovo mozemo pretpostaviti, jer slucaj kada je

n-2

.L 1X2v+1= 0
v~o

n-2

.L 1X2v+i#0
v=o

(iE {2, 3,..., 2n-l})

ciklicnim permutovanjem promenljivih X2, X3, ..., X2n i jednostavnim prenu-
merisavanjem parametara, mozemo svesti na slucaj (1.1.27).

StavljajuCi

X2n-1 = u, Xv = c (v = 1, 2, . . . , 2 n-2)

iz jednaCine FI dobijamo

(1.1.28)
n-2 n-2

L 1X2v+1r-l (c, c) f(u, v) + .L 1X2v+1r-2 (c, c) f(c, u) f(v, c)
v=o v~o

+ 1X2n-1r-2 (c, c) f(c, u) f(c, v) = O.

Buduci da je
n-2 n-2

1X2n-1 = -.L 1X2v+I-.L 1X2v+2
v~o v=o

i vodeCi racuna 0 pretpostavci (1.1.27), za v ==c, iz jednaCine (1.1.28) proizilazi
f(c, u) = f(u, c).

UvodeCi oznaku f (c, u) = g (u) Vf (C;-c), iz (1.1.28) dobijamo

f (u, v) = g (u) g (v).
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2n-l

Buduci da je u. slucaju L IXv = 0
v=l

teorema 1.1.2. u potpunosti je dokazana.

ova funkcija zaista resenje jednacine FI,

Primer. Funkcionalna jednaCina

f(xp x1)f(X3' x4)f(X5' x6)+f(xl' x3)f(x4, x5)f(X6' x1)~0

na osnovu teoreme 0 funkcionalnoj jednacini FI ima kao opste reSenje f(u, v):==O,jer je
2n-l

') aj ~ 2*0. Zaista, za Xi= u (i ~ 1, 2, . . ., 6), dobijamo f(u, u):==O,a na osnovu ove ralacije
......

i~l

za X1=X3~X5~U, X1=X4=X6=V, neposredno dobijamo f(u, v)=.O.
Funkcionalna jednacina

f(xl' x2)f(x3, x4)f(x5, x6)+f(xl' x3)f(X4' x5)f(x6, x6)=3f(xp x4)f(X5' x6)f(X2' X3)

na osnovu iste teoreme, buduci da je ~ IXi= 0, kao opste resenje ima funkciju f(u, v) =
g (u) g (v).

Zaista, stavljajuCi Xl ~ x2 = x3 = x4 = C (f(c, c)*O) i X5 ~ U, X6 = v, dobijamo

2P (c, c) f(u, v) ~ 2f(c. c) f(c, u) f(v, c).

Iz poslednje jednacine stavljajuCi v = c dobijamo vezu

f(u, c)~f(c, u),

tako da je konacno f(u, v) ~ g (u) g (v), gde smo stavili

g (u) Vf(c, c)
=

f(c, u).

, .

1.2. Funkcionalna jednacina F2

Funkcionalna jednacina F ako je n = 2 glasi

(1.2.1) f(XI' X2) f(X3, X4) + f(Xlo X3) f(X4, X2) + f(XI' X4) f(X2, X3) = O.

Opste resenje ove jednaCine, prema teoremi 1.1.1., je

(1.2.2) f(u, v) = g (u) h (v)-g (v) h (u).

Jednacina (1.2.1) je najinteresantniji slucaj jednaCine F jer u ostalim slu-
cajevima postoje samo trivijalna resenja. U ovom i u sledecem odeljku bavicemo
se nekim generalizacijama jednacine (1.2.1). Ove generalizacije vrsicemo u dva
pravca:

1° Posmatracemo neke funkcionalne jednaCine u kojima je nepoznata
funkcija f: Kn ---t K (n> 2) a koje su istog oblika kao jednacina (1.2.1);

2° Formiracemo funkcionalnu jednacinu sa nepoznatom funkcijom f: Kn---tK
(n>2), koja kao opste resenje ima funkciju iste strukture kao (1.2.2).

U ovom odeljku zaddacemo se na slucaju 1°.
Posmatrajmo funkcionalnu jednacinu (videti: [11])

(1.2.3)
n

2: (-Iti {f(Xlo
X2"'" Xn-l, Xn+i)

i~O

pri cemu je f: Kn --t K i xk=xk-n-l za k>2 n.
Funkcionalnu jednacinu (1.2.3) zvacemo: jednaCina F2. Za n = 2, jednaCina F2

svodi se na jednacinu (1.2.1).



F, (x,) F2 (x,) Fn(x,) 0 0 0

F, (X2) F2 (X2) Fn (X2) 0 0 0

FI (Xn-l) F2 (xn-,) Fn (xn-,) 0 0 0
D=

F, (xn) F2 (xn) Fn (xn) F, (xn) F2 (xn) Fn (xn)

F, (xn+,) Fz (xn+,) Fn(Xn+l F I(xn+,) F2 (xn+ I) Fn (xn+l)

I
F, (x2n) F2 (X2 n) Fn (x2n) F, (x2n) F2 (X2 n) Fn (x2n)

I

i vodeci racuna identitetu

(1.2.5) D=O,
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Funkcija f, data formulom

( 1.2.4)

gde su Fl, F2, . . . , Fn:K -+ K proizvoljne funkcije, jeste jedno resenje jednaCine
F 2. Zaista, razvijajuCi po Laplaceovom pravilu sledecu determinatu

proverava se da je funkcija (1.2.4) zaista resenje jednaCine (1.2.3).
Medutim, u opstem slucaju, funkcija (1.2.4) nije opste resenje jednaCine

(1.2.3). Zaista, ako je n=2k+ I, jednaCina (1.2.3) ima kao partikularno resenje
sledecu funkciju

koja nije saddana u (1.2.4), jer za ovo resenje imamo

feu, u, u, ..., u, u)=2u,

dok je za funkciju (1.2.4)

feu, u, u, . . . , u, u)=:;=o.

U slucaju n = 2 k (k> I), jednaCina (1.2.3) ima kao partikularno resenje
funkciju

koja takode nije obuhvacena formulom (1.2.4).
U slucaju n = 2, funkcija (1.2.4) je opste resenje jednacine (F2), sto pro-

izilazi iz teoreme 1.1.1.
Odredicemo sada opste resenje jednacine (1.2.3) u slucaju kada je n = 3.

U ovom slucaju jednaCina (1.2.3) glasi

(1.2.6) f(Xl, X2, xa) f(X4, X5, x6)-f(Xl' X2, X4) f(X5, X6' xa)

+ f(Xl' X2, X5) f(X6' Xa, xJ- f(Xl, X2, X6) f(xa, X4, X5) = o.
T e 0 rem a 1.2.1. - Opste refenje funkcionalne jednaCine (1.2.6) dato je

formulama

(1.2.7)

(1.2.8)

feu, v, w)=F(w) {F(u) G (v) + F(v) G(u)},

feu, v, w)=Ll {FtCu), Fdv), Fa(w)},

gde su F, G, FI, F2, Fa: K -+ K proizvoljne funkcije.
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Dokaz teoreme 1.2.1. - Oznacimo sa CI klasu svih funkcija f za koje
je feu, u, u)=o, a sa C2 klasu svih funkcija f takvih da je feu, u, u);:j=0. Po-
trazicemo prvo opste resenje u klasi funkcija C2.

Klasa C2. BuduCida je feu, u, u);:j=o,postoji najmanjejedan broj IX(IXEK)
taka v da je

Stavljajuci Xl = X2 = Xa = X4 = Xs = IX, X6 = u, jednacina (1.2.6) svodi se na

(1.2.9)

(1.2.10) f(IX, u, v)=kF(v) H(u),

gde smo uveli nove funkcije F, H relacijama

(1.2.11) F(u)=!Coc,OC,u) H(u)=!Cu,oc,oc).
k2 ' k2

UvodeCi smenu X2 = X4 = Xs = X6 = IX, Xl = u, Xa = v, prema (1.2.9) i (1.2.11)'

iz jednacine (1.2.6) proizilazi

(1.2.12) feu, IX,v)=kF(v) H(u).

Stavljajuci Xl = X2 = Xa = X4 = IX, Xs = U, X6 = V i koristeCi osobinu (1.2.10),
iz jednacine (1.2.6) nalazimo

(1.2.13) feu, v, IX)=k {H(u) F(v)-F(u) F(v)+F(u) H(v)}.

Najzad, ako stavimo Xl = X2= Xa= IX,X4= U, Xs= V, X6= w i iskoristimo
relacije (1.2.10), (1.2.11), (1.2.12) i (1.2.13) jednacinu (1.2.6) mozemo napisati
u sledecem obliku

(1.2.14) feu, v, w)=F(w) {F(u) H(v) + F(v) H(u)-F(u) F(v)}.

UvodeCi novu funkciju pomocu relacije

G (u) =H(u)-~F(u),
2

identitet (1.2.14) dobija sledeCi prostiji oblik

(1.2.15) feu, v, w)=F(w) {F(u) G(v)+F(v) G(u)}.

Funkcija (1.2.15) je zaista resenje jednacine (1.2.6).
Klasa Cl. U ovoj klasi funkcija imamo

feu, u, u)=o.

Za svako netrivijalno resenje jednaCine (1.2.6) u klasi funkcija Cl postoji
najmanje jedna trojka brojeva (a, b, c) (a, b, c E K), takva da je f(a; b, c)':FO.

Iz (1.2.6), za X] = a, X2= b, Xa= X4= Xs= c, X6= u, dobijamo

(1.2.16) f(c, c, u)-f(c, u, c)+ feu, c, c)=o.

Na osnovu smene Xl = X2 = X4 = X6= c, Xa = Xs = u, jednacina se svodi na

. (1.2.17) f(c, u, c) f(c, c, u) = O.
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Ako stavimo Xj = X2 = X4 = Xs = c, X3 = X6 = u iz (1.2.6) nalazimo

(1.2.18) f(c, c, u) {f(c, c, u)- feu, c, c)} = O.

Pretpostavimo da postoji jedan broj d (d E K) takav da je f(c, c, d)=I=O.
Tada, na osnovu jednakosti (1.2.17) i (1.2.18) bice

f(c, d, c) = 0 i f(c, c, d) =f(d, c, c),

pa, prema (1.2.16), mora vaziti

f(c, c, d) = O.

Dobijena relacija je u protivurecnosti sa pretpostavkom da postoji bar
jedan broj d takav da je f(c, c, d)=I=O.Prema tome, imamo f(c, c, u)s=o i
prema (1. 2. 16)

( 1.2.19) fCc, u, c) = feu, c, c).

Razlikovacemo sledeca dva slucaja:

1° feu, c, c)~O; 2° feu, c, c),="o.

1° Ako pretpostavimo da je f (u, c, c) ~ 0, mora postojati bar jedan broj
~ (~E K) takav da je f(~, c, c)=I=O.

Za XI=U, X2=XS=X6=C, X3=V, X4=~ iz (1.2.6) nalazimo

(1.2.20) feu, c, v)f(~, c, c)+f(u, c, c)f(c, v, ~)-f(u, c, c)f(v,~, c)=o.

Sa oznakama

H (u) =
I(u, c, c),

F(u) = feu, ~, c)- f(c, u, ~),1([3,c, c)

relacija (1.2.20) dobija oblik

(1.2.22) feu, c, v) = F(v) H(u).

(1.2.21)

f(c, u, v)=F(v) H(u),

pri cemu su koriscene oznake (1.2.21).
Jednacina (1.2.20), za u=~, daje f(~, c, v)=F(v). Na osnovu toga, sme-

nom XI=~, X2=X3=X6=C, X4=U, xs=v, transformise se jednacina (1.2.6) u

feu, v, c)=F(v) H(u)+F(u) H(v).

Najzad, stavljajuci Xl =~, X2 = X3 = C, X4 = U, Xs= V, X6 = w i koristeci oznaku

k =
1, iz (1.2.6) dobijamo

1([3, c, c)

feu, v, w)=F(w) {F(u) H(v)+F(v) H(u)},
k

ili bolje
feu, v, w)=F(w) {F(u) G(v)+F(v) G(u)},

pri cemu je stavljeno G (u) = ~ H (u).
k

Prema tome, ako postoje funkcije f, resenja jednacine (1.2.6) takve da je
feu, u, u)~O, feu, c, c)~O, one moraju biti oblika (1.2.15).
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2° Pretpostavimo sada da je feu, c, c) =0O.
Tada, na osnovu (1.2.16) i (1.2.19), do1azimo do

(1.2.23) f(c, c, u)=-co.f(c,U, c)=of(u, c, c)=oo.

KoristeCi re1aciju (1.2.23), jednaCina (1.2.6) za xI=a,
X4=X6=C, X5=V, daje

(1.2.24) f(v, c, u)= -feu, c, v).

Ako zamenimo Xl = a, X2 = b, X3 = X4 = c, X5= U, X6 = V u jednaCini (1.2.6),
dobicemo

(1.2.25) f(c, u, v)=f(u, v, c).

Ako je f(a, b, c)*o, prema (1.2.24) i (1.2.25) bice j f(al' bl, CI)*O gde
je (aI' bl, CI) ma koja permutacija brojeva a, b, c.

Na osnovu ovoga, u jednakostima (1.2.24) i (1.2.25) c mozemo zameniti
bilo sa a, bi10 sa b.

StavljajuCi Xl = a, X2= b, X3= C, X4= U, X5= v, X6= w, na os.novu (1.2.25),
jednacina (1.2.6) postaje

f(a, b, c)f(u, v, w)=f(a, b, u)f(c, v, w)-f(a, b, v)f(w, c, u)

+ f(a, b, w) f(c, u, v).

Ako ovde stavimo FI (u) =
I(a, b, u),

dobijamo
I(a, b, e)

(1.2.26) feu, v, w) = --FI (u) f(c, v, w) + Fdv) few, c, U)-FI (w) f(c, u, v).

Smenom Xl = C, X2 = a, X3 = b, X4 = U, X5= C, X6 = 11, jednaCina (1.2.6)
svodi se na

(1.2.27) f(c, a, b)f(u, c, v)=f(c, a, u)f(c, v, b)+f(c, a, v)f(b, u, c).

Na osnovu (1.2.24) i (1.2.25) vazi

f(b, u, c) = f(c, b, u) = - feu, b, c) = - f(c, u, b).

Uvedemo Ii osnake

(1.2.28) Fdu) = Be, a, u)-,
I(c, 4, b)

jednacina (1.2.27) dobija oblik

F3(U)=f(c, U, b),

( 1.2.29)

Jednacina (1.2.6) za Xl = X4= c, X2= a, X3= b, X5= U, X6= v, uz oznake
(1.2.28), daje

(1.2.30) f(c, U, v) =F2 (v) F3(u)-Fdu) F3(v).

Koristeci (1.2.29) i (1.2.30) jednakost (1.2.26) mozemo napisati na sIe-
deCi nacin

(1.2.31) feu, v, w)=~ {FJ (u), Fdv), F3(W)}.

Prema tome, resenje (1.2.31) je oblika (1.2.4).
. Na osnovu svega do sada recenog, a s obzirom da je klasa svih funkcija
f bas CI U C2, teorema 1.2.1. je dokazana.
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1.3. Funkcionalna jednacina F3

Predimo sada na ispitivanje jedne funkcionalne jQdnacine koja generalise
funkcionalnu jednacinu F u tom smislu sto ima za opste resenje funkciju iste
strukture kao i jednaCina F.

Primetimo da je u ovom pravcu L. Carlitz (videti: [ID, dao jednu gene-
ralizaciju jednaCinc F za slucaj n = 2, posmatrajuci jednaCinu sa nepoznatom
funkcijom f: K3 tK

0.3.1) f(x, y, z) f(u, v, w) + f(y, x, u) f(z, v, w)

+ f(x, y, v) f(z, u, w) + f(y, x, w) f(z, u, v) = 0
cije je opste resenje

(1.3.2) f (x, y, z) = tl {Fl (x), F2 (y), Fa (z)}'

(Fi: K tK (i= 1,2,3) proizvoljne funkcije).

Neka je 6i,j operator koji vrsi razmenu argumenata na i-tom i j-tom
mestu u funkciji F, tj. neka je

(1.3.3) 6i,j F(Xl' X2, . . . , Xi-I' Xi> XHl, . . . , Xj-l, Xl' Xj+l, . . . , Xn-l, xn)

=F(Xl' X2, ..., Xi-I, Xj, XHl, . .., Xj-l, Xi' Xj+l, ..., Xn-l, Xn).

Posmatrajmo funkcionalnu jednaCinu

(1.3.4)

kn

= "') 6nv F(x], X2, . .., Xn-l, Xn, Xn+l, ..., Xkn)
v=~+l '

gde je
k-l

F(Xl' X2, . . . , Xkn) = TIf(XnHl,XnH2, . . . , XnHn)
i~O

(f: Kn tK, n> 1),

koju cemo zvati: jednaCina Fa.
Dokazacemo sledeci rezultat:

Teorema 1. 3. 1. - Opste resenje jednaCine Fa je

(1.3.5)

(1.3.6)

za k> 2,

za k = 2

pri cemu su Fl, F2, . . . , Fn: K tK proizvoljne funkc(je.

Dokaz teoreme 1.3.1. -.. Dokazacemo prvo teoremu za slufuj k> 2. Za
dokaz koristicemo sledecu Iemu:

L e m a. - Ako je bar jedna od promenJjivih Ul, U2, . . . , Un-l jednaka
Un, tada je

f(Ul' U2, . . . , un)===O.

Dokaz ieme. - Neka je En-l = {I, 2, . . . , n-I} a Sv jedan podskup En-l
koji sadrZi v elementa (l <; v.;;;n-l).

Ako stavimo Xi = Un (i = 1, 2, . . . , kn), iz jednaCine F3 dobijamo
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Pretpostavimo da je

gde je

=Yi
Dokazacemo da je tada i

(i E Sv ),

(i E En-! \Sv).

(1.3.7)

gde je
Wi= Un (i E Sv-I),

= Yi (i E En-! \Sv-I).

Zamenjujuci Xnv+i=Xi (v=O, 1, ..., k-1) u jednacini Fs
zatim Xi= Wi' na osnovu pretpostavke dobijamo

{v (k-1)-1} {f(wl, W2, ..., W~-h Un)}k=O,

odak1e, buduCi da je k>2, dobijamo (1.3.7). Prema tome, lema je dokazana
indukcijom. ,

Stav1jajuCi Xvn+i = Ui (v= 0, 1, . . . , k-1) i vodeCi racuna 0 dokazanoj
1emi, iz jednaCine Fs dobiJamo

i stav1jajuCi

(k-2) {feu!, U2, ..., un)}k=o.

BuduCi da je k > 2, odavde neposredno dobijamo tvrdenje teoreme za
slucaj k> 2.

Primer.
f{x" X2' Xa)f{X4' X5' xa)f{X7' XS' X9)~ f{xp X2' X4) f{xa, X5' xa) f{X7' XS' X9)

+f{x" X2' X5) f{X4' Xa, xa) f{X7' Xs, X9)

+ f{x!, X2' xa) f{X4' X5' xa) f{X7' Xs' X9)

+f{x" X2' x7)f{x4' X5' Xa)f{X3, XS' X9)

+f{x" X2' XS)f{X4' X5' Xa)f{x7' Xa' X9)

+f{xl' X2' x9)f{x4, X5' xs)f{x7' Xs, xa)'

Ova jednacina pripada klasi jednacina F 3 i buduci da je k> 2, kao opste resenje ima
funkciju feu, v, w)~O. StavljajuCi Xl~X4=X7=U, X2=X5~XS~V, Xa=XS=X9=W' iz ove jedna-

. cine dobijamo
f3 (u, V, w)

= 2f{u, v, u) few, v, w) feu, v, w)

+ 2f{u, v, v) feu, w, w) feu, v, w)

+ 2f{u, v, w) feu, v, w) feu, v, w).

Poslednja jednakost za v = w, buduci da je f{x, x, x) = 0, daje feu, w, w) ~ 0, a za
u = w, few, v, w) = 0, tako da je zaista F==O.

Predimo sada na dokaz teoreme za slucaj k = 2 (videti: [9] i [10]). U
ovom slucaju jednacina Fs glasi

(1.3.8) f(xl, X2, . . . , Xn-l, xn) f(Xn+l' Xn+2, . . . , X2n)

f(Xl, . . . , Xn-l, Xn+l) f(xn, Xn+2, Xn+3, .. , X2n)

+f(x!, . . . , Xn-l, Xn+2) f(XnH' Xn, x~~s, . . . , X2n)

+.. .
+f(x!, . . . , Xn~l, X2n)f(xn+1> Xn+2, . . . , X2n-], xn).
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Za dokaz teoreme u slucaju k = 2, koristicemo sledecu lemu:

L e m a. - Ako su aI, a2, ..., anE K takvi brojevi da je

vazi jednakost

( 1.3.9)

Dokaz Ierne. - Stavljajuci

(i = I, 2, . . . , n),

(j=n+2, n+3, ..., 2n-]),

jednacina (1.3.7) postaje

(1.3. ]0)

+.. .

Neka je En-2 = {I, 2, 3, . . . , n-2} a Sv (0<'1';;;; n-2) jedan podskup
~,kupa En-2 koji sadrZi v elemenata. Za '1= n- 2 imamo Sn-2 = En-2' Smenjujuci
u jednaCini (1.3.8) sve promenljive sa an, dobijamo

(1.3.11)

Pretpostavimo da vazi

(1.3.12)

gde je

=Yi.

(iE Sv),

(i E En-2 \Sv ).

( 1.3.13)

Pod ovom pretpostavkom dokazacemo da je

(1.3.14)

gde je

(1.3. ]5) (i E Sv--l),

(i E En-2 \Sv- ]).=Yi

Zamenjujuci u jednacini (1.3.10)
dobijamo

Ui = Wi' na osnovu hipoteze (1.3. ]2)

Odavde dobijamo da je

ako je hipo,eza (1.3.12) tacna.
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Prema tome, indukcijom smo dokazali da je

ako je tacno v (0 ,;:;;v,;:;;n - 2) elemenata izmedu U1, U2, . . ., Un-2jednako sa an-
Za v = 0, dobijamo lemu.
KoristeCi dokazanu lemu, dokazacemo indukcijom teoremu za k = 2.
U slucaju n=2, jednaCina (1.3.7) ima sledeCi oblik

(1.3.16)

Za svako netrivijalno resenje jednacine (1.3.16) postoji najmanje jedan
par brojeva (a, b) (a, bE K) takvih da je f(a, b)=lO.

Ako stavimo X1=a, x3=b, X2=U1, X4=U2, iz jednacine (1.3.7) dobijamo

f(u u) =f(a, u\) f(b u
)_f(a, U2)

f(b u).1, 2
f(~~ '

2
f(~~ '

1

Ako ovde stavimo

f(a, U\)
= F1 (U1)' f (b, U1)= F2 (U1)'f(a, b)

dobijamo da je funkcija

f(U1, U2)=~ {Fdul)' F2(U2)}'

opste resenje jednaCine (1.3.8) u slucaju n = 2, jer obuhvata i trivijalno resenje
f(x, y)=O.

Pretpostavimo da je teorema tacna za n-l, tj. da je opste resenje funk-
cionalne jednacine

(1.3.17) f(Xl' . . . , Xn-2, Xn-l) f(xn, Xn+l, . . . , X2n)

f(xJ, . . . , Xn-2, xn) f(Xn-1, Xn+l, . . . , X2n-2)

+ f(Xl, . . . , Xn-2,_Xn+l) f(xn, Xn-l' XIl+2, .. ., X2n-2)+ . . .

+ f(xJ, . . . , Xn-2, X2n-2) f(xn, Xn+l, . . . , X2n-3, Xn-1)

dato sledecom formulom

(1.3.18) f(U1, U2, ..., Un-1)=~ {Fdu1), F2(U2),
"

., Fn-dun-l)}'

Neka je f(al, a2, . . . , an)=lO. Ako stavimo

jednacina (1.3.8), na osnovu dokazane Ierne, postaje

(1.3.19) F(X2' X3, . .., Xn-l, xn) F(Xn+2' Xn+3, .. ., X2n)

F(X2' X3, .. ., Xn-l, Xn+2) F(xn, Xn+3, .. ., X2n)

+.. .



FI (XI) F2 (XI) Fn (XI) 0 0 0

FI(xJ F2 (X2) Fn (X2) 0 0 0

FI (X"-I) F2 (X"-I) F"
(x,,-,) 0 0 0

FI (x,,) F2 (x,,) Fn (xn) FI (x,,) F2 (xn) Fn (xn)
=0.

FI (xn+l) F2 (xn+l) F"
(x,,+,) F, (xn+l) F2 (Xn+l) F"

(xn+,)

FI (X2") F2 (X2 II) F"
(x2n) FI (X2,,) F, (X2 n)

F" (X2")
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Prema (1.3.17) i (1.3.18) dobijamo da je opste resenje jednaCine (1.3.19)

(1.3.20)

=~ {Fdul)' F2 (U2)' . . . , Fn-dun-l)}'

gde su FI. F2, ..., Fn-l: K ~ K proizvoljne funkcije.

StavljajuCi u jednacini (1.3.8)

xi=ai (i=1,2,...,n-1),

Xn= Ul, Xn+l =an, Xn+k = Uk (k= 2, 3, . . ., n)
dobijamo

(1.3.21) f(ab . . ., an-I, an) f(ul, U2, . . . , Un)

f(al' . . . , an~l' Ul) f(an, U2, . . . , Un)

-f(al' ..., an-I. U2)f(an, Ujo Ua, ..., Un)_. . .

-f(al' . . ., an-I, Un)f(an, U2, ..., Un-I, Ul)'

Na osnovu (1.3.20) dolazimo do jednakosti

(1.3.22) f(an, . . . , Ui-I. Ui, Ui+J, . . . , Uj-l, Uj, Uj+l, . . . , Un-I)

= -f(an, ., ., Ui-l' Uj' U;+l, . . ., Uj-l, Ui' Uj+b . .., U,,-I)

(1,,;; i<j";;n-1).

Koristeci (1.3.20) i (1.3.21), uz notaciju

dobijamo da je f(uI, U2, . . . , Un) oblika (1.3.6).
Ostaje jos da pokazemo da je svaka funkcija oblika (1.3.5) zaista resenje

jednaCine (1.3.1). U tom cilju posmatrajmo sledeci identitet

Razvijajuci po Laplaceovom pravilu determinantu na levoj strani ovog
identiteta, pokazuje se da je funkcija (1.3.6) zaista resenje funkcionalne jed-
naCine Fa.

Ovim je dokaz teoreme zavrsen.
Za n = 2, jednaCina Fa, na osnovu osobine feu, v) = -f(v, u) svodi se na

jednacinu F.
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Za n = 3, jednacina (1.3.8) ima oblik

(1.3.23) f(Xb Xz, X3) f(X4, X5, X6) = f(XI, X2, X4) f(X3, X5, X6)

+ f(XI, Xz, X5) f(X4, X3, X6)

+- f(Xl, Xz, X6) f(X4, X5, X3).

BuduCi da je f(u, v, 11')= ~-f(u, 11',v) i f(u, v, 11')= - f(v, u, 11'),
(1.3.23) moze se svesti na jednacinu (1.3.1).

Vratimo se sada jednaCini F2.
Ozna6mo sa C3 klasu svih funkcija f koje imlju o~obinu

jednacina

( 1.3.24)

(I,;;;;: i<j,;;;;: n).

T e 0 rem a 1. 3. 2. -- Opste resenje jednaCine Fz u klasi funkc(ja C3
(sve funkctje f: Kn~ K koje imaju osobinu (1.3.23)) je

(1.3.25)

gde su Fi: K -> K proizvoljne funkc(je.

Dokaz teoreme 1.3.2. - Funkcija (1.3.25) je zaista jedno resenje funk-
cionalne jednaCine F2, kao sto smo to ranije konstatovali. BuduCi da se jed-
naCina F2 u klasi funkcija C3 moze napisati u obliku (1.3.8) i da je opste
resenje funkcionalne jednaCine (1.3.8) bas funkcija (1.3.25), teorema je dokazana.

Primetimo da u klasi C3 za n = 3, jednaCinu F2 mozemo napisati U obliku

(1.3.26) f(Xl, X2, X3) f(X4, X5, X6) + f(X2, Xl' X4) f(X3, X5,X6)

+ f(XI, X2, X5) f(X3, X4, X6)+ f(x?, Xl, X6) f(X3, X4, X5) = o.
JednaCina (1.3.26) je bas jednaCina (1.3.1). Medutim, valja primetiti da

opste resenje jednacine (1.3.26) sarno jedno partikularno resenje jednaCine F2
kada je n ~~3.



1° 2p=q+-r-p, 2n=3r-3p (p<q<r);

2° 2 p = q + r + n, n=3p-3r (q<r<p);

3° 2p= q +-r, n=3p-3r (r<p<q);

4° 2 p = q + r-~n, n=3r-3p (p<r<q);

5° 2p=q+r, n=3r-3p (q<p<r);

6° 2 p = q + r + n, 2n=3p-3r (r<q<p).

2. JEDNA KLASA KVADRATNIH CIKLlCNIH
FUNKCIONALNIH JEDNACINA

2.1. Funkcionalna jedn\lcina F 4

Funkcionalnu jednacinu

(2.1.1)

gde je

(2.1.2) F(xo' Xl> X2, . . . , xn) = I (xv! , xv,) I(xv" xV.)

(I: K2 -} K; Vi medusobno razliciti celi negativni broJevi < n)

zvacemo: jednaCina F4'
Posmatracemo prvo slucaj kada je VI = O. Jasno je da su ovim obuhva-

ceni i slucajevi kada je umesto VI bilo koji drugi od indeksa Vi = O. U slucaju
VI = 0, funkcija (2. 1.2) glasi

(2.1.3)

pri cemu smo stavili V2 = p, V3 = q, V4 = r.
Za ovaj slucaj vazi sledeca teorema:

T e 0 rem a 2. I. I. - Opste resenje
uslov (2.1.3), je:

(2.1.4) f (u, v) = g (u) h (v)- g (v) h (u)

funkcionalne jednaCine (2.1.1), uz

(g, h: K--+ K pro!zvoljne lunkcije)

u slucaju kada p, q, r, n zadovoljavaju jedan od sledeCih sest uslova:

(2.1. 5) feu, v)=g(v)-g(u) (g: K -} K proizvoljna funkcija)

kada je zadovofjen jedan od s/edeCih sest uslora:
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70 2p=q+r-n, 2 n=l=3 r-3 p (p<q<r);

8° 2 p
=

q + r + n, n=l=3p-3 r (q<r<p);

9° 2p=q+r, n=l=3p-3r (r<p<q);

10° 2p= q+r--n, n=l=3r-3 p (p<r<q);

11° 2p=q+r, n=l=3r-3 p (q<p<r);

12° 2 p = q + r + n, 2 n=l=3p-3 r (r<q<p).

feu, v)==o

26

(2.1.6)

U svim ostalim slucajevima.

Dokaz teoreme 2.1.1. - Izmedu parametara p, q, r moze postojati jedan

od sledecih odnosa:

1°p<q<r, 2° p<r<q, 3° q<p<r, 4° q<r<p, 5° r<p<q, 6° r<q<p.

U slucajevima 1°, 4°, 5° stavimo

(2.1.7)

(2.1.8)

pri cemu je xj+n=Xj (j= 1,2, ..., n). Tada iz (2.1.1) dobijamo

(i = 1, 2, . . . , n),

a iz (2.1.3)

(2.1.9)

(2.1.10)

G(uo' Ul, U2, ..., un)+G(uo, U2, U3, ..., Un, Ul)

+ . . . +G(uo' Un, Ub...' Un-2' Un-l)=O,

G (Uo' Ul, . . . , Un) = f (Uo' Un+p-r) f (Un+q-r, Un)

=f(uo, Up-r) f(un+q-n Un)

=/(Uo' Up-r) f(Uq-n Un)

(p<q<r),

(q<r<p),

(r<p<q).

Xo = UO' Xi = Un+r-i (i = 1, 2, ...,n),

pri cemu je Xj+n = Xj (j
= 1, 2, .. . , n). lednaCina (2.1.1) svodi

nacinu (2.1.8), dok funkcija (2.1.3) postaje

(2.1.11 )

se tada na jed-

G (Uo' Ul, . . . , Un)=f(uo, Ur-p) f(un+r-q, Un) (p<r<q),

= f(uo, Ur-p) f(ur-q, Un) (q<p<r),

= f(uo, Un+r-p) f(un+r-q, Un) (r<q<p).

i (2.1.11) promenljive Xi (i = 0, 1, . . . , n) uredene
prema tome, dovoljno je posmatrati funkcionalnu

U funkcijama (2.1.9)
su po rastuCim indeksima.
jednaCinu

(2.1.12)

gde je

(2.1.13)

G(Uo' Ul, U2, ..., un)+G(uo, U2, U3, ..., Un, U])

+. . . +G(uo' Un, Ul, ..., Un-2' Un-l)=O,

(O<k<m<n).
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Jednacinu (2.1.12) sa uslovom (2.1.13) zvacemo: jednaCina F~.
StavljajuCi Uy = U (v= 0, I, . . . , n), jednacina F~ svodi se na

(2.1.14) feu, u)==o.

Ako st:lvimo Uy = x za sve vrednosti indeksa v OSlm za k, m, n kao i

um=u, un=v,
jednacina F~ postaje

(2.1.15) f(x,y)f(u, v)+f(x, U)f(U2m~k> um-k)+f(x, v)/(Um-k, Un-k) = 0

gde je Xj=Xj-n za j>n. U jednaCini (2.1.15) U2m-k> Um-b Un-k jednake su x,
ili imaju neku vrednost iz sledece tabele

Tako, na primer, ne moze biti U2m-k = U jer bi u jednacini (2.1.15) po-
stojao sabirak f(x, u) feu, Um-k), sto je s obzirom na ucinjenu smenu, nemoguce.

Kada je U2m-k = Um-k = Un-k = x, jednacina (2.1.15), na osnovu (2.1.14),
svodi se na

f(x, y) feu, v) = O.

Za x = u, y = v odavde dobijamo f2 (u, v) = 0, pa u ovom slucaju postoji
sarno trivijalno resenje

(2.1.16) feu, v)==o.

Razmotricemo sve slucajeve kada se u jednacini (2.1.15) pored clana
f(x, y) feu, v) ne anulira bar jos jedan sabirak.

2.1.1. U2m-k= y.

Ovo ce biti ako i sarno ako je n=2m-2k. JednaCina (2.1.15) tada
postaje

(2.1.17) /(x,y)/(u, v)+f(x, u)f(y, um-k)+f(x, v)f(Um-b U2m-3k)=0.

Na osnovu drugog sabirka ove jednacine, vodeci f!ilcuna 0 uslovu
0<k<m<2m-2k, zakljucuje se da je Um-k=X. Prema .tome, jednacina
(2.1.17) dobija oblik .

(2.1.18) f(x, y)f(u, v)+f(x, u)f(y, x)+f(x, v)f(x, U2m-3k)=0.

Ispitajmo sve moguce vrednosti

(2.1.1.1) u2m-3k=y => m=n=2k;

(2.1.1.2) U2m-3k=U => m=3k, n=4k,

koje UZm-3k moze dobiti.
Slucaj (2.1.1.1), zbog pretpostavke, O<k<m<n, ne dolazi u obzir.
U slucaju m~=3k, n=4k, jednacina (2.1.18) glasi

(2.1.19) f(x, y) feu, v) + f(x, u) fey, x) + f(x, v) f(x, u) = O.
Ako je n = 2 m-2 k i m¥=3 k, jednacina (2.1.18) glasi

(2.1.20) f(x, y) feu, v) + f(x, u) fey, x) = o.
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Ovaj slucaj nastupa tada i sarno tada kada je n = 2 m-k i u tom slucaju
jednaCina (2.1.15) glasi

(2.1.21) I (x, y) I (u, v) -+I (x, u) I (v, Um-k) -+I (x, v) I (Um-b U2m-2 k) = O.

Mogu nastupiti slucajevi:

(2.1.2.1 )

(2.1.2.2)

(2.1.2.3)

Um-k = Y => m = 2 k, n = 3 k;

Kada j e
jednacinu

U2m-2k=Y => m=~k n=2k;
2 '

U2m-2k=u => m=2k, n=3k.

(2.1.2.1) i (2.1.2.3) jednacina (2.1.21) svodi se na sledecu

(2.1.22) f(x, y) I(u, v) -+I(x, u) I(v, y) -+I(x, v) I(y, u) = o.

U slucaju (2.1.2.2), buduci da su k, m, n prirodni brojevi, mora posto-
jati jedan prirodan broj v takav da je k = 2 v, m = 3 v, n = 4 v. Tada je Uv = x
jer bi u protivnom morala da vazi jedna od jednakosti: v~= 2 v, '1=3 v, '1= 4 v,
sto je nemoguce.

Prema tome, jednaCina (2.1.21) u ovom slucaju glasi

(2.1.23) I(x, y) I(u, v) -+I(x, u) I(v, x) -+I(x, v) I(x, y) = o.
Ako je n=2m-k i n=l2k, n=l3k, jednaCina (2.1.21) svodi se na

(2.1.24)

2.1.3. Um-k=Y'

Kako u ovom slucaju mora biti m = 2 k, jednaCina (2.1.15) glasi

I(x, y) I(u, v) -+I(x, u) I(v, x) =c o.

(2.1.25) I(x, y) I(u, v) -+I(x, u) l(u3k, y) -+I (x, v) I(y, UI1-k)= o.

Potrebno je ispitati sarno

(2. 1.3. 1)

(2.1.3.2)

=> m = 2 k, n = 3 k;

m = 2 k, n = 3 k,UI1-k= u

jer se iz (2.1.25) vidi da ne moze biti U3k= y, niti UI1-k= y.
Oba puta jednacina (2.1.25) svodi sc na jednacinu (2.1.22).
Ako je m = 2 k, n=l3 k, jednacina (2.1.25) ima oblik

(2.1.26) I(x, y) I(u, v) -+I (x, u) I(x, y) -+I(x, v) I(y, x) = o.

2.1.4. UI1-k=Y'

Ovaj slucaj nastupa sarno tada ako je n = 2 k, pa jednaCina (2.1.15)postaje

(2.1.27) I (x, y) I (u, v) -+ I (x, u) I (U2m-k' Um-k) -+I (x, v) f(um-b y) = O.

Potrebno je

(2.1.4.1)

(2.1.4.2)

ispitati sledece slucajeve:

U2m-k=y => m=n=2k;

U2m--k=v => m-~k n=2k.- 2 '



Moramo an:llizira,i sledece slucajeye

(2.1.5.1) U~m-k = Y => m=3k, n= 4k;

(2.1.5.2) U2m-k = V => m=2k, n= 3 k;

(2.1.5.3) Um-k = Y => m'~ 2 k, n= 3 k.
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Slucaj (2.1.4.1) ne dol1zi u obzir. K,,-da je (2.1.4.2) jednacina
syodi se na jednacinu (2.1.23).

Ako je n = 2 k i mcF~ k, jednacina (2.1.27) glasi
2

(2. 1.15)

(2.1.28) f(x, y) f (u, v) + f (x, v) f(x, y) ~c o.

2.1.5. Un-k = U.
~----

Oyaj slucaj nastupice sarno ako je n = k + m. Tada, iz (2.1.15) dobijarno

(2.1.29) f(x, y) feu, v) + f(x, u) f(U2rr,-b Um-k) + f(x, v) f(Um'b u) = o.

Ako je (2.1. 5.1) jednacina (2.1.29) syodi se na jednacinu (2.1.19), a ako
je (2.1.5.2) i (2.1.5.3) na jednacinu (2.1.22).

Kada je no, k + m i mcF3 k, mcF2 k, jednaCina (2.1.29) glasi

(2.1.30) f(x, y) feu, v)+f(x, v) f(x, u)=o.

Prem'l tome, da bismo resili jednacinu F~ za razlicite yrednosti k, m, n
moramo resiti sledece jednacine: (2.1.19), (2.1.20), (2.1.22), (2.1.23), (2.1.24),
(2.1.26), (2.1.28), (2.1.30).

Jednacine (2.1.19), (2.1.20), (2.1.23), (2.1.24), (2.1.28), (2.1.30).
- ----

Stayljajuci x = u, y = v i yodeCi racuna 0 j::Jdnakosti (2.1.14) sye oye jed-
nacine syode se na

P(U, v)=O,

tako da je opste resenje u oyim slucajevima

(2.1.31) feu, v)=~O.

JednaCina (2.1.22).
---------------

Na osnoyu teoreme 1.1.1., opste resenje Oye j,~dnaCine je

(2.1.32) feu, v)=g(u) h (v)-g (v) h(u),

gde su g, h: K> K proizyoljne funkcije.

Jednacina (2.1.26).
---

Za syako netriyijalno resenje oye jednaCine postoji bar jedan par kom-
pleksnih brojeya (a, b) takay da je f(a, b)cFO.

Za x = v = a, y = b iz (2.1.26) proizilazili

(2.1.33) f(a, u) = - f(u, a).

Stayljajuci x = a, y= b iz (2.1.26), na osnoyu (2.1.33), sleduje
.

(2.1.34) feu, v)~f(a, v)-f(a, u).
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UvodeCi oznaku g (u) =
f (a, u), jednakost (2.1.34) postaje

(2.1.35) feu, v)=g(v)-g(u).

Buduci da je funkcija (2.1. 35) zaista resenje jednacine (2.1.26), opste re-
senje ove jednaCine ima oblik (2.1.35), gde je g: K ---+ K proizvoljna funkcija.

Na osnovu svega do sada recenog, proizi1azi sledeci rezu1t8t:

Opste resenje funkcionalne jednaCine F~ je:

(2.1.36) feu, V)=g(u) h(v)--g(v) h(u)

=g(v)-g(u)

=0

(m = 2 k, n = 3 k),

(m = 2 k, ncl3 k),

(u svim ostalim slucajevima)

gde su g, h: K --+ K proizvo(;ne funkc;;e.
Na osnovu smena (2.1.7) i (2.1.10) i dobijenog rezultata direktno pro-

izi1azi teorema 2.1.1.

Primer. Navedimo prvo nekoliko primera funkcionalnih jednacina iz klase jednacina F 4
koje kao opste resenje imaju funkciju:

( I) feu, v) ~g (u) h (v)-g (v) h (u).

Funkcionalna jednacina

pri cemu je

F (xo, Xl' X2' "
. , xn) = f(xo, xp) f(xq, XT)

ima kao opste resenje gornju funkciju ako je, na primer,

p=1, q=3, r=5, n=6;

p ~ 4, q
= 6, r ~ 2, n ~ 6 ; 4°

50 p=5, q= 1, r~9, n~ 12; 6° p=8, q=5, r~2, n~9,

Dokazimo ovo u slucaju kada je p = 4, q = 6, r = 2, n = 6; tada posmatrana jednacina glasi:

n~,~f~,~+f~,~f~,~+f~,~f~,~

+f(xo, Xl) f(X3' Xs) + f(xo, X2) f(X4' Xo) + f(xo, X3) f(xs, Xl) = O.

StavljajuCi X4 ~ b, Xo ~ u, X2 ~ V i zamenjujuci sve preostale promen1jive sa a iz poslednje
jednacine nalazimo .

f(a, b) feu, v): f(a, u) fey, b) + f(a, v) f(b, u) ~ 0

a ovo je jednacina F cije je opste resenje funkcija (1).

Posmatrana funkcionalna jednacina imace kao opste resenje funkciju

ako je, na primer,

1°

f(u, v)=g (v)-g (u),

3

p~ 1, q~3, r~4, n=5;

p~5, q~9, r~.1, n=lO;

6°

p ~ 1, q
= 6, r ~ 4, n = 8;

p~5, q= 3, r=2, n~5.

Doka':timo ovo na slucaju 6". Jednacina tada glasi

f(xo, XS)f(X3, x2)+f(xo' xI)f(X4' X3)

-[-f(xo, X2) f(xs' X4) +f(xo' X3) f(x!, xs) + J (xo, X4) j{X2' Xl) =0.
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Stav1jajuci X5 ~ b, X3 ~ U, X2= V i zamenjujuCi sve ostale promenljive sa a, dobijamo

1(a, b) I(u, v)+ I(a, v) I(b, a) +/(a, u) I(a, b) ~ 0.

Za u ~ a, v = b odavde dobijamo I(a, b) = -/(b, a), tako da je opste resenje funkcija

gde Sl110stavili I (a, u) =
g (u).

Posmatrana funkcionalna jednacina imace kao opste resenje funkciju I(x, y)~o ako je
na primer p ~ 1, q = 2, r = 4, 11~ 5. Tada jednacina g1asi

I(xo, Xl) I(X2' x4) + 1(xo, x2) l(x3, x5) + I(xo' x3) I(X4' Xl)

+/(xo, x4)/(x5' x2)+/(xo, x5)/(x1' x3)=0.

I(u, v) ~ g (v)-g (u)

StavJjajuci Xo ~ Xl ~ X3= X4 ~ U, x2 = x5 = v, zaista dobijamo P (u, v) = °
Predimo sada na analizu jednacine F4

(i=1,2,3,4).

Ciklicnim permutovanjem promenljivih
posmatrati sledecu funkciju

za slucaj kada je u (2.1.2) 'Ij'FO

mozemo umesto funkcije (2.1.2)

(2.1.37) F(xo' Xl' . . ., Xn) =I(XI' Xp) f(Xq, Xr)

(p, q, r medusobno raz]iciti prirodni brojevi <;;;n).

Na jednaCinu (2.1.1) u slucaju kada je funkcija F data formulom (2.1.37)
moze se primeniti isti postupak koji je primenjen pri resavanju te jednaCine
u slucaJu kada je F bilo dato formulom (2.1.3). Medutim, sam postupak bi
bio neuporedivo duzi. Nairne, u slucaju kada je funkcija F bila data formulom
(2.1.3), u diskusiji pri resavanju ucestvovala su sarno tri parametra, a osim
toga, indeksi promenljivih bili su uredeni po veliCini; u ovom slucaju u disku-
siji se pojavljuju cetiri parametra a. indeksi nisu uredeni po veliCini. Zbog toga
u oVom slucaju jednacinu F4 posmatracemo sa jednog drugog stanovista.

Pre svega, u daljem ograniCicemo se na slucaj kada je

f: R2-t R.

2.2. Funkcionalna jednaCina Fs

Funkcionalnu jednacinu F4 u specijalnorn slucaju kada je funkcija F data
formulorn (2.1.37) i kada je f:R2-tR, zvacemo funkcionalna jednaCina Fs.

Jednacinu Fs necemo resavati u opstern slucaju, vcc cemo sarno vrsiti
ispitivanja kada ova jednaCina ima i netrivijalnih resenja. Pri tome, dacerno
neke potrebne uslove da ova jednacina pored trivijalnih ima i drugih resenja.
Zatim, posta vicerno jednu hipotezu 0 tome kada ova jednaCina ima i netrivi-
jalnih resenja.

StavljajuCi xp = Xr= v i zamenjujuci sve ostale promenljive sa u, jednaCina
Fs svodi se, buduci da je feu, u)==o, na

(2.2.1) f2 (u, v) + f(v, X2p-1) f(Xp+q-l, Xp+r-l)

+ f(v, Xp+r-l) f(Xq+r-l, XZr-l) + f(xu, , v) f(xu, , xu.) = 0,
gde je

al=r-p+l (r-p+1>0),

=n+r-p+ 1 (r-p+ 1<;;;0),

a2~r+q-p (re q-p::.;O),

-=n+q+r-p (r+q-p<;;;O),

a3=2r-p (2r-p>0),

= 111. 2 r-p (2 r-p<;;;O),
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JednaCinu (2.2.1) mazemo n:.lpisati u obliku

(2.2.2) Af2 (u, v) -+ Bf(u, v) f(v, u) -+ C12(v, u)= °
pri cemu su A, B, C (AFO) celi nenegativni brojevi takvi da je I,;;;;A + B -+C < 4.

PermutujuCi u i v u jednacini (2.2.2), dobijamo

(2.2.3) Af2 (v, u) + Bf (u, v) f (v, u) -+C12 (u, v) = 0.

Aka je B=O, buduCi da je A, C>O i f:R2-~R, iz (2.2.2) dobijamo

(2.2.4) feu, v)==o.

Ako je C = 0, BFO (BFA), pretpostavljajuCi da postoji par
(a, b) (a, bE R) takav da je f(a, b)FO, iz (2.2.2) i (2.2.3) dobijamo

Af2(a, b)+Bf(a, b) f(b, a)=O,

A f2 (b, a) + B f(a, b) f(b, a) = 0.

Resavanjem ovog sistema, dobijamo f (a, b) = f (b, a) = 0, sto sc protivi uci-
njenoj pretpostavci f(a, b)*O. Prema tome, i u ovom slucaju imamo (2.2.4).

Ispitajmo sada slucaj A, B, CFO. Ako je A =B=C= I, pretpostavljajuci
da je f(a, b)FO, iz (2.2.2) i (2.2.3) dobijamo

12 (a, b) -+ f (a, b) f (b, a) -+.[2 (b, a) = 0,

brojeva

a ovajednaCina nema rcalnih resenja po f(a, b), tako daje f(a, b)=f(b, a)=O,
pJ. op~t imamo (2.2.4). Isti rezultat dobija se i u slucajevima A = 2, B = C = I
i A = B = I, C = 2.

Predimo na analizu slucaja kada je A = BFO, C = (). Iz (2.2.2) i (2.2.3)
do bijamo

{feu, v)+ f(v, u)}2=o,
odaklc sleduje

(2.2.5) feu, v)+f(v, u)=o.

mogucnost A = C = 1, B = 2. Tada iz (2.2.2) takode dobijamoOstaje jos
(2.2.5).

Prema tome,
cine F5 su

(2.2.6)

(2.2.7)

potrebni uslovi da bi postojala °netrivijalna resenja jedna-

C=O, A =B (= 1,2);

B = 2, v4 = C = 1.

Relacije (2.2.6) za slucaj A.= B = 1, vazicoe tad a i sarno tad a ako je za-
dovoljen jedan od uslova

(2.2.8)

(2.2.9)

.2 r-- 1==p (mod n), p + q-I d- r (mod n); r + q-p *-
p (mod n);

r + q--p~p (mod n), p + q-I *-v (mod n), 2r-1 *-
p (mod n).

Slucaj A = B ~~2, C =
°

ne moze nastupiti jer bi tada moralo da
p +-r-I ==r(mod n), a to je nemoguce.

Relacije (2.2.7) vazice ako i sarno ako je

vazi

(2.2.10) p+q-I=r(modn), 2r-!p(modn), r+q-p==p(modn).

Na osnovu ovoga proizilazi sled~ci rezuItat:
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T e 0 rem a 2. 2. 1. - Da hi jednaCina F5 imala i
mora hili ispunjen jedan od uslova (2.2.8), (2.2.9), (2.2.10).

Ukoliko postoje netrivijalna resenja jednaCine F5,
(2.2.5), tako da svako resenje mora biii sledeceg oblika

(2.2.11) f (u, v) = G (u, v)-G (v, u)

gde je G: R2.~ R podesno izabrana funkcija.
Najjednostavnija funkcija oblika (2.2.11), pored funkcije f (u, v)=e0, je

sledeca funkcija

netrivijalnih re.fenja,

ona imaju osobinu

(2.2.12) feu, v)=g(u)-g(v).

Ispitajmo kada je funkcija (2.2.12) resenje jednacine F5 za bilo koju
funkciju g: R ---+ R. tada mora biti

g (Xl) g (Xq) - g (Xl) g (X,) - g (Xp) g (Xq) -I-g (xp) g (X,)

-I-g (X2) g (Xqcl) --g (~2) g (Xril) -g (X,dl) g (Xq+l) -I-g (xp+1) g (X, I I)

-1-.. .

-I-g (xn) g (Xq-l) - g (xn) g (X,-I) - g (Xpl) g (Xq 1) -I-g (Xp-l) g (X'-I) = O.

Zadnja jednakost bice identitet za svako g u
1° Ako se medusobno potru clanovi I i III

menti II i IV kolone medusobno;
2° Ako se medusobno potru clanovi I i II kolone i clanovi III i IV

kolone medusobno.
Ovo ce nastupiti ako i sarno ako je

dva slucaja:
kolonc gornje seme i ele-

ili
2r-l==p (mod n), 2q-l==p (mod n)

q -I- r-pc'=p (mod n), r -I- q-I == I (mod n).

Uslovi 1° i 2° ustvari predstavljaju dovoljne uslove za postojanje i dru-
gih resenja osim trivijalnih jednacine F5'

Sada cemo postaviti sledecu hipotezu:

Hip 0 t e z a. - Funkcionalna jednaCina F5 ima netrivijalnih re.fenja tada
i samo tada ako vazi jedan od sledda dva uslova:

(2.2.13)

(2.2.14)

1° 2r-L==p (mod n), 2q-l==p (mod n);

q-l-r-p==p (mod n), r-l-q-I===O (mod n).2°

Ako su ovi uslovi zadovoljeni, ispunjen je istovremeno i potreban uslov
za postojanje netrivijalnih rdsenja.

Primer. Navescemo jednu jednacinu za koju su pot,ebni uslovi ispunjeni, ali uslovi hi-
poteze nisu, a koja ima samo trivijalno resenje. To je sledeca jednacina:

f (xl' x3) f(xs, x2) + f (x2, X4) f
eX6' xa) + f

(xa' x5)( (x7, X4)

+f(xp x6)f(x" xs) + f(x5, X7) f(x2, X6) + f(X6' x,) f(X3' x7) +(X7' x2) f(x4, x,) ~ O.



3. NEKE KVADRATNE FUNKCIONALNE JEDNACINE
SA INTERESANTNIM OSOBINAMA

3.1. Funkcionalna jednacina F 6

Funkcionalnu jndnaCinu

(3.1.1)

gde je

(3.1.2)

{f(xo, Xl) +-f(xz, X3) +- . . . +-f(X2k-2, XZk-I)}

X {f(XZk' XZk+1) +-f(X2k+z, X2k+3)+- . . . +- f(Xzn.-Z' XZn-I)}

zvacemo jednaCina F6'

D. S. Mitrinovic i S. B. Presic (videti [4]) dokazali su sledeci rezultat.

T e 0 rem a 3. 1. 1. - Opste resenje jednaCine F6 je

(3.1.3) feu, v)=g(v)-g(u),

gde je g: K ~ K proizvoljna funkcija.

Za n = 4 i k = 2, funkcionalna jednacina F6 glasi

(3.1.4) {f(xo, xl)+-f(X2, X3)} {!(X4, x5)+-f(X6' X7)}

+- {f(xo, xz) +-f(X3, XJUf(X5, X6) +-f(X7, Xl)}

+- {f(xo, X3) +-f(X4, X5)} {f(X6' X7) +-f(XI, xz)}

+- {f(xo, X4) +-f(X5, X6)} {feX7' Xl) +-f(xz, x:J}

+-{f(xo' X5)+-!eX6, X7)} {f(Xl, xZ)+-f(X3, X4)}

+- {f(xo, X6) +-f(X7, Xl)} {f(xz, X3) +-f(X4, X5)}

+- {f(xo, X7) +- f(XI' X2)} {f(X3, X4) +- f(X5' X6)} = o.

Opste resenje ove jednacine je funkcija (3.1.3).
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(3.1.5)

Funkcionalnt' jednacina

{f(xo, X3) + f(X2, Xl)} {f(X4, X7) + f(X6' Xs)}

+ {f(xo, X4) + f(X3, X2)} {f(xs, Xl) + f(X7' Xo)}

+ {f(xo, Xs) + f(X4, X3)} {f(X6' X2) +f(XI, X7)}

+ {f(xo, x6)+f(xs, xJ} {f(X7, x3)+f(X2, Xl)}

+ {f(xo' X7) + f(xo, xs)} {f(XI, X4) + f(X3, X2)}

+{f(xo, xI)+f(x7, xo)} {f(X2, xs)+f(x4, X3)}

+ {f(xo, x2)+f(XI, x7)} {f(X3, x6)+f(x5, X4)} 0=0,

nastaje iz jednacine (3.1.4) permutovanjem promenljivih i takode ima kao
resenje funkciju (3.1.3) (za sada pitanje opstosti ovog resenja ostaje otvoreno).

Funkcionalne jednaCine

(3.1.6)

(3.1. 7)

(3.1.8)

{f(xo, x3)-f(XI' X2)} {f(X4' x7)+ f(x6, xs)}

+ {f(xo, x4)-f(X2' X3)} {f(xs, Xl) +f(x7, X6)}

. +{f(xo' xs)-f(x3, X4)} {f(xo, X2)+ f(XI, x7)}

+ {f(xo, x6)- f(X4, xs)} {f(x7, X3)+ f(X2, XI)}

+{f(xo' x7)-f(xs, xo)} {f(XI, x4)+f(X3, X2)}

+ {f(xo, xI)--f(X6' x7)} {f(X2, xs)+f(x4, X3)}

+ {f(xo, X2)- f(x7, Xl)} {f(X3, x6) + f(xs, X4)}= 0,

{f(xo, X3)+ f(X2, Xl)} {f(x4, x7)-f(xs, X6)}

+ {f(xo, X4)+ f (X3, X2)} {f (xs, xI)-f(X6' x7)}

+ {f(xo, xs) + f(x4, X3)} {f(xo, x2)-f(X7' Xl)}

+ {f(xo, xo) + f(xs, xJ} {f(X7, x3)-f(XI' X2)}

+ {f(xo, x7)+f(X6' xs)} {f(XI, x4)-f(X2' X3)}

+{f(xo, Xl) + f(x7, x6)} {f(X2, xS)-f(X3' xJ}

+ {f(xo, X2)+ f(XI,X7)} {f(X3, xO)-f(X4' xs)} = 0,

{f(xo, xI)-f(X3' X2)} {f(x4, xs)-f(x7, x6)}

+{f(xo, x2)-f(X4' X3)} {f(xs, x6)-f(XI' x7)}

+ {f(xo, X3)- f(xs, X4)} {f(xo, x7)-f(X2' Xl)}

+{f(xo' x4)-f(x6, X5)} {f(x7, xI)-f(X3' X2)}

+{f(xo, xs)-f(x7, X6)} {f(XI, x2)-f(X4' X3)}

+ {f(xo, x6)-f(XI' x7)} {f(X2, x3)-f(X5' xJ}

+ {f(xo, x7)-f(X2' Xl)} {f(X3, x,!)-f(x6, xs)} = 0,
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kojc sU nastale iz jednacine (3.1.4) permutovanjem promenljivih i promenom
znakova po jednom utvrdenom zakonu, isto tako ;maju za resenje funkciju
(3.1.3). Ova osobina jednacina (3.1.4), (3.1.5), (3.1.6), (3.1.7) i (3.1.8) sugerira
da se postavi pitanje da Ii je navedena funkcija (3.1. 3) resenje jednaCina koje
su analogne nave denim jednacinama u slucaju kada su kin (k<n) proizvoljni
prirodni brojevi. Isto tako postavlja se, u potvrdnom slucaju, pitanje 0 karak-
teru takvog resenja. Navedena pitanja bice predmet narednih odeljaka ove: glave.

3.2. Funkcionalna jednacina F7

Funkcionalnu jednacinu (3.1.1), gde je

(3.2.1)

{f(xo, uoH-f(X2' u])+... +f(X2k-2, Uk-])}

x {f(X2b vo),- f(X2k+2, v]) + . . . + f(X2n-Z, Vn-k-l)}

(j=0, I,..., n-k-l); u, cf, u~ i Vv# v~ ako je vjfL),

zvacemo: jednacina F 7.

T e 0 rem a 3. 2. I. -- Opste rdenje jednaCine 1'8 je

(3.2.2) feu, v)=g(v)-g(u),

gde je g: K - ->K proizvoljna funkcija.

Dokaz teoreme 3.2.1. - Funkcija
Zaista zamenom (3.2.2) u (3.2.1) posle

F(xo, Xl, . . . , X2n-l)

(3.2.2) je jedno resenje jednaCine F
7'

sredivanja dobijamo

{g (xo)-g (Xl) + g (X2)-- . . . + g (X2k-Z)-g (X2k-])}

x {g (X2k)-g (X2k+1)+ g (X2k+2)- . . . + g (X2n-Z)-g (X2n-1)},

odnosno isti rezultat kao i zamenom (3.2.2) u (3.1.2). Buduci da je (3.2.2)
resenje jednacine F6, proizilazi da je (3.2.2) resenje i jednaCine F7'

Obrnuto, dokazacemo da svako resenje jednacine F7 irna oblik (3.2.2).
Trivijalno resenje je sadrZano u funkciji (3.2.2). Dalje cerno traziti samo

netrivijalna resenja. Za svako netrivijalno resenje postoji bar jedan par brojeva
(a, b) (a, bE K) takav je f (a, b) # O.

Stavljajuci Xi=U 0=0, 1,..., 2n-I), jednaCina F7 svodi se na

(3.2.3) feu, u)c=O.

Ako u jednaCini F7 stavimo da sU sve promenJjive jednake u i da je
Xl = X2n-1 = v, na osnovu (3.2.3) dobijumo

(3.2.4) pJ2 (u, v) + qf (u, v) f (v, u) + rf2 (v, u) = 0,

gde su p (> 0), q ( :;;:,0), r (> 0) celi brojevi.
Kako funkcija (3.2.2) mora zadovoljavati jednacinu

zamenorn (3.2.2) u (3.2.4) dolazimo do uslova q = p + r.
(3.2.4) za svako g,
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Permutovanjem promenljivih u i v, iz (3.2.4) dobijamo

(3.2.5) pJ2 (v, u) + qf (u, v) f (v, u) + rj2 (u, v) = O.

Sabiranjem jednakosti (3.2.4) i (3.2.5), vodeci racuna 0 uslovu q = p + r
(>0). dobijamo

(3.2.6) feu, v) + f{v, u) = o.

Razlikovacemo dva slucaja: 1° k = 1; 2° k> 1.

1° slucaj: k = 1. U ovom slucaju funkcija (3.2.1) glasi

F(xo, Xl' ..., X2n-l) =f(xo, Xl) {f(X2, yO)+ f(X4, VI)+ . . . + f(X2n-2, Vn-2)}

(Vi E {X3' XS, ..., X2n-l} (i=O, 1, ..., n-2); Vv-=Fv~ za v -=Ffl.).

Potrebno je posebno ispitati slueajeve Vn-2-=FX2n-1 i Vn-2 = X2n-I'

U slucaju Vn-2-=FX2n-l, smena

(3.2.7) Xo= a, Xl = b, X2n-2 = U, Vn-2 = v,

transformise jednaCinu F7 u

f(a, b) feu, v) + f(a, u) {f(a, b) + f(a, v)} + f(a, v) {f(b, a) + feu, a)} = O.

Iz ove jednacine, na osnovu (3.2.6), dobijamo

f (u, v) = f (a, v)- f (a, u).

UvodeCi oznaku f (a, u) = g (u), dobijamo da je funkcija f zaista oblika
(3.2.2).

U slucaju kada je Vn-2= X2n-l, smena (3.2.7) prevodi jednacinu (F7) u
sledecu jednacinu

(3.2.8) f(a, b) feu, v) + f(a, u) {f(v, a) + f(a, b)} + f(a, v) {f(b, a) + f(a, u)} = 0

u slucaju kada je Vo-=FX3,odnosno u jednacinu

(3.2.9) f(a, b)f(u, v)+f(a, u)f(v, b)+f(a, v)f(b, a)+f(a, v)f(a, u)=O

u slucaju kada je Vo= X3.

Jednacina (3.2.8) na osnovu (3.2.6) daje

(3.2.10) feu, v) =g(v)-g(u),

gde je koriscena oznaka f (a, u) = g (u).

Iz (3.2.9), za v = b, dobijamo

feu, b) = f(a, b)-f(a, u).

KoristeCi ovu jednakost i uvodeci oznaku f (a, u) = g (u), jednaCina (3.2.9)
svodi se na (3.2.10).

.2° slucaj: k>l. Neka jeuO=x2p-l (O<p<k). Razlikovacemodvaslucaja:
0<2p<.k i k<2p<.2k.
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U slucaju 0 < 2 p < k, stavimo da su sve promenljive Xi (i = 0, I, 2, . . . ,
2n-l), osim xo' xP' XZn-l, jednake X i da je

Xo = u, XZp-1 = V, XZn-.1 = y.

Ovom smenom jednacina (F7)' s obzirom na (3.2.3) i (3.2.6) svodi se na
jednacinu

f(x, y)f(u, v)+Af(u, x)f(v, x)+Bf(u, x)f(y, x)

+ C f(x, y) fey, x) +D feu, x) fey, v) +E feu, y) fey, x) =0,

gde su A, B, C, D, E celi brojevi.
Primetimo da je u ovoj jednacini E = O. Zaista, clan f (u, y) f (v, x) u

jednacini (3.1.1) moze se pojaviti sarno u clanu F(xo' XZn-l, . . ., xzn-z). Pro-
menljiva XZp-1 pojavljuje se u ovoj funkciji na 2 p + I-om mestu, tako da
navedenom smenom dobijamo

(3.2.11)

F(xo' XZn-l, Xl, . . . , XZn-Z)= {feu, y) +f(v, x)} x {(n-k) f(x, X)}7=oO.

Funkcija feu, v)~~g(v)-g(u) mora da zadovoljava jednacinu (3.2.11) za
za svako g. Zamenom (3.2.2) u (3.2.11) dolazimo do sledeceg sistema jednacina
koji mora biti zadovoljen da bi funkcija (3.2.2) bila resenje jednacine (3.2.11)
za svako g:

A+Bo~l, A-C-D=-l, C=l,

B-C+D=O, A-D=O, A+B-C=O.

Odavde dobijamo

(3.2.12) B=I-A, C=l, D=A,

tako da jednaCina (3.1.1) glasi

(3.2.13) f(x, y) feu, v) +A feu, x) fey, x) + (I-A) feu, x) fey, x)

+ f(x, y) fey, x) + A feu, x) fey, v) = O.

Za x = a, y = v = b, iz (3.2.13) dobijamo

(3.2.14) feu, b)=f(u, a)+f(a, b).

StavljajuCi x = a, y = b iz (3.2.13) nalazimo
(3.2.15) f(a, b)f(u, v)+Af(u, a)f(v, a)+(l-A)f(u, a)f(b, a)

+ f(a, b) fey, a) +A feu, a) f(b, v) = 0,
odnosno, prema (3.2.14),

feu, v)=f(a, v)-f(a, u).

Uvodeci oznaku g (u) = f (a, u), iz zadnje relacije dobijamo

feu, v)=g(v)-g(u).

U slucaju k < 2 p < 2 k, stavimo da je

Xo= U, XZp-I = v, XZn-l = Y

i da su sve ostale promenljive jednake x. Tada jednacina F7 postaje

(3.2.16) f(x, y) feu, v) + A] feu, x) f(v, x) + B1feu, x) fey, x)

+c1f(x, y)f(v, x)+D1f(u, x)f(y, v)+E1f(u, y)f(v, x)=o.
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Slicno kao u slucaju 0 < 2 p <;;k, dolazimo do zakljucka da je £1 = I, kao i

Bj=l-D" C1=0, Aj=-Bj.

Tako dobijena jednacina ekvivalentna je jednacini (3.2.15). Prema tome,
i u ovom slu~aju svako resenje ima oblik (3.2.2).

3.3. Funkcionalna jednacina F 8

Funkcionalnu jednaCinu (3.1.1), gde je

(3.3.1) F(xo, Xl' . . . , X2n-l)

= {f(xo, UO)-f(Ul' VO)+ f(V!> u2)-f(U3' V2) + . . . + f(Vk-3, Uk-2)-f(Uk-l, Vk-2)}

X {f(X2k, )1)0) + f(X2 H, WI) + . . . + f(X2n-2, I~'n-k-I)} za k pamo,

= {f(xo, uo)-f(ul' vo)+f(v], U2)-'" -f(Uk-2, Vk-3)+f(Vk-2, Uk-I)}

X {f(X2b WO)+f(XZk+2, Wj)+'" +f(X2n-l, H'n-k-])} za k neparno

(f:K2---+K; Uj E {XI' X3,"', X2k-j} (i=0, I, ..., k-I),

Vi E {X2, X4, . . . X2k-2} (j = 0, 1, . . . , k-2), Wv E:::{X2k"j, X2k+3, . . . , X2n-] I
(v=O, 1,..., n-k-1); Ua i=up, Va i= vp, H'a i= Wp za C(i=~)

zvacemo: jednaCina F8'
T eo rem a 3. 3. 1. - Opste resenje jednaCine F8 U slucaju k = 2 m-1 je

(3.3.2) f (u, v) = g (v)-g (u) (g: K-> K, proizvoljna funkcija).

U slucaju k = 2 m opste rdenje je funkcija (3.3.2) ili je oblika feu, v) = h (v),
gde je h: K ---+ K podesno izabrana funkcija.

Dokaz teoreme 3.3.1.
-- Potrazimo prvo opste resenje jednacine .1<'8u

slucaju k= 2 m-1.

Stavljajuci Xi = u (i ~ 0, I, . . . , 2 n-1), dobijamo

(3.3.3) feu, u)==o.

Za Xo= X2n-1= U, Xj = v (j = 1, 2, . . . , 2 n-2) na osnovu (3.3.3), iz jed-
nacine F8 dobijamo

(3.3.4) f2(U, v)+f(u, v)f(v, u)=O.

permutovanjem u i v, poslednja jednakost postaje

(3.3.5)

Sabiranjem (3.3.4) i

f2(V, u)+f(u, v)f(v, u)=O.

(3.3.5), dolazimo do

{f (u, v) + f (v, U)}2= 0,
odnosno

(3.3.6) feu, v)= -f(v, u).

KoristeCi se relacijom (3.3.6), jednacinu F8 mozemo svesti na jednacinu
F.7, cije je opste resenje, prema teoremi 2.1.

(3.3.7) f (u, v) =c g (v).- g (u).
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Buduci da funkcija (3.3.7) zadovoljava jednacinu Fs, teorema 3.3.l.je do-
kazana za slucaj k = 2 m-l.

Sada cemo preCi na dokaz teoreme 3.3.1. za slucaj k = 2 m.
Sve funkcije f: K2 -t K mozemo podeliti na dye klase:
Klasa C1 svih funkcija f za koje vazi feu, u)=o;
Klasa C2 svih funkcija f za koje vazi feu, u) ~ O.
Potrazimo prvo opste resenje jednacine Fs za slucaj k = 2 m u klasi

funkcija C1.
Stavljajuci Xo=X2n-1=u, Xi=V (i= 1,2,..., 2n-2), na osnovu pretpo-

stavke feu, u)=O, iz Fs dobijamo relaciju (3.3.4). permutujuci promenljive u
i v, iz (3.3.4) dobijamo (3.3.5). Sabiranjem (3.3.4) i (3.3.5) dobijamo (3.3.6),
tako da se u ovom slucaju jednaCina Fs svodi na jednacinu F7' Prema tome,
opste resenje jednacine Fs za slucaj k = 2 m, u klasi funkcija C1 dato je for-
mulom (3.3.7).

Potrazimo sada opste resenje jednaCine Fs u klasi funkcija C2. Buduci
da je tada feu, u) ~ 0, postoji bar jedan broj c (c E K), takav da je f(c, c)i'O.

Stavljajuci Xo= U, Xl = V, Xi= C (i = 2, 3, . . . , 2 n-I), iz jednaCine Fs do-
bijamo

(n-k) {[feu, v)-~ + 2 (k-I) feu, c)-2 (k-2) ~- f(c, v)- f(v, c)] ~

+ [feu, c)-~] [f(c, v) + f(v, c) + 2 (n-k-I) ~]}= 0,

gde smo stavili f(c, c) =~. Iz poslednje jednaCine, za v = c dobijamo

(3.3.8)

(3.3.9) feu, c)=~.

Koristeci (3.3.9) iz (3.3.8) nalazimo

(3.3.10) f (u, v) = h (v) (h (u) = f (c, u)).

Medutim, u opstem slucaju, funkcija (3.3.10) nije resenje jednaCine Fs za
svaku vrednost funkcije h. Tako se za slucaj jednacine koja je posmatrana u
clanku [7] ona svodi na konstantu.

Primer jednacine F s, kada je funkcija (3.3. 10) resenje za svako h je ako
za k = 2, n = 4, funkcija F ima sledeCi oblik

3.4. Funkcionalna jednacina Fg

Funkcionalnu jednaCinu (3.1.1) gde je

(3.4.1 )

{f(xo, uo)+f(X2, UI)+..' +f(X2k-2, Uk-1)}

x { f(vo, 11'0)- f(W1, V1)+ f(V2, 11'2)- . . . - f(Wn-k-2, Vn-k-2)

+f(Vn-k-1,Wn-k-1)} za n-k=2m+ I,

{f(xo' uo) + f(X2' u1) + . . . + f(X2k-2, Uk-1)}

x {f(vo' 11'0)- f(wI' Vt)+ f(V2, 11'2)- . . . + f(Vn-k-2, Wn-k-2)

+f(Wn-k-I>Vn-k-1)} za n=k=2m
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(f:K2-tK; uiE {Xl'
X3"'" X2k-I} (i=0, 1,..., k-l), viE {X2k> X2k+2, ...,

X2n-2} (j= 0, 1, . . ., n-k-l), Wv E {X2k+l> X2k+3, . . . , X2n-l}

(v = 0, 1, . . . , n-k-l); ua.:eft uJ3, va.:eft1'13, wa. =FwJ3 za a=F~)

zvacemo: jednaCina Fg'

Ako je n-k=2m+l, dokazacemo teoremu:

T eo rem a 3.4. 1. - Ako je n-k = 2 m + 1 opste resenje jednaCine Fg je

(3.4.2) f(u,v)=g(u)-g(v) (g:K-+K, proizvoljna funkcija)

Dokaz teoreme 3.4.1. - Stavljajuci Xi= u (i = 0, 1, . . . , 2 n-l) iz jedna-
cine Fg dobijamo (za slucaj n-k = 2 m + 1)

(3.4.3) f (u, u)== O.
VodeCi racuna 0 ovoj relaciji, za Xo = X2n-1 = V, Xi = u (i = 1, 2, . . . , 2n-2)

iz jednacine Fg dobijamo

(3.4.4) {feu, 1')+f(v, u)}f(v, u)=o.

permutujuCi u jednakosti (3.4.4) promenljive u i v i sabirajuci tako do-
bijenu relaciju sa (3.4.4), dolazimo do

feu, v) + f(v, u) = o.

Na osnovu ove jednakosti, jednaCinu Fg mozemo svesti na jednaCinu F7,
cije je opste resenje

f(u,v)=g(v)-g(u).

BuduCi da ova funkcija zadovoljava jednaCinu Fg ako je n-k = 2 m + I,
teorema 3.4.1. je dokazana.

Za jednacinu Fg u slucaju n-k = 2 m opste resenje nismo mogli da doc
bijemo. Rezultati koje smo dobil; u vezi ove jednacine sadrZani su u sledecoj
teoremi:

Teorema 3.4.2. - 1° U slucaju n-k=2m, kadaje

Vi=X2k+2i (i=O, 1, ..., n-k-l),

funkcija

(3.4.5) feu, v)=ag(u)-~g(v) (g: K -} K, proizvol.ina funkcija)

je jedno resenje jednaCine Fs.
Za k> 1 i a= -~ funkcija (3.4.5) je opste resenje jednaCine Fg u klasi

funkcija Cl (sve funkcije f: K2-tK za koje je feu, u)==0).

2° Ako se u (3.4.1) promenljiva X2n-1 pojavl.iuje u funkciji f ispred koje
stoji znak +, opste reSenje jednaCine Fg u klasi funkcija C1 je funkcija (3.4.2).

Dokaz teoreme 3.4.2. - 1° Bez teskoce e proverava da je (3.4.5) zaista
resenje jednaCine Fg ako je n-k=2m i kada promenljive Vi i Wi (i=O, 1,
. . . , n-k-l) imaju vrednosti koje su u teoremi precizirane.

Ako n-k=2m (k>l) stavljajuci XI=X2=X3=U, X4=X5='" =X2n-l=
= Xo= v, iz Fg dobijamo

(3.4.6) {feu, v)+f(v, u)-f(u, u)-f(v, v)} {feu, v)-f(u, u)}=o.
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permutujuci promen1jive, dobijamo

(3.4.7) {f(v, u)+f(u, v)-f(v, v)-f(u, u)} {f(v, u)-f(v, v)}=o.

Sabiranjem re1acija (3.4.6) i (3.4.7), na1azimo

feu, v)+f(v, u)-f(u, u)-f(v, v)=o.

Zadnja re1acija u k1asi funkcija Cl (f(u, u)~O), glasi

feu, v)+f(v, u)=o,

5tO omogucava da se jednacina F9 u posmatranom slucaju svede na jednaCinu F7'
Na ovaj naCin prvi deo teoreme 3.4.2. je dokazan.

2° Pod predpostavkama teoreme, smena Xl = X2n-I = U, Xj= V (i = 2, 3, . . . ,
2n-2), xo=v, prevodi jednacinu F9 u

(3.4.8) f(v, u){f(u, v)+f(v, u)}=O.

Permutujuci promen1jive U ovoj re1aciji i sabirajuci tako dovedenu jed-
nakost sa (3.4.8), do1azimo do

feu, v) +f(v, u) =0 o.

Prema tome, jednacina F9 U ovom slucaju moze se svesti na jednaCinu F7'cije je opste resenje funkcija (3.4.2). Buduci da je ova funkcija zaista, pod
ucinjenim pretpostavkama, resenje jednacine F9 i drugi deo teoreme 3.4.2, je
dokazan.

3.5. Funkcionalna jednaCina FJO

Funkciona1nu jednaCinu (3.1.1), kada je n = 2 m i k = 2 r, uz us10v

(3.5.1)

{f(xo, Xj)- f(X3' xz) + f(X4, X5)- . . . + f(X4r-4, X4r-3)- f(X4r-I' X4r-Z)}

X {f(X4n X4r+I)-f(X4+3, X4r+Z)+ . . . + f(X4m-4, X4m-3)-f(X4m-I' X4m-Z)}

sa nepoznatom funkcijom f: KL-+ K, zvacemo: jednaCina Flo'

T eo rem a 3. 5. 1. - Opste resenje jednaCine FJOje konstanta ili funkcija

(3.5.2) feu, v)=g(v)--g(u) (g: K-} K, proizvoljna funkcija).

Dokaz teoreme 3.5.1. - Podelimo sve funkcije f:Kz~K na dye k1ase:
Klasu CI u kojoj je feu, u)=o i klasu Cz u kojoj je feu, u) ¥' o.

U klasi CI postoji za svako netrivijalno resenje bar jedan par brojeva
(a, b) (a, bE K) takav da je f (a, b)i=O. StavljajuCi Xo= U, XI= v, X4m-Z = b i
zamenjujuci sve osta1e promen1jive sa a, dobijamo

f(a, b)f(u, v)-f(a, b)f(u, a)+f(a, b)f(v, a)=O,

odnosno, uvodeCi oznaku f (u, a) = -g (u),

(3.5.3) feu, v) =g(v)-g(u).
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U klasi funkcija C2 postoji bar jedan broj e takav da je fee, e}ot=O
(e E K). Smenom Xl = U, X4r+l = U i zamenjujuci sve ostale promenljive sa e, iz
jednacine FIO dobijamo

{fee, u)-f(e, e)}2+2 {fee, e)-f(u, e)} {fee, e)-f(e, u)} +

+{f(e, e)-f(u, e)}2=O,
odnosno

(3.5.4) fie, u)+f(u, e)=21X,

gde smo stavili fee, e) = IX.

Smena svih promenljivih osim X4r-2' X4r-l' X4n X4r+l' sa c, kao i

prevodi jednaCinu FIO u

-{feu, U)-1X}2+ {fee, u)- feu, u)} {f(c, u) + feu, e)-21X} = 0,

odakle, s obzirom na (3.5.4), nalazimo da je

(3.5.5) f(u,u)=7..

Najzad, stavljajuci Xl = X3 = x4r+l = X4r+3 = e i zamenjujuCi sve preostale
promenljive sa u, buduCi da je f (u, u) = (I., iz jednacine FIO dobijamo

feu, c) = fee, u)
tako da iz (3.5.4) sleduje

feu, e)=f{e, u) = IX.

Zamenjujuci promenljive X3 i X4r+3 sa u, X2, X4r+2 sa v a sve ostale
promenljive sa e i vodeCi racuna 0 f (u, e) = f (v, e) = IX,iz posmatrane jednacine
dobijamo

{feu, v)-f(e, e)}2=O,
odakle proizilazi

(3.5.6) f (u, v) = (I. (= const).

BuduCi da su funkcije (3.5.3) i (3.5.6) zaista resenja jednacine F10' teore-
ma 3.5.1. je dokazana.



4. SISTEM FUNKCIONALNIH JEDNACINA KOJI
SADRZI JEDNACINU F ZA SLUCAJ n = 2

4.1. Sistem funkcionalnih jednacina S

Sistem funkcionalnih jednacina

f~,~/~,~+/~,~/~,~+/~,~/~,~
+ C/;{g (Xl' Xz) g (X3, X4) + g (Xl' X3) g (X4, Xz) + g (X]' X4) g (xz, X3)}= 0,

I (X! , Xz) g (X3, xJ + I(XI, X3)g (X4, Xz) + I(x!, xJ g (xz, X3)

+ g (Xl' Xz) f(X3, xJ + g (Xl' X3) I(X4, Xz) + g (Xl' xJ f(xz, X3)

+~{g(x!, Xz) g(X3, xJ +g(XI' X3) g(X4, Xz)+g(Xj, xJ g(xz, X3)}=O

(I, g:Rz--+R, C/;,~ER date konstante), zvacemo: sistem S.

Ako uvedemo funkciju F re1acijom

(4.1.2) F(u,v)=f(u,v)+~g(u,v)
2

(4.1.1)

sistem jednacina (4.1.1) svodi se na

F(x!, xz) F(X3' x4)+F(xj, X3) F(X4' xz)+F(xj, xJ F(xz, X3)

+(~2 +C/;) {g(XI' xz) g(X3, X4)+g(XI' X3) g(X4, xz)+g(Xj, X4)g(XZ, X3)} =0,

(4.1.3)
F(Xj, xz) g (X3' X4) + F(XI' X3) g (X4, xz) + F(XI' xJ g (xz, X3)

+g(XI' xz) F(X3' X4)+g(XI, X3) F(X4' xz)+g(Xj' X4) F(xz, X3)=0.

Razlikovacemo sledeca tri slucaja:

(p>O).

Prvi slucaj: W+ C/;= O. U ovom slucaju prva jednacina sistema (4.1.3)
4

postaje

Opste resenje ove jednaCine, prema teoremi 1.1.1, je:

(4.1.4) F(u, v) = /:!,.{Hj (u), Kl (v)}
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gde su

(4.1.5) F (a, u)
Hj (u) = -, KI (u) = F (b, u)F (a, b)

proizvoJjne funkcije i (a, b) (a, bE R) par realnih brojeva takav da je F (a, b)#-O.

Ako stavimo XI = a, X2 = b, Xa = u, X4= v, druga jednacina sistema (4.1.3)
postaje

F(a, b) {g (u, v) + HI (u) g (v, b) + HI (v) g (b, un

+g(a, b) {HI(u) Kl(V)-Kdu) HI (v)}-g(a, u) KI(v)+g(a, v) KI(u)=O.

Za u=v=b, buduci da je HI (b) = 1, KI(b)=O, iz (4.1.6) dobijamo
g(b, b)==O. Ako stavimo u=b i iskoristimo jednakost g(b, b)=O, iz jednacine
(4.1.6) dobijamo

(4.1.6)

g (b, v) = -g (v, b).
UvodeCi oznake

g (v, b) = H2 (v),
g (a, v)

= K2 (v),
g (a, b)

= -kF(a, b) F(a, b)
,

jednaCina (4.1.6) dobija sledeCi oblik

(4.1.7) g(u, v) = ~ {HI (u), k KI (V)-H2 (v)} +~ {KI (v), K2 (u)}.

Najzad, na osnovu (4.1.4) i (4.1.7), iz (4.1.2) nalazimo

(4.1.8)

Funkcije fig date formulama (4.1. 7) i (4.1.8) zaista su resenja sistema S.

Prema tome, u slucaju W+ IX= 0, formulama (4.1.7) i (4.1.8) odredene su sve
4

funkcije fig koje su resenja sistema S. Funkcije HI, H2, KI, K2 koje se u
tim resenjima pojavljuju se proizvoljne funkcije koje R -> R; k E R je proizvoJjna
konstanta.

WDrugi slucaj: - + IX = p2 (p > 0). Uvodeci nove funkcije M i N pomocu
4

formula

(4.1.9) M(u, v)=F(u, v)+pg(u, v), N(u, v)=F(u, v)-pg(u, v),

sistem (4.1. 3) postaje

M(xl' X2) M(xa, X4)+M(xj, xa) M(X4' X2)+ M(xl' xJ M(X2' xa)

+N(Xj, X2) N(xa, x4)+N(XI, xa) N(X4' x2)+N(XI, X4) N(X2' xa)=O,
(4.1.10)

M(xl' X2) M(xa, x4)+M(xJ> xa) M(X4' x2)+M(xj, xJ M(X2' xa)

-N(xl' X2) N(xa, x4)-N(XI' xa) N(X4' x2)-N(XI' X4) N(X2' xa)=O.

Uporedujuci jednacine sistema (4.1.10), naJazimo

M(xl' X2) M(xa, x4)-+-M(x" xa) M(X4' x2)+M(XI, X4) M(X2' xa)=O,
(4.1.11)



46 Petar M. Vasic
~- .--

Opste resenje ovog sis'ema je

(4.1.12) M(u, v)=~{HI(u), KI(v)}, N(u, v)=~{Hz(u), Kz(v)},

gde su HI. Hz, KI, Kz: R R proizvoljne funkcije.
Prema (4.1.12), (4.1.9) i (4.1.2), dobijamo

2p-~ 2p+ ~
f(u,v)=--- ~{HI(u), K1(v)}+-~ ~{Hz(u), Kz(v)},4p 4p

1 1g(u, V)=- ~ {HI (u), KI (v)}-- ~ {Hz (u), Kz (v)}.2p 2p

(4.1.13)

(4.1.14)

Funkcije (4.1.13) i (4.1.14) zaista su resenja sistema S.

Dakle, opste resenje sistem S, u slucaju J3~+ (J.= pz (p> 0), dato je ob-
4

rascima (4.1.13) i (4.1.14), gde su HI, Hz, KI, Kz:R->R proizvoljne funkcije.

TreCi sluca): W+ (J.= -pz (p:- 0). Na osnovu smene (4.1.9), sistem (4.1.3)
4

postaje

M(xI' Xz) N(X3' X4) + M(Xlo X3) N(X4, XZ)+M(XI' X4) N(xz, X3)

+N(XI' Xz) M(X3' x4)+N(XI, X3) M(X4' Xz) +N(XI' X4) M (xz, X3) = 0,
(4.1.15)

M (Xl' Xz) M (X3, X4)+ M (XI' X3) M (X4, xz) + M (Xl' X4) M (xz, X3)

+N(Xl' xz) N(X3' x4)-N(Xl' X3) N(X4' xZ)-N(Xl' X4) N(xz, X3)=0.

Ako stavimo Xl = X2 = X3= X4 = U, iz poslednjeg sistema dobijamo

(4.1.16)

odakle sleduje

M(u, u) = N(u, u), M (u, u). N(u, u) = 0,

(4.1.17) M(u, u)=O, N(u, u)=O.

Neka je (a, b) (a, bE R) takav par brojeva da je M (a, b)i=O. Sistem jed-
naCine (4.1.15) za Xl= a, X2= b, X3= U, X4= v daje

M(a, b) N(u, v)+M(a, u) N(v, b)+M(a, v) N(b, u)

+N(a, b) M(u, v)+N(a, u) M(v, b)+N(a, v) M(b, u)=O,

M(a, b) M(u, v)+M(a, u) M(v, b)+M(a, v) M(b, u)

-N(a, b) N(u, v)-N(a, u) N(v, b)-N(a, v) N(b, u)=O.

(4. 1.18)

Ako ovde stavimo v = b, na osnovu (4.1.17), dobijamo

(4.1.19)
M(a, b) {N(u, b)+N(b, u)}+N(a, b) {M(u, b)+M(b, u)=O,

M(a, b) {M(u, b)+M(b, u)}-N(a, b) {N(u, b)+N(b, u)}=O.

U slucaju N (a, b) = 0, iz (4.1.19) nalazimo

(4.1.20) M(u, b) = -M(b, u), N(u, b)= -N(b, u).

Ako je N (a, b)i=O, jedna jednostavna kombinacija jednaCina
(4.1.19) dovodi do

{M2(a, b)+N2(a, b)} {M(u, b)+M(b, u)}=O.

sistema
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Kako je M2 (a, b) + N2 (a, b) > 0, odavde proizi1azi M (u, b) = -M (b, u).
Na osnovu dobijene jednakosti iz (4.1.19) dobijamo

M(a, b) {N(u, b)+N(b, u)}=O
odnosno

N(u, b)= -N(b, u).

Prema tome, pokazali smo da (4.1.20) vazi u svim mogucnostima.
U slucaju N (a, b)=FO,jednostavna kombinacija jednacina (4.1.18) daje

(4.1.21)

sa oznakama

M (a, u) = HI (u), N (a, u) = H2 (u), M (b, u) = KI (u), N (b, u) = K2 (u);
(4.1.22)

M (a, b) N(a, b)
~,--- = q, - r.M2 (a, b) + N2 (a, b) M2 (a, b) + N2 (a, b)

Ako je N (a, b) = 0, iz (4.1.18) neposredno dobijamo (4.1.21).

Koristeci (4.1.21) i oznake (4.1.22), iz (4.1.18) nalazimo

(4.1.23) N (u, v) = tl {HI (u), qK2 (v)-rKI (v)} + tl {H2 (u), qKI (v) + rK2 (v)}.

Zamenjujuci (4.1.21) i (4.1.23) u (4.1.9) i (4.1.2), dolazimo do

(4.1.24) f (u, v) = tl
{HI (u),

2p (q-r)-~_Cti=rX
KI (v) +

2 p (q ~~::~{q-r)
K2 (V)}4p 4p

+ tl {
Hdu), -~(q +1")--:1 (q+ r)

KI (v)
2p (q-r) + ~ (q-r)

K2 (v) }
,

4p 4p

g (u, v) = tl
{ HI (u),

q + r
KI (v) +

r-q
K2 (v) }2p 2p

+ tl {H2 (u),
r-q

KI (v) -
q + r

K2 (v) }
.

2p 2p

Funkcije (4.1.24) i (4.1.25) su resenja s:stema (4.1.1).

Prema tome, opste resenje sistema S, u slucaju
~2

+~= _p2 (p>O), dato
4

je formulama (4.1.24) i (4.1.25) pri cemu su HI, H2, KI, K2:R-tR proiz-
voJjne funkcije; q, r (E R) su proizvoljne konstante.

Na osnovu izlozenog imamo sledeCi rezultat:

(4.1.25)

T eo rem a 4. 1. 1. - Opste resenje
formulama:

1° (4.1.7), (4.1.8) u slucaju ~+~=O,
4

2° (4.1.13), (4.1.14) u slucaju W+~=p2 (p>O),
4

sistema S odredeno je s/edeCim

3° (4.1.24), (4.1.25) u slucaju ~+~= _p2 (p>O);
4

. HI, H2, KI, K2:R-tR su proizvoljne funkcije, k, q, r (k, q, rER) Sll
proizvoljne konstante.



5. NEKA OTVORENA PITANJA I MOGUCNOSTI
DALJIH GENERALIZACIJA

5.1. Neka otvorena pitanja

1. JednaCina F2 u potpunosti je resena samo u slucajevima n = 2 i n = 3.
U ostalim slucajevima navedena su neka njena partikularna resenja. prema
tome, ostaje otvoreno pitanje opsteg resenja jednaCine F2 za n> 3.

2. JednaCina F za slucaj n = 2 pripada i sledecoj klasi funkcionalnih jed-
naCina:

n

2:
f(xJ, X2,"', Xn-J' xn+;)f(Xn+i+J' Xn+i+2"'" XZn-J+i, X2n+i)=O

i~1

pri cemu je Xk= Xk-n-J za k> 2 n.
Opste resenje ove jednacine nije poznato.

3. Za jednacinu F5 ostaje da se dokaze ili opovrgne postavljena hipoteza.
1sto tako, u slucaju kada pored trivijalnih postoje i druga resenja ove jedna-
cine, ostaje otvoreno pitanje sta je opste resenje te jednaCine.

4. Za jednaCinu F9' u slucaju n-k = 2 m ostaje otvoreno pitanje opsteg
resenja.

5.2. Mogucnosti daljih generalizacija

1. U jednom radu (videti: [6]) sa prof. D. S. Mitrinovicem i S. B. Presicem
posmatraJi smo sledecu funkcionalnu jednacinu

F(xJ' X2, X3,"', Xn-J' xn)+F(XI, X3' X4, ..., Xn, X2)

+. . . +F(xJ, Xn, X2,.. ., Xn-2, xn-J)=O
gde je

F(uI' U3, U3, . .., Un-I' Un)

feu!> gJ (U2, . . . , Up+I» {f(g2 (up-j2, ..., up+q+J), g3 (Up+~+2' ..., Un»

+-f (g3 (UpH' . . . , Up+r+J), g2 (Up+rH' . . . , Un»}

+-f (UI, g2 (U3' . . . , Uq+J» {f(gl (Uq+2' . . . , Up+q+J)' g3 (Up+qH, . . . , Un»

+ f(g3 (Uq-j2, . . . , Uq+r+I), gJ (Uq+r-j2, . . . , Un»}

+-f(uI' g3 (U2>..., Ur+I» {f(gl (UrH' ..., Up+r+I), g2 (Up+r+2, ., ., Un»

+-f(g2 (Ur+2' . . . , Uq+r+J), gJ (Uq+rH, . . . , Un»}

(p -+ q +-r = n-l).
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Ova jednaCina predstavlja jednu generalizaciju jednaCine F za slucaj n = 2.
Moguce je posmatrati analogne generalizacije za funkcionalne jednaCine koje su
ovde resavane (npr. jednaCine F2, F4 itd).

2. Interesantno bi bilo resiti sledecu funkcionalnu jednacinu:

rl.lf(Xl' X2, Xa)f(X4, Xs, X6)+rl.2f(Xl' X2, xJf(xs, X6, xa)

+rl.af(Xl, X2, XS)f(X6, Xa, X4)+rl.4f(Xl, X2, x6)f(xa, X4, xs)=O,

koja predstavlja jednu ad mogucih generalizacija jednaCine Fz za slucaj n = 3.
Primetimo da ova jednaCina ima i drugih resenja osim trivijalnih sarno

aka je ispunjen uslov:

3. Narocito je veliki broj moguCih generalizacija kod jednaCina F7, Fg,
Fu i FlO" Funkcionalna jednaCina (5.1.1) u kojoj je funkcija F umesto formule
(5.1), data na sledeCi nacin

F(xo, Xl' . . . , X4m-l)

{f(uo, v)-f(vu Ul) + f(U2, V2)-' . . + f(U2r-2, V2r-2)-f(V2r-l, U2r-l)}

X {f(wo, zo)- f(ZI, w1) + . . . + f(WZm-2r-2, Z2m-2r-Z)-f(V2m-2r-l, W2m-Zr-l)}

f: K2-'>K; Ui E {xo, X2, . . . , X4r-2}, Vi E {Xl' Xa, . . . , X4r-l} (i= 0, I, . . . ,

2 r-1); Wj E {X4" X4r+2, . . . , X4m-2}, Zj E {X4r+l, X4r+a, . . . , X4m-l}

(j=0, 1, ..., 2m-2r-1); Ua.=FUa, Vu=Fva, Wu=Fwa, Zu =Fza za rI.=F~).

sadrZi u sebi kao partikularan slucaj jednacinu Fl0' Funkcija f (u, v) = g (v) - g (u)
i f (u, v) = C (= canst) resenja su i ove jednaCine ali ostaje otvoreno pitanje
takvih resenja.

4. U jednaCinama F7, Fg, Fu i FIO svaku funkciju f mozemo zameniti
sa rl.y f (rl.ykonstanta koja se menja ad clana do clana) i postaviti problem
resavanja takvih opstijih jednaCina. Primer jedne takve jednaCine je sluCaj kada
je funkcija F data sledeCim izrazom (videti: [5]):

F(xo, Xl' . . . XZn-l)

{f(xo, Xl) + f(X2, Xa) + . . . + f(X2k-2, X2k-l)}

X {rl.of(XZb uo)+rl.lf(X2k+l' u)+... +rl.n-k-lf(xn-k.-U Ull-k-l)},

sa Uy = X21l-y-l (v = 0, 1, . . . , n-k-I). Takva funkcionalna jednacina ima
kao resenje funkciju f (u, v) = g (u) - g (v), medutim nije poznat karakter takvog
resenja.

5. U vezi sa sistemom jednaCine S moguce je postaviti problem: Ispitati
sistem u kome se umesto c1anova oblika

fi (Xl' X2) fj (xa, X4)+ fi (Xl' Xa)fj (X4,X2)+ fi (Xl' xJ fj (X2, Xa)

pojavljuju neki drugi izrazi koji ucestvuju u nekoj ad posmatranih jednaCina.
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6. Primetimo najzad sledece. U svim funkcionalnim jednacinama koje smo
posmatrali nepoznata funkcija je bila kompleksna funkcija kompleksnih pro-
menljivih (izuzev jednacine Fs i sistema S, gde su nepoznate funkcije bile
realne funkcije realnih promenljivih). Mogucno je posmatrati i druge slucajeve.
Tako, na primer, interesantno je resiti sledecu jednacinu

F(X, Y) F(U, V)+F(X, U) F(V, Y)+F(X, V) F(Y, U)=O

gde su X, Y, U, V, F matrice, kao i odgovarajuce jednaCine za F2, F3 itd.
Isto tako, interesantan je sJucaj kada su X, Y, U, V, F vektori.
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Resume

SUR CERTAINES EQUATIONS FONCTIONNELLES DU SECOND DEGRE

Petar M. Vasic

Ce travail contient les chapitres suivants:
O. Introduction;
1. Generalisation de certains resultats de D. S. Mitrinovic et S. B. Presic;
2. Une c!.asse d'equations fonctionnelles cycliques;
3. Quelques equations fonctionnelles cycliques du second degre a pro-

prietes curieuses;
4. Un systeme d'equations fonctionnelles qui contient l'equation F pour

Ie cas n = 2;
5. Certaines questions ouvertes et possibilites pour les generalisations

ulterieures; ,

6. Bibliographie.

O. Dans l'introduction nous avons cite les plus importants resultats et
leurs rapports avec les resultats connus.

1. Dans la premiere partie on a donne certaines generalisations de I'e-
quation fonctionnelle (1.1.1) suivie de (1.1.2) (equation F) pour laquelle D. S.
Mitrinovic et S. B. Presic ont demontre (voir [2]) que la solution generale
est Ia fonction (1.1.3) dans Ie cas ou n = 2 et (1.1.4) dans Ie cas ou n> 2
(g, h: K---+K sont des [onctions arbitraires; K, I'ensemble des nombres complexes).

La premiere generalisation de I'equation Fest J'equation fonctionnelle
(1.1.5), ou la fonction Fest donnee par (1.1.2), (1.,i(i=1,2,..., 2n-I) etant
des constantes complexes, non toutes nulJes. La solUtion generate de cette equa-
tion (equation F]) est:

2n-l
10 La fonction (1.1.6) dans Ie cas ou 2:

(1.,i= 0, (n;;;,2);
,

i-I

2° La fonction (1.1.3) pour n=2 et (1.1.4) pour n>2, dans Ie cas ou
(1.,] = (1.,2 = . . . = (1.,2n-1(¥:O);

3° La fonction (1.1.4), dans tous les autres cas.
Si I'on a (1.,1= (1.,2= . . . = (1.,2n-l(=FO),I'equation F] se ramene a J'equation F.
Dans [I2J nous avons resolu I'equation F[ pour Ie cas n = 2.
Vne deuxieme generalisation se rapporte a ]'equation F dans Ie cas ou

n = 2; nous y avons considere I'equation (1.2.3) (equation F2) qui se ramene a
J'equation F si J'on a n = 2.

L\~quation (1.2.3) est completement resolue dans Ie cas ou n = 3. Alors,
la, solution la plus generale est determinee a l'aide de (1.2.7) et (1.2.8) (F. G.
F[, F2, F3, etant des fonctions que1conques).
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Dans Ie cas general, nous avons demontre que la fonction (1.2.4) est une
soJution particuliere de l'equatlon F 2' Cette solution est en meme temps la
solution generale dans Ja classe de tous les fonctions ayant la propriete (1.3.24).

La troisieme equation (equation F3) traitee dans Ie premier chapitre, a
savoir (1.3.4), 0i.j est un operateur defini par (1.3.3) et

k-l
F(Xl' X2, . . . , Xkn) = ITf(XnHU X"i+2, .. ., XlIii-II)

i~O

(f:K"--+K, n>I).

Cette equation qui genera1ise I'equation fonetionnelle F, a pour solution
generale une fonction de meme structure que la solution generale de l'equation F.
On a demontre que la solution generale de I'equation F3 est (1.3.5) dans Ie
cas k>2 et (1.36) dans Ie cas k=2 (F1,F2,...,F,,:K-}Ksontdesfonctions
que1conques).

.

Si l' on a n = 2, ces solutionssont identiques a celles de I'equation F.
Etant donne que la fonction f, la solution de I'equation F3, possede la pro-
priete formulee par (1.3.24), on peut reduire I'equation F3, pour n=2, a
l'equation F.

Dans Ie meme sens, I'equation (1.3.4) est une generalisation de I'equation
(1.3.1) de Carlitz (voir [I]).

Pour l'equation F3, dans Ie cas k=2, voir [9] et [10].
2. Dans Ie deuxieme chapitre on a considere l'equation fonctionnelle

cyclique (2.1.1), suivie de (2.1.2) (f: K2 --+ K; Vi nombres nonnegatifs differents)
(equation F4).

Pour Vi= 0, nous avons demontre que la solution generale est:
La fonction (2.1.4) s; I'un des six conditions 1°-6° est remplie;
La fonction (2.1.5) si I'un des six conditions 7°-12° est remplie;
La fonction (2.1.6), dans tous les autres cas.
Dan Ie cas ou vioFO(i = I, 2, 3, 4), l'equation F4 n'est pas completement

resolue. lei nous n'avons traite que Ie probleme de l'existence de la solution
non triviale dans Ie cas ou f:R2--+R (R ensemble des nombres reels) (equation
F5)' En liaison avec I'equation F5 nous avons donne les conditions necessaires
pour l'existence des solutions non triviales: II faut que (2.2.8) ou (2.2.10) soit
valable.

On a demontre egalement que chaque solution en question possede la
propriete (2.2.11). Enfin, nos avons admis l'hypothCse que I'equation F5 possede
des solutions non triviales si, et seulement si, on a (2.2.13) ou (2.2.14).

3. Dans Ie troisieme chapitre nous avons etudie quelques equations con-
struites en partant de l'equation (3.1.1) avec (3.1.2), par ]a permutation des
variables et par Ie changement de signes, d'apres Une loi fixee.

La solution generale de I'equation (3.1.1), suivie de (3.1.2) (equation F6),
determinee dans [I], est (3.1.3).

Nous avons demontre que la solution generale de l'equation (3.1.1) avec
(3.2.1) (equation F7) est representee egalement par (3.1.3).

L'equation fonctionnelle suivante, consideree dans ce chapitre, est (3.1.1)
avec (3.3.1) (equation FJ. On a demontre que I'equation Fg, dans Ie cas ou
k = 2 m - I, a comme solution generale la fonction (3.3.2), tandis que dans Ie
cas k = 2 m sa solution est (3.3.2) ou feu, v) = h (v) (h: K--~ K une fonction
que1conque).
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Relativement a I'equation (3.1.1), dans Ie cas OU la fonction Fa la forme
(3.4.1) (l'equation Fg) nous avons determine la solution generale seulement pour
n-k = 2 m + 1. Alors, la solution generale a la forme (3.4.2). Nous avons
indique quelques solutions particu1ieres pour n-k = 2 m + 1.

Finalement, pour l'equation (3.1.1), sui vie de (3.5.1) (equation F1o)' nous
avons etabli que la solution generale est soit (3.5.2) soit une constante.

Les equations construites en partant de l'equation F6 par la permutation
des variables sont analysees pour la premiere fois dans l'article [7]. Les resul-
tats donnes ici representent une generalisation et des developpements des resul-
tats donnes dans [7].

L'equation F7 a ete resolue dans [7].
En partant de Fs, pour Ui=X2i+1 (i=O, I,..., k-1) et Vj=X2j1-2 (j=O,

I, . . . ,k-2), on obtient I'equation laquelle a ete resolue dans I'article cite.
Pareillement, pour Vj=X2k+2i, Wi=X2k+2i+1 (i=O, I,..., n-k-1), a partir
de Fg no obtient une equation de [7]. L'equation F10 apparait ici pour la
premiere fois.

4. Dans ce chapitre nous avons resolu Ie systeme (4.1.1) (systeme S) qui

a trois types des solutions suivant que ~+ a est positif, negatif ou zero.
4

Le systeme S se ramene a l'equation F, dans Ie cas OU n = 2, si I'on
pose g-= O. \'
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