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SOLUTION D'UN PROBLEME DE D. S. MITRINOVIC
CONCERNANT UNE EQUATION FONCTIONNELLE*

Marek Kuczma

D. S. Mitrinovic (Probleme 1, Matematicki Vesnik 1 (16), 1964, p. 53)
a pose Ie probleme suivant:

Soil E un ensemble quelconque et M un groupe abClien. Determiner la
solution genera Ie de I'equation f onctionnelle

(1) I (x, y, z)-I (y, x, z)= I (x, x, z)+ I(y, x,y)

dans la classe des fonctiolls I (x, y, z) definies dans Ex Ex E et prenant ses
valeurs dans M.

Nous decomposons l'ensemble E X Ex E en trois sous-ensembles dis-
joints A, D, C. Nous posons (dans ce qui suit x, y, z signifient toujours des
elements de I'ensemble E):

A={(x,y,z): x=y}.

Soit Do un ensemble qui contient exactement un element de chaque paire
(x, y), (y, x) ou x=l=Y.(Nous profitons ici de I'axiome du choix I). Nous posons
D = DoX E et nous definissons I'ensemble C par I'egalite

C=(ExExE)~(A U D).

Alors (x, y, z) E C si, et seulement si, (y, x, z) E D, et reciproquement. Nous
po sons encore;

. D= {(x,y, z): y=z} n D,
F={(x,y,z): x=z} n C.

Nous allons maintenant demontrer notre
Pro p 0 sit ion. La solution generale de /'equation (1) est donnee parta

formule suivante:

I (x,y, z) = g(x,y,z)

=-2g(x,y,x)+a(x)

g (y, x, z) + g (y, x, y) + a (x)

= -g(y, x,y)+a (x)+a (y)

a (x)

pour (x, y, z) E D~D

pour (x, y, z) E D

pour (x, y, z) E C~F

pour (x, y, z) E F
pour(x,y,z) E A,

(2)

* Presente par D. S. Mitrinovic.
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ou g (x, y, z) est une fonction arbitraire definie dans B~D et prenant ses
valeurs dans M et a (x) est une fonction arbitraire definie dans E et prenant
ses valeurs dans M et satisfaisant a la condition

(3) a(x)=-a(x).

Demonstration. D'abord nous demontrerons que Ia fonction (2) satisfait
en effet a l'equation (1). Nous devons distinguer cinq cas.

1. (x, y, z) E B~D. Alors (y, x, z) E C~F, (x, x, z) E A, (y, x, y) E F.
Nous avons f(x, y, z) = g (x, y, z), fey, x, z) = g (x, y, z) + g (x, y, x) + a (y), f(x, x, z)

= a (x), f (y, x, y) = -g (x, y, x) + a (x) + a (y) et
f(x,y, z)-f(y, x, z)= -g (x,y, x) +a(y)=f (x, x, z) + f (y, x,y).

2. (x, y, z) ED. Alors (y, x, z) E F, (x, x, z) E A, (y, x, y) E F. Nous avons
f (x, y, z) = -2g (x, y, x) + a (x), I (y, x, z) = -g (x, y, x) + a (x) + a (y), I(x, x, z)
= a (x), I (y, x, y) = -g (x, y, x) +a (x) + a (y) et

I(x,y, z)-I (y, x, z) = -g (x,y, x) + a (y) = I (x, x, z)+ I (y, x, y).

3. (x, y, z) E C~F. Alors (y, x, z) E B~D, (x, x, z) E A, (y, x, y) E B~D.
Nous avons/(x,y, z) = g (y, x, z) + g (y, x, y) + a (x),f (y, x, z) =g (y, x, z),J(x, x,z)
= a (x), I(y, x, y) = g (y, x, y) et

I(x, y, z)- I(y, x, z) = g (y, x, y) + a (x) = I(x, x, z) + I(y, x, y).
4. (X,y, z) E F. Alors (y, x, z) E D, (x, x, z) (: A, (y, x,y) E B~D. Nous

avons I(x, y, z)= -g (y, x, y)+a (x)+a (y), I(y, x, z)= -2g (y,x,y)+a (y),
I (x, x, z) = a (x), I (y, x, y) = g (y, x, y) et

I(x, y, z)- I(y, x, z) = g (y, x, y) + a (x) = f(x, x, z) +1 (y, x, y).

5. (x, y, z) E A. Alors (y, x, z) E A, (x, x, z) E A, (y, x, y) E A, et nous
avons I (x, y, z) = I (y, x, z) = I (x, x, z) = I (y, x, y) = a (x) et en vertu de (3)
I'equation (1) esi remplie.

Nous demontrerons maintenant que chaque solution de (1) a la forme (2).
Soit I (x, y, z) une solution de l'equation (1). Posons

df
g (x,y,z)=/(x,y,z) pour x E B~D,

df
a (x) = I (x, x, x)

Alors (1) pour x = y = z donne Ia relation (3).
Posons dans (I) y = x. N ous obtenons

I (x, x, z) = a (x),

pour x E E.

(4)

~e qui signifie que pour x E A Ia relation (2) est vrai.

En permutant x et y dans (1), nous obtenons en vertu de (4)

I (y, x, z) = I (x, y, z) + a (y) + I (x, y, x).(5)

En posant z = y dans (5), il vient

(6) I (y, x, y) = I (x, y, y) + a (y) + f (x, y, x).

II s'ensuit de (4), (5) et (6) que

I (x, y, z)- I (y, x, z) = -a (y)- I (x, y, x),

I (x, x, z) + I (y, x, y) = a (x) + I (x,y, y) + a (y) + I (x, y, x).

Ainsi, vu (1), (3) et (4), on a
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(7) I (x, y, y) = -21 (x, y, x) +a (x).

Si (x, y, y) E D, alors (x, y, x) E B""D et I (x, y, x) = g (x, y, x). La relation (7)
montre que (2) est valable pour (x, y, z) E D.

Si (x, y, z) E C""F, alors (y, x, z) E B""D et (y, x, y) E B""D. La rela-
tion (1) donne dans ce cas

I(x, y, z)= I (y, x, z) + I (x, x, z)+ I(Y, x,y)=g(y, x, z)+g(y, x,y)+a(x),

c'est-a-dire nous trouvons la for mule (2) valable pour (x,y, z) E C""F. Finalement,
si (x, y, z) E F, alors (y, x, z) ED et (y, x, y) E B""D et nous obtenons de (1)

I(x,y, z)= I (y, x, z)+I (x,x, z)+ I (y, x,y)

= -2g(y, x,y)+a(y)+a (x) +g (y, x,y)

= -g (y, x,y) + a (x) +a (y),

ce n'est que la relation (2). Ainsi notre proposition est compU:tement demontree.


