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REMARQUES SUR CERTAINS THEOREMES DE LA THEORIEDESERIES*

Lazar Karadzic

Dans l'article [1] on a formule les conditions necessaires pour la conver-
gence de la serie

(1)

Le but que Ie present article se propose est de demontrer certains theo-
remes qui renferment les conditions necessaires et suffisantes pour la convergence
de la serie (1).

La Figure I. du travail [2] montre comment la somme de la serie
00

I an (an> 0) peut etre representee comme somme des quadrilateres curvilignes
I

------
Pn-l Pn An' An-l dont les cotes Pn-l An-l et Pn An

sont les arcs-limites, Pn-l Pn et An-l An' les segments des lignes droites pa-
ralleles. Sur cette meme figure on se rend facilement compte que la difference

00 00

-lgTI (I-an)- Ian
n~l 1

represente la somme des triangles curvilignes An-l An' An dont les cotes sont
------

1'arc de l'equidistante An-l An' l'arc-limite An' An et Ie segment de la droite
An-l An'. Par consequent

(2)
00 ,00 00

-lgTI (l-an)-Ian= IaireAn-lAn' An.
n~l 1 1

00

La serie I aire An-l An' An converge, si la serie
1

(3)

converge egalement.

La difference

(4)
00 00 00

-Ig TI(I -bn) -'- I bn = I aire Bn-l Bn' Bn
n=l 1 1

.. Presente par D. Mihailovic, S. Fempl et S. Cetkovic.
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converge aussi si Ia serie

(5)

converge.
En prenant Ies cotes des deux classes susmentionnees de triangles cur.

vilignes sur Ia Fig. 1, on a forme, les quadrilateres curvilignes de forme
An CnBn' Dn' De (2) et (4) il resulte

"i an-bn = 19Ii I-bn
+ i aire Bn-l Bn' Bn-aire An-l An' An =

I n=II-an 1

IgfI1-bn+~e: aireAnCnBn'Dn (e:=::I::l).
n=ll-an I

Si l'on designe par A, B, C et D sur Ia figure susmentionnee respec-
tivement I'ensemble de points {An}, {Bn}, {Cn} et {Dn} et si l'on fait Hn E A U B
et Kn E CUD, il resulte alors de Ia relation (6)

00 00 I-b 00 -UK -H K
2:an-bn=IgTI~+2:e:(l-e n-l n-l)(l-e n "),
I n~ll-an 2

(6)

(7)

ou

-~K -HI((1-e n-l n-l)(l-e n n)=aireAmCmBmDm (=aireBmDmAm' Cm).
00

Si Ia serie 2: an2+ bn2

1

aussi absolument la serie
00 -li--:K -H K
2:e:(-e n-l n-l)(l-e n n)
2

converge, en vertu de ce qui precede, il converge

00 -H K
et, par consequent, aussi Ia serie 2: (1- e n n)2 converge-t-elle.

1
La serie

00

2: eln an-(3n bn
1

peut etre ecrite, en vertu de Ia relation (7), compte tenu de ce qu'il a ete dit
dans l'article susmentionne [1], sous Ia forme

n n 1-b m -~
2:

elk ak - (3k bk = 19 TI
!£ +

2:
e: (Pk Qk- Pk-l Qk-l e k-l k-l)

k=1 k~l 1-ak k'F2

(8)

(9)

-H K m -HK -H K ----..
X (l-e k k + 2:e:(1-e k-l k-l)(l-e k k) Pk-l Qk-l,

2
ou

"

---
P"Q"=elp(=(3p+,, r=O, ::1::1, ::1::2,..., ::I::s)
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Theoreme 1 - Pour que ia serie (8) converge, il faut et il suffit que

(10) (0 < A < 00)

(11 )
00

2: an2+ bn2 < 00,
1

(12) Q(n-~n+r=O(an) (r=O, :l:1,..., IS).

De la relation
n+p n+p 1 b n+q -------
2:

Q(kak-~k bk = Ig 2:
~ + 2: e (Pk Qk-Pk-1 Qk-1)

k~n+l k=n+ll-ak n+2

-H K
(I-e k k)+

n+q..- -H K -H K

2:
e (Pk-1Qk-1(l-e k-1 -1) (I-e k k)

n+2

(p ;;. I, q;;. I)

il resuIte Ia condition necessaire et suffisante pour Ia convergence de Ia serie (8)
n+p

I 2:
Q(kak-~kbk I<e:, n >no (e:) (p= 1,2,3,...).

n+l

Ceci est evident, car, seion les hypotheses (10), (11) et (12)

J

Ig nf 1- bk
I

< ~, n > no (~ ),
n+l 1- ak 3 3

n+q --- -H K n+q -HK e: (e:)2: I

Pk Qk-Pk-1 Qk-11 (l-e k k) = 2: IQ(k-~k+r [(l-e k k) < -, n >no - ,
n+2 n+l 3 3

n+q -H-x: -H K e:

(

e )2:Pk-1Qk-1(I-e k-1 k-1) (I-e k k)<_, n>no -.
n+2 3 3

Theoreme 2 - Pour que ia serie (8) converge, il faut et il suffit que

(13)

(14) (r"" 0, :l: I, :l:2,..., :l: s)

(15)
n

2: Q(k~~k = 0 (I).
1

Ce theoreme resuIte du Theoreme 1. Ainsi, par exempIe, si 1'0n ecrit
la serie (8) sous la forme

00 00 b
2:

Q(nan-~n bn = 2: Q(n
C2n-1

~ -~n Crn~,
1 1 C2n-l C2n

ou

(16)

a Ia suite (10)

(C1 > C2> . . . > Cn-+ 0),

il correspondra la suite Ii ~k C2k

k~l l-ak C2k-l

qui converge toutes les
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fois que Ia condition (15) est remplie, a Ia serie convergente (I I) iI corres-
pondra Ia serie convergente (16) et a Ia relation (12) iI correspondra la relation

an bn
--- =0 (cn).
C2n-l C2n

(17)

Si

cn=
1

(~ (~ )=0 (~) ~>~ )Vn 19n . . . IgP-l n 19~n cn' cn 19~ n' 2

la relation (17) se reduit alors, a la fin, a Ia relation (14). II resulte
et de (18) la proposition (13).

Du theoreme 2, lorsque
~n = ~n = 1,

(18)

de (16)

n = 1, 2,3,...
il s'ensuit ce

00
Theoreme 3 - Pour que fa serie L; an-bn converge, il faut et if suffit que

1

L;(an2+ bn2)19pn < 00

1

~=0«nlgn...lgP-ln)-2), r=O, :1:1,... :l:s.
bn+r

Du theoreme 3 il s'ensuit ce
Theoreme 4 - Pour que fa suite {Sn-Tn} ou

Sl < S2 < . . . < Sn~' 00 , n - 00,
Tl<T2<'" < Tn-oo ,n-oo,

converge, if faut et if suffit que

L;«Sn+1-Sn)2 + (Tn+1 - Tn2» 19pn < 00
1

Sn+l-Sn 1 0« 1 1 )
~2

)= + n g n... gp-ln
Tn+l-Tn+r

De ce meme theoreme 3 il s'ensuit egalement ce

(r = 0, :I: 1, . . ., :I: s).

00

Theoreme 5 - Pour que fa serie L; an, dont fa somme partielle
1

1

~
1

=1+0
an+r

n
Sn= L; ak

1

et q termes negatifs, oil
p - q = 0 (1), n- 00 (p + q = n)

il suffit que

L;an2Igpn< 00
1

«nlgn...lgp-ln)~2) (r=:l:l, :1:2,..., :l:s).

a p termes positifs

converge, if faut et
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