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1. Soient 61, 62, .,. , 6n les applications biunivoques de l'ensemble non
-vide E sur E qui forment un groupe G de l'ordre n, l'application 61 etant
identique. Designons par F I'ensemble de to utes les fonctions qui appliquent
E dans un corps commutatif K donne.

Dans cet article nous allons exposer une methode de resolution de
l'equation fonctionnelle suivante

(1) (6jx = 6j (x))

ou les aj (E F) sont des fonctions donnees et f une fonction inconnue. Cette
methode-Ja peut etre qualifiee d'application du theoreme 1 de [1].

Designons par pj (/ = 1,2, . . . , n) la permutation de l'ensembJe {1,2, . . . , n}
que l'on obtient de la permutation

( 01 0" "
On )01 OJ 0, OJ

'"
OnOJ

de G en y substituant aux symboles 61, 62, ... , 6n les symboles 1,2, ... , n
respectivement (les produits dans la seconde 1igne etant au prealab1e remplaces
par les elements auxquels ils sont egaux) et posons P= {PI' P2' ... , Pn}.
Soit ensuite Mv=lla~,jll avec a~,j=1 pour j=/pv et aL=O pour j=l=ipv
(i, j = 1, 2, ... , n), en designant par ipv l'image de / dans l'application Pv'
Les groupes G, P et M = {M1' M2, ... , M,,} sont isomorphes.

Nous notons que Ie passage precedent n'a pas ete redige correctement
dans [2], ou les resultats principaux de cet article sont resume's.

Si l'on pose successivement x, 62x, ... , 6nx dans l'equation (1) au
lieu de x, on obtient un systeme d'equations qui peut etre ecrit sous la
forme matricielle

(2) II

[(x) I
[(0, x)

A (x), : = 0, aveC' A (x) = II a;,j (x) II, a;,j (x) = ajp.-1 (6;x).

II
/(fJ:x)

I .

--.._--

* Communique Ie 27 sept~mbre 1963 it la seance du Departement d' Analyse de l'lnstitut
Mathematique de Belgrade.
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Nous allons chercher la solution generale de l'equation (1) sous la forme

(3)

II f(x)
II

:

1

l(e2 x)
!

I

: II=B(X)

I

I(erlx) II

g (x)
g (e2 x)

g (en x)

eu la fonction g (E F) est arbitraire.
Pour une matrice carree quelconque B (x) de l' ordre n, dont les elements-.

sont bij (x) (bij E F) l'equation (3) ne definit pas necessairement la fonction r
( E F) d'une maniere univoque.

Definition. - Nous disons que la fonction matriciclle B (x), ou plus brie-
vement la matrice B (x), est compatible avec Ie groupe G si l'equation (3)
definit la fonctionf(EF) univoquement pour chaque geE F).

L e m m e 1. - La condition

(4) B (6jx) = Mj B(x) Mil (x E E; i = 1,2, ... , n)

est suffisante pour la compatibilite de la matrice B (x) avec Ie groupe G.
Demonstration. Soit B (x) = II bi} (x) II (x E E; bi) E F) ct supposons la.

condition (4) remplie.

Pour une fonction g (E F) quelconque, l'egalite

(5)

I, (x)
I

I

1

11

12 (x) .

I

II=B(X)!

fn (X) II :. II

g (x)

g (e2 x)

fournit

(6) f(x)=bn(x) g(X)+b12(X) g(62x)+... +b1n(x) g (6n x).

Apres multiplication a droite par 1\'(, l'egalite (5) devient

i g (x)

-1
=MjB(x) Mi Hj

II

d'ou resulte, d'apres (4), (5) et (7),

fj(x)=f(6jx) (xEE; i=l, 2, ..., n).

B (x) est done compatible avec G.
On demontre sans difficulte les deux faits suivants:
1° Si les matrices B (x) et C (x) sont compatibles avec Ie. groupe G.

alors les matrices "AB (x) ("Aelement arbitraire de K), B (x) + C (x) et B (x) .C (x)
sont aussi compatibles avec G. Les matrices compatibles avec Ie groupe G
forment done une algebre de matrices.

2° La matrice A (x) definie par (2) remplit la condition (4).
Dans ce qui suit Ie role fondamental est joue par Ie
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L e m me 2. - II existe au moins une matrice carree de /'ordre n,

B (x) = II
bjj (x)

II

pour laquelle sont remplies les conditIOns que voici:

(C1) A (x) B (x) A (x) + A (x) = 0 pour tout x E E;

(C2) la matrice B (x) est compatible avec Ie groupe G.

Demonstration. Designons par I'(x) Ie rang de la matrice A (x) (x E E).

La matrice A (x) peut etre ecrite sous la forme

A (x) = P (x) D (x) Q (x)

ou les matrices P (x) et Q (x) sont regulieres pour tout x E E et D (x) est
une matrice diagonales aux elements 1 et 0 telle que Ie nombre d'unites est
egal a r (x). Cette representation de A (x) s'obtiendrait au moyen de trans-
formations elementaires effectuees pour tout x E E. Alors la matrice

Bo (x) = - Q-1 (x) D (x) p-1 (x)

remplit la condition (C1).

Posons ensuite

1 n

B (x) = - 2: Mv-1 Bo (Ovx) Mv
n v~1

(x E E).

On obtient

1 n
A (x) B (x) A (x) = - 2: A (x) Mv-1 Bo (0" x) Mv A (x)

n v~1

1 n

=- 2: Mv-1 A (Ov x)Bo (Ovx) A (Ov x) Mv
n v=1

(x E E).,

la matrice A (x) remplissant ia condition (4). En mettant a profit ce fait-Ia.
de meme que la condition (C1), remplie par la matrice Bo (x), on obtient-

1 n 1 n
A (x)B(x) A (x) = -- 2: Mv-1 A(Ov x) Mv = --

2: A (x) = -A (x).
n v~1 n v~1

B (x) remplit donc la condition (C1).

Nous avons aussi

B(Ojx) = i- i Mv -1 Bo (OvOJx) Mj = ~ i Mj (Mv Mj)-l Bo (OvOJx) (Mv Mj) Mi-1
n v~ 1 n v~ 1

=Mj (~ i Mj-lBo(OjX)Mj
)

Mj-l=MjB(x)Mj-\,
n j~1

d'ou la conclusion, d'apres Ie lemme 1, que B(x) est ccmpatible avec G.,
D'apres la demonstration achevee, on a immediatement Ie
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Cor 0 11air e. - Si Bo (x) est une matrice qui remplit la condition (CJ du
Jemme 2, alors la matrice

(7)
1 n

B(x) =- 2: Mv -1 Bo(av x) Mv
n v~1

remplit les conditions (C1) et (C2) du lemme 2.

Natons l
eI, ,

que c' est par la negligence de l'auteur que e lacteur - a ete
n

omis dans l'expression pour B (x) dans [2] (c'est-a-dire dans l'expression
pour R (x), comme on avait designe B (x) dans [2]).

Partant des lemmes precedents nous allons demontrer Ie

The 0 rem e 1. - Soil B (x) une mat rice pour laquelle sont valables les
<:onditions (C1) et (C2). La solution generale de !'equation (1) est donnee par

(8) I

j~~~X)
II

I

f(6nx)
II

= (B (x) A (x) + I) II :i~:x) I

II

g (6nx)
I

(I matrice unite),

.oit g ( E F) designe une fonction quelconque.

Demonstration. D'apres I'hypothese du theoreme, B (x) est compa-
tible avec G. Comme les matrices A (x) et I possedent la meme propriete,
on peut conclure, en s'appyant sur la remarque 1°, que la matrice suivant
B (x) . A (x) + I est aussi compatible aves ce groupe G. C'est pourquoi (8) definit,
pour tout g ( E F), la fonction f ( E F) d'une maniere univoque. En muitipli-
znt (8) it droite par A (x) on obtient, d'apres (Cl),

A (x)
II

f(t

II

= o.

La fonctionf(EF) satisfait donc a l'equation (1) pour tout g(EF).

D'autre part, si f ( E F) est une solution de l'equation (1), cette fonction
peut Stre obtenue de la formul{: (8) en y posant g = f.

Les deux faits que nous venons d'etablir prouvent que la formule (8)
.determine Ia solution generale de l'equation (1).

Nous remarquons que nous avons decrit, dans la demonstration du
lemme 2, un procede de formation de Ia matrice B (x) qui remplit les con-
ditions (Cl) et (C2), ce qui veut dire que Ie theoreme I fournit une methode
de consctruction de la solution generale de l'equation (1).

La determination de la matrice B (x) pent Stre effectuee apres avoir
decompose au prealable l'ensemble E en sous-ensembles disjoints Er (r =
-0,I ,2, ... , n), Er designant la partie de E OU Ie rang de la matrice A (x)
est r. On determine alors B (x) dans tout Er separement, de sorte que l'on
resout l'equation (1) dans chaque Er pris a part.
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Ajoutons a cette instruction generale une remarque particuli{:re: Si
dans un Er (on bien dans une partie V d'un ensemble Er possedant la
~ropriete que x E V => OJX E V, i = I, 2, ... , n) est remplie la condition

(9) Am(x) + Al (x) Am-l (x) + . . . + Am-l(x) A (x) = 0

P'm-l (x) i= 0 pour x E En ou pour x E V),

Ie polynome en A (x) au premier membre etant Ie polynome minimale de la
matrice A (x), alors on peut prendre pour B (x) dans Er (dans V)

(10) 1B (x) =- (Am-2(x) + Al(x) Am-3(x) + . . . + Am-2(X) I).
Am-l(X)

En effet, apres la multiplication de (II) 11gauche par Mj et a droite
par Mj-J, on aboutit, d'apres I'egalite

A (OJx) = Mj A (x) Mj-l (i = I, 2, ... , n),

a la conclusion que les matrices A (x) et A (OJx) possedent Ie meme polynome
minimal. Il s'ensuit que A;(O;X)=Aj(X) (j= 1,2, . . ., m-I; i= 1,2, . . ., n;
x E E, ou x E V). D'apres les dernieres egalites, la matrice B (x) determinee
par la formule (10) est compatible avec Ie groupe G pour x E Er (ou pour
x E V). On deduit, d'autre part, de (9) qu'elle remplit aussi la condition (C2).

2. Supposons maintenant que les symboles 01, O2, . . . , On dans I'equation
(1) designent des applications de l'ensemble E dans E qui forment un demi-
groupe de I'ordre n, 01 etant encore toujours l'application identique. Soit
4 (x), comme ci-dessus, la matrice du systeme d'equations lineaires en f (x),

f (02x), .., , f (OnX) que I'on obtient en substituant dans (1) a x successive-
ment x, O2x,

'"
, Onx.

Le theoreme suivant se rapporte a la resolution de l'equation (I) dans
ce cas-Ia.

The 0 rem e 2. - Si la matriee A (x) remplit la condition

(11) Am (x) + AlAm-l(x) + . . . + Am-l A (x) = 0 pour tout x E E

(AI' A2, ... , Am-l E K, Am-l i= 0; m un nombre naturel> 1),

alors la solution generale de l'equation (I):

est determinee par la formule

(12)

ou g (E F) designe une fonetion arbitraire.
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Demonstration. On peut se convaincre sans difficulte que dans Ie cas
que nous considerons a present la matrice A (x) est compatible avec Ie
demi-groupe G, la notion de compatibilite d'une matrice avec un groupe
pouvant etre etendue, d'une maniere evidente, au cas de demi-groupe. On en
deduit, d'apres la remarque 1°, valable evidemment aussi dans ce cas, que
l'egalite (12) definit d'une maniere univoque la fonction feE F) pour tout
g (E F), puisque les coefficients du polynome formant Ie premier membre de
(11) sont constants. De (11) resulte alors que cette fonction f, pour tout
.g (E F), satisfait l'equation (1). Enfin, la formule (12) pour g=f ou f, est
une solution de (1), se reduit a f (x) = f (x). Cette formule determine done la
solution generale dans Ie cas considere.

Citons, comme illustration du dernier resultat, l'equation fonctionnelle

2/(x" x2, x3)-3/(x2, x2, x3)+/(x3' X3, x3)=O

(Xi E R, I(xf, xb Xk) E R; R systeme de nombres reels).

Nous avons ici: E = {(x" x2' X3) I x" x2' x3 E R} et K = R; Ie demi-groupe
des applications suivantes:

(13)

G est forme

0, (x" x2, X3)=(X" x2' X3)'
On obtient dans ce cas

2 -3

A (x) = 0-1

o 0

1
1
o

(x ~ (x" x2' x3».

Cette matrice-Ia satisfait a l'equation

A3 (x)- A2 (x)-2 A (x) ~ O.

D'apres Ie theoreme 2, la solution generale de (13) est donnee par la formule

I(x" x2' X3)

l(x2, x2' x3)

l(x3, X3' X3)

.c'est-a-dire par la formule

1
= -- (A2 (x)-A (x)-21)

2

g(x" x2' x3)

g(X2,X2,X3) ,
g (x3,

X3' X3)

I(x" x2, x3)=g(X3, x3' x3)==h(x3)

ou h designe une fonction reelle arbitraire.

Considerons Ie cas plus general de l'equations fonctionnelle

f(XI' Xz,..., xm)-+-a2f(xi, xt ..., x~)+ . . . + anf(x~, x~,. .., x~) = 0

az, ... , an elements fixes de R),

ou x~ (i = 1, 2, ... , m; j = 2, 3, ... , n) sont les elements determines de
l'ensemble {Xl' X2, ... , Xn} et ou f designe la fonction inconnue ("de m
variables independantes reelles Xl' Xz,..., Xm"). Si la matrice correspondante
A (x) (constante) possede Ie polynome minimal da la forme

Ak(X)+AIAk-l(X)+'" +Ak-IA(x),

avec Ak-I*O, alors la solution generale de l'equation (14) peut Stre exprime
par la formule (12), au moyen d'une seule fonction reelle arbitraire de m
,variables reelles Xl' Xz, ... , Xm'
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Si l' on a Ak-l = 0, il peut ariver effectivement que la solution generale
na soit pas exprimable au moyen d'une seule fonction arbitraire.

C'est par exemple Ie cas de l'equation

(15) (X" x2ER, [(x" x2)E:R).

Pour Ie demi-groupe correspond ant G on pwt predre Ie demi-groupe minimal engendre
par les applications 6" 62, 63, definies comme il suit:

6, (x" x2) ~ (x" x2), 62 (x" x2) ~ (x., x,), 63 (x" x2) = (x" XJ)'
On obtient

G= {6u 62, 63, 64}, OU 64 ~63 62,

avec la table de Cayley correspondante:
~~---

I

I

6,
I

62
I

63
I 641

,6,
I

6,
I

62
I 631 64/

62
I

62
I

6,
I 631 64

1

631 631 641 631 64

\I6.1 6.1 631 6.1 6.

.(16)

L'equation (15) peut etre ecrite sous la forme

f(x) + [(62x)-2[(63 x) + 0.[(6. x) ~ 0 (x ~ (x" x2».

En substituant a x successivement x, 62 x, 63 x, 64 x, on obtient Ie systl~me d'equations

[(x) + [(62x)-2[(63x) + 0 I(fJ.x) = 0
[(x) + [(62x) + 0 I(63x)-2[(6.x) = 0

0=0
0=0.

On a done

A(x>=11 i
110

I -2 0 II
1 0 -2

11

000
o 0 0

(x = (x" x2».

Le polynome minimal de cette matrice t3-2 t2 ne contient pas la premiere puissance de t.
C'est pourquoi la solution generale, de l'equation (15) ne pourrait etre obtenne par

l'application du theoreme 2. Cette solution generale est cependant donnee par

[(x" x2) =g (x" x2)~g (x2 x,) + h,

ou la fonctions g (g: R x R-R) (t la constante h ( E R) sont arbitraires. Elle n'est pa
expremable au moyen d'une seule fonction reelle g (x" x2). s

3. Citons enfin une conclusion, relative a la forme de la solution
generale de I'equation fonctionnelle (1), que I'en tire immediatement des
theoremes I et 2:

Sous les conditions du theOt'eme 1 ou celles du theoreme 2, la solution
genera Ie de (1) peut etre ecrite sous la forme

f (x) = bI (x) g (x) + bz (x) g (62x) + . . . + bn (x) g (6nx),

ou les bi (E F) (i = 1, 2, ... , n) sont des fonctions determinees par les
coefficients ai (x) de (1) et g (EF) designe une fonction arbitraire.

Dans ces deux cas-la, la solutien generale de (1) peut done etre
.expimee au moyen d'une seule fenction arbitraire.
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L'equation (1) est traitee dans la monographie [3], mais seulement dans
Ie cas ou G est un groupe cyclique.

C'est Ie professeur D. S. Mitrinovic qui m'a signaIe quelques probU:mes
lies a l'equation (1), lesquels m'on conduit a la methode exposee dans cet
article.
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