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SUR L'EQUATION FONCTIONNELLE
f(x) = H (x, f(x), f(fJ2 x), ... ,j(fJn x» *

Slavisa B. PreSh:

Soient fJ1, fJ2, ..., fJn des applications de I'ensemble non vide £1 dans
E1, fJ1 etant la transformation identique de l'ensemble E1. Designons par G Ie
demi-groupe minimal engendre par les applications fJi (i = I, 2,..., n). Soient
ensuite l'ensemble E2 non vide et la fonction H: E1xE~--+E2 donnes et
designons par F l'ensemble de toutes les fonctions f:E1-E2.

Nous cosiderons dans cet article l'equation fonctionnelle

(1) f(x) =H(x, f(x), j(fJ2x), ..., f(fJnx» (f E F; fJix= fJi(x»

ou f ( E F) designe la fonction inconnue. La methode de resolution qui nous;
fournira la solution generale dans certains cas est la generalisation de celle
que rlOus avons expos~e da.ns [1], laquelle s'applique it I'equation

f(x) =f[g (x»).

Nous allons introduire d'abord quelques notions liees a l'equation (I).

Definition I. - Soient fJi., fJi" ... , 6im m elen1ents du demigroupe G, lIT
designant un nombre naturel, et soit <1>1:£1X E'!j-E2 determinee. On dit que
I'equation

(2) f (x) = <1>1(x, f (fJi. x), ..., f (fJimx»

~st une consequence de l'equa.tion (1) si I'on a

(f E F)

(3) (1) => (2) (jE F).

Par exemple, une des consequences de l' equation f (x) = f (fJ2x) est
l'equation f(x)=f(fJ~x). Une des consequences de (I), dans Ie cas general, es1t

f (x) = H (x, H (x, f (x), ..., f (fJnx», f (fJ2x), ..., f (fJnx».

Pour simplifier l'ecriture, nous designerons Ie second mem11re de l'equa-
tion (2) par <1>1(x; f). En outre, au lieu de dire: "l'equation f (x) = <1>1(X;f)
est consequence de l'equation (1)," nous dirons: ,,<1>1(x; f) est consequence:
de (1)".
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So it A un ensemble d'indices et designcns par

<P(x ;!) = {<PI.(x;!) IAE A}

un ensemble de consequences de l'equation (1). Nous allons introduire Ia
notion d'algebre de consequences de l'equation (1) par Ia definition suivante.

Definition 2. - Nous disons qu'un ensemble <P(x;!) estune a1gebre
de consequences de I'equations (1) si on a

(4) H (x, <P(x;!), <P(62 x; f), ... , <P(6n x;!)) = <P(x;!) (pour tout f E F).

Le premier membre de la condition (4) est 1a designation symbolique de
I'ensemble

{H(x; <PI., (x;!), <p",(6zx;!),
"'.'

<pAn(6nx;!)) IA1,AZ'"'' AnEA}

(ici <p).; (x;f) designe Ie second membre de I'equation f (x) = <Pl.;(x;!), qUi
est consequence de (1) dans Ie sens de Ia definition 1).

. Exemple. - Un~ algebre de consequencos ce l'equation reelle

(5)

est donnee par
<1>(x;/) o{ (A+ 1) f(x) "Af(Ox)+Af(02X) !AE R},

au R design~ Ie systeme de nombr. s reeIs.
En dfet, etant donne qu; l'equation pmt' etrc ecrit, sous la form:

(6) f(x)o~-f(Ox)-f(02x),

~()U3 pouvons prendre dansc: cas. H(x, f(x), f(Ox), f(Ol x)) ~ -f(O x)-f(f)' x), c'est-a-dire

H (y),
Y2' Y3, Y4') ~ -Y3- Y4' Si I'on ecrit

<1»,(x;/) ~ (A + I) lex) + Af(O x) + Ah02 x) (t, E R),

on x::onclut imm~diat mentque

f(x) ~

- f(Ox)-f( 02 x) =c) f(x). (A + I) f(x)r Af(Ox}+ Af(O' .i:).

<1>1.(x ;f) e:;t donc consequ'nce de I'equation (6) pour tout A E R.
Nous avons aussi

H (x, (h (x; /), <1>(Qx;/), <1>(02x;/» ~ {-,<1>", (0x;/)-<1»'2 (02x;/) IA),A. E R}

~ {-(A) + l)f(Ox)-A,j(01x)-A.,j(x)-(A2 l)f(02 xkA2 f(X)-A2 (0 x) IA1'A2ER}

"{( -A)-A2) f(x) + (-A)-A2-1) f(Ox) +(-A)-A2-1) f(02.\:) IA), A2 E R}

~ {(A+ 1) f(x) + Af(Ox) + Af(02x) IAE R} ~<1>(x;!).

Done, la condition (4) cst remplie. Nous avons demontreainsi que l'ens~mble <1>(x;!) est
une algebre de consequences de (5).

Les resultats de cet article sont contenus dans Ies deux theoremes suivants.
.]I h e oJ: e m e 1. - Si ['equation (1) possedeune algebre de consequences

~. (x;f) quine contient qu'un seulelement<Pl (x;!), alars la solution generale

4e (1) est donnee par .

(7) f (x) = <1>1(x; g) (g E F)

avec la fonction arbitraire g (EF). lci <1>1(x; g) designe I' expression o~tenue en
.subs1iiumit g a f dansC1>iex;/).'
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Demonstration. - On deduit immediatement, d'apres la ccndition (4),
que (7) est une solution de l'equation (1) pour chaque fonction g (E F).
D'autre rart, si fest une solution de (I) pour g = f Ie second membre de
la formule (7) devient f (x), de sorte que toute solution de l'equation (1) est
comprise dans (7). Le theoreme est ainsi demontre.

Pour iIIustrer l'application du tMoreme I, considerons l'equation

(8)

ou les 6; (i = 1, 2, . . . , n) forment un groupe de l'ordre n, supposant encore que Ie corps
commutatif (E2'+") possede la propriete qu'on n'a pas nx=O pour tout xEE2.

On verifie immediatement qu'une algebre de consequences qui ne contient qu'un seul
element est celie dont I'unique eH:ment est

1
<1>,(x; f)~- [(n-l)hxj-f(62x)-'"-f(6"x)],

n

Done, d'aprcs Ie theorcme I, la solul it n genhale de I'equation (8) eSl connee par

1
fix) ~- [(n-I) g (x)-g (62x)-' . . -g (6" x)],

n

.ou la fonction g (E. F) est arbitraire.

Supposons qu'il existe au mCInS une application M: P (£2) -* £2
L::s proprietes:

a) MH(x, Sl,
S2"'"

S,,)~H(x, M(Sl)' M(S2)"'" M(S,,»

(V x E. £1; V S; E P (£2)' i = 1, 2, . . . , n);

b) M{x}=x (VXE£2)'

avec

(9)

Nt us avcns desi£ne ici par H (x, Sv S2' . . ., S,,) l'ensemble

{H(x, Yl' Y2"" ,Yn) !Y;ES;, i= 1,2,..., n)}.

Sous cette hypothese ncus avons Ie

The 0 rem e 2. - Soil <1>(x;/) une algebre de consequences de l'equation
{1) et soit M: P (£2) -+ £2 une application qui remplit les conditions (9). Alors
la solution generale de l'equation (1) est donnee par la formule

(10) f (x) = M (<1>(x; g»,

.oil g (E F) designe une fonction arbitraire.

Demonstration. - Pour une [onction g (EF) choisie arbitrairement,
la fonction f determinee par la formule (10) est un element de F et i'on a

H (x,f (x),f (62x), . . . ,f (6nx» = H (x, M <1>(x; g), M <1>(62x; g), . . . , M <1>(6,.x; g»

. = M H (x, <1>(x; g), <1>(62x; g), . . . , <1>(6"x; g» = M <1>(x; g) = f (x),

d'apres les conditions (9) et (4). Done, la fonction fest alors la solution
de l'equation (1).

D'autre part, pour g = f, oil fest une solution de (1), Ie second membre
de la formule (10) devient

M<1>(x; f) = M {f (x)} = f (x)

pUlsque, d'apres (3), <1>(x;f) = If (x)}.

2.
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La formule (1) determine donc en effet la solution generale de (1).
L'application M: P (E2) -+E2 est une generalisation de l'aplication M que

nous avons introduit dans [1]. Cependant, tandis que cette application-Ia
existait toujours (i1 suffisait de poser M {x} = x, V x E E2, M (S) = xo' VS E E2,
ou l'etement Xo de E2 est fixe), nous ne pouvons pas etre sur que l'applicati-
on M remplissant les condition (9) existe dans Ie cas general.

Les difficultes que contient la construction de l'application M peuvent
etre diminuees dans certains cas en affaiblisant l'exigence: V Sj E P (E) con-
tenue dans a); par exemple, en 1a remplac;ant par l'exigence:

V Sj E P (Tj) (i= 1, 2,..., n),

ou 1es ensembles Tj soot certaines parties de E2.
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