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EQUATION FONCTIONNELLE DU SECOND ORDRE DONT LA
SOLUTION GENERALE DANS LE DOMAINE DE VARIABLES
COMPLEXES PEUT ETRE DETERMINEE *

Petar M. Vasic

Dans Particle [1] on a trouvé la solution générale continue de I’équation
fonctionnelle

¢y ' af (x,3,2)+Bf (3,2, X)+7vf (2, x, ) =0,
ol «, B, v désignent des constantes réelles.

Dans I'article [2] il a été montré que I’équation fonctionnelle
(_2) S (1, x9) f (3, Xg) +f (s x3) S (%g5 X2) + f (%1, %) f (%2, X5) =0
a pour solution générale la fonction suivante
3 f)=F@)GW—Fp)G®).

Soient f une fonction complexe des variables complexes et a«, B, v des
constantes complexes, non toutes nulles.

Relativement & I’équation
@ a f (xXy, Xo) f (%35 Xg) + BS (X1, X3) f (X5 Xo) + ¥ f (15 %) f (X2, X3) =0,
qui a certaine analogie avec 1’équation (1), nous allons prouver le résultat suivant:

Théoréme. — Dans le cas oit a+B+v=0, la solution générale de
I'équation (4) est

(5) f(u’ v) = F(u) F(V) s
ot F designe une fonction arbitraire;

Dans le cas oit I'on a a=P=v, la solution générale de I’équation (4)
est la fonction (3), F, G étant des fonctions arbitraires;

Dans tous les autres cas, la solution générale de Iéquation (4) est

© f(, v)=0.

Démonstration. — A partir de (4), en permutant cycliquement les variables
Xy, X3, X; on obtient

) * Communiqué le 27 septembre 1963 a la séance du Département d’Analyse de
IInstitut Mathématique de Belgrade. ’
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M af (xy, X3) [ (xgs X2) + B S (X1, Xg) f (X, X3) + Y f (X35 X2) f (x5, X4) =0,
(® af (X1, Xg) f (X2, X3) + B (31, X2) f (X3, Xo) +7.f (X1, X3) f (%4, X2) = 0.

Le systéme des équations (4), (7) et (8) est compatible si, et seulement
si, la condition suivante est remplie:

‘oc B YI
© y o B|=0.
)B Yoo

Dans les autres cas, la soluticn générale de I’éqution (4) est f (u, v)=0.
De (9) on obtient

(10) @+ B+ {(@—BP+(B—1)*+(r—u)*}=0.
Nous allons distinguer les cas suivants:

Premier cas: a+B+v=0, avec a=p(s£0). Alors la condition (9) est
remplie. L’équation (4) a la forme

(11) S (ns x) f (g Xg) +f (X1, x3) [ (%45 X0) = 2 (%1, Xg) f (Xa, Xy).
En y permutant cycliquement les variables x,, x5, x;, on obtient
(12) I (x1s x5) [ (Xy, X9) +f (X, X0) f (Xe0 X5) == 21 (%1, %) f (35 Xa)-

En éliminant I terme £ (x, X)f (x3, x,) des équations (I1) et (12), on
obtient , i

(13) S (o X3) [ (Xg, X0) = f (X1, X)) f (X2, Xy)-
Pour toute solution non triviale de I’équation (11) il existe au moins
un couple des nombres a, b tels que f(a, b)#O0.

Au moyen de la substituticn x;=a, X,=u, x3="v, x,=b I’équation (13)
devient

s o f@ b f S Wb, w.
Si Pon y pose u=b, on arrive a
R ‘ 1, b)
S, V) = f@ b Sa,v).
Vu la derniére égalité, I’équation (14) devient

(1) S =F@ FO,

V7.5)
avec L ‘ Fia b f(a, u) = F(u).

La fonction (15) est justement la solution de I’équation (11).

Deuxieme cas: o+B+y=0 avec asB. La condition (9) est remplie.
Alors I'équation (4) devient : .

(16) o f (X1, Xo) f (Xg» Xg) + BS (X1, Xg) S (Xas X9} = (% + B).S (X1, X0) f (Xa, Xg)-
L’hypothése « = 0.entraine f+#0, et I’équation (16) prend alors la forme (13).
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Supposons maintenant que a#0.

Désignons par C; la classe de tous les fonctions f telles que f (u, u)=0
et par C, la classe de tous les fonctions f telles que f(u, u) 0.

Dans la clase C; il existe, pour toute solution non triviale de I’équation
(16), au moins un couple des nombres a, b tels que f(a, b)50. En posant
Xy=Xg=a, x,=x,=b, de (16) on obtient

a7 (@ +P)f (b, a)=af(a, b).
Pour x;=u, x,=b, x3=x,=a, d’aprés (17), I'équation (16) se raméne &
(x—PB)f (a, b) f(u, @)=0,
d’olt l'on a
(18) F(u, @)= 0.
En posant x;=u, Xx,=Vv, x3=a, x,=>b, I’équation (16), d’aprés (18),
donne
(19 f(u, vV=0.

Dans la classe C, il existe au moins un nombre complexe ¢, tel que
fle, ©)7#0. Si I'on fait x,=x,=x,=¢, x;=u, ’equation (16) fournit

(20) S, wy=/(u, o).

Pour x;=x,=c¢, x3=u, Xx4=v, Iéquation (16), d’aprés (20), devient

1
AUA v):/T(ch) S e, u) f(e, v)
ou bien,
21 S, v)=F@) F(©),
avec f(c, u) =) f(c, ¢) F(u)

La fonction (21) est vraiment la solution de I’équation (16).
Etant donné que classe de toutes les fonctions f est justement C;{JC,

et que (21) embrasse Ja solution triviale (19), la solution générale de (16)
est donnée par (21). '

Troisiéme cas: «+ B+ y#0. En additionnant les membres correspondants
des équations (4), (7) et (8), vu la condition «+B+y7#%0, on obtient (2).
Cette équation a, d’aprés (3), les propriétés suivantes:

(22) S, v)=—f(,u), f(u,u)=0.
En posant x;=x,=u, x,=x;=v, ’équation (4) donne

‘ B2 (u, v) +af (u,v)f (v, ) = 0.

De 1a, eu égard a (22), on trouve

(23) (x—B)S?(w, v) = 0.
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Il faut distinguer les deux cas suivants: 1° a#p; 2° a=f.

Dans le cas a@, 4 partir de (23), on obtient (6).

Dans le cas «=f, I’équation (10) donne a=f =1y et I’équation (4) se
transforme en (2). La solution générale de cette équation est (3).

Le théoréme est ainsi démontré.
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