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NOTACIJE I SKRACENICE

Pojedini delovi teze su numerisani rimskim ciframa. Delovi su podeIjeni na paragrafe
(koji su numerisani arapskim ciframa) od kojih svaki ima svoje ime, izuzev paragrafa u uvodu.

Pri pozivanju na neku jednacinu (relaciju) iz istog dela, pisana je njena oznaka koja
se sastoji od dva broja. Prvi broj je u stvari redni broj paragrafa u kome se jednacina
nalazi. Jednakost iz nekog drugog dela o.macavana je sa tri broja pri cemu je prvi - broj
odeljka (deIa teze) a drugi - broj paragrafa u kome se jednacina nalazi.

Slova N i R, u i':itavom radu, oznacavaju skupove prirodnih i realnih brojeva, respetkivno.



UVOD

Teza je sastavljena iz tri dela:
Ideo - Generalizacija jednog

Ghermanescu i Hosszu;
II deo - Funkcionalna jednaCina

rezultata do kojeg su dosli Aczel,

I II deo - Resavanje izvesnih klasa funkcionalnih jednaCina u realnoj
oblasti.

1. U prvom delu dobio sam opste resenje funkcionalne jednaCine

(1.1)

(n;;;.2p-I),

kao i jednaCine

(1.2)

(n;;;.2p-I),

pod sledeCim pretpostavkama

1° Xi E S, gde je S proizvoljan neprazan skup;
2° Nepoznata funkcija F, odnosno nepoznate funkcije Pi uzimaju vrednosti

iz jedne aditivne Abelove grupe M.
JednaCinu (1.1), za proizvoljno n;;;'p, resili su 1960. godine J. Aczel,

M. Ghermanescu i M. Hosszu u svom clanku [2] "On cyclic equations". ani
su takode naSH opste resenje, ali su morali, zbog prirode upotrebljenog dokaza,
da uvedu i trecu pretpostavku:

3° JednaCina mX = A (X, A EM), za svako m <;n (m EN), ima jedinstveno
resenje X = Aim.

Rezultate iz clanaka [2] generalisao je takode M. Hosszu u svom radu
[7]. U ovom radu on nije pokusao da oslabi pretpostavke 1°-3° vec daje
generalizaciju u drugom smislu, modifikujuCi jednaCinu (1.1).
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Moj dokaz je znatno jednostavniji od onog koji su, u slucaju n:> 2 p-l,
pomenuti autori dali u [2].

JednaCina (1.2) je prirodno uopstenje jednacine (1.1) i njeno opste resenje
sam odredio istim metodom.

Ostaje nereseno sledece pitanje: Da Ii se takode moze naCi opste resenje
jednacina (1.1) i (1.2) ako je p<n<2p-l i ako se odbaci pretpostavka 3°.

2. U drugom delu sam resavao jednaCinu

(2.1)

Pretpostavio sam da su nezavisno promenljive Xi E S (i= 1,2, ..., 11+ I);
da je S polugrupa u odnosu na internu binarnu operaciju "." i da za tu
operaciju postoji jedinicni elemenat e (E S). Za nepoznate funkcije F i I sam
pretpostavio da uzimaju vrednosti iz jedne aditivne Abelove grupe M u kojoj
jednaCina (n + 1) X = A za svako A E Mirna jedinstveno resenje po X EM,
naime X = A/(n + 1). Moze se dokazati da iz poslednje pretpostavke sleduje
da takode i jednacina

mkX = A (m I(n + 1); kEN)

za svako A E Mirna jedinstveno resenje po X. Ovu posledicu sam koristio
u dokazu i bez pozivanja na nju.

Eliminacijom funkcije F, sveo sam jednacinu (2.1) na ciklicnu jednaCinu

(2.2) I(X1' X2, ..., Xn-1, XII' Xn+1) +I(X2' X3' ..., Xn, Xn+1' Xl)

+... + I(Xn+1' Xl' X2, ..., Xn-2, Xn-1' Xn) = O.

avo je upravo ona jednacina koju smo posmatraIi prof. D. S. Mitrinovic
i ja u clanku [8]. U tom clanku navedena su izvesna resenja jednaCine (2.2),
ali u opstem slucaju nije utvrdena priroda tih resenja. U clanku [3] dokazao
sam da je resenje koje je navedeno u [8] opste ako je n = 3.

Ovde sam nastavio rad na ispitivanju karaktera onih resenja jednaCine
(2.2) na koje je ukazano u [8]. Dokazao sam da su ta reSenja opsta i u
slucajevima n = 5 i n = 7.

avo mi je sugeriralo da pretpostavim da su ta resenja opsta i u slucaju
proizvoljnog neparnog n. Da Ii je to tacno, zasada ostaje nepoznato.

S obzirom na vrlo opste pretpostavke 0 S i M dokazi su elementarni
ma da vrlo dugacki. Da bi se ovi dokazi uciniIi sto preglednijim, uveo sam
relaciju ekvivalencije

""
u skupu funkcija E = {J: sn-+M}. Pisano je g""h

(f, gEE) tada i sarno tada ako funkcija g-h ima oblik

/1 (t1' t2, ..., tn-1' tn)-/1 (t2, t3' ..., tn' t1)

[n:l]

+ ~ {/V(t1,t2' ..., tn-v' tn-v+l, tn-v+2, ..., tn-1,tn)
v~2

gde su Ii proizvoljne funkcije naznacenih argumenata.
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U istom cilju, umesto f(x!> X2,X3' X4, Xs, X6, X7.XS) pisano je sarno
1234567.8 i slicno u drugim slucajevima. Drugim recima, izostavljana su
slova fix, zapete i zagrade.

3. U tree em delu posmatrao sam vise klasa funkcionalnih jednaCina u
realnom podrucju. Evo tih jednacina:

(3.1)

(3.1 bis)

F(x,y, z)-F(y, z, x) = f(x, y + z),

f(x, y+z) + fey, z + x) + fez, x+ y) = 0,

(3.2)
m+n+p

~ Ci-l F (Xl + . . . + Xm, Xm+1 + . . .+ Xm+m Xm+n+1 +. . . + Xm+n+p) = 0,
i~l

(3.3)
m+n+p

~ Ci-l F(XI +X2+.'. +Xm, Xm+1 + X/t.H + '.. +Xm+n) = 0,
i~l

(3.4)
m+n+p

~ Ci-l Fi (Xl + X2 + . . . + X/t.,Xm+1+ XmH + . . . + Xm+/t)= O.
i~l

Ovde je C cikli~ni operator, perioda m + n + p, koji je definisan pomoeu
jednakosti

gde je f proizvoljna funkcija.
JednaCina (3.1) je specijalni slucaj jednaCine (2.1) iz drugog dela teze

(naime ovde je S = M = R, a operacija "." sabiranje). Ova jednacina se svodi
na (3.1 bis). JednaCinu (3.1 bis) resio sam u clanku [4] pod pretpostavkom
da je funkcija f neprekidna. KoristeCi opste resenje Cauchyeve jednaCine, ovde
sam formirao opste resenje jednacina (3.1) i (3.1 bis).

JednaCinu (3.2) resio sam u clanku [5] pod pretpostavkom da je funkcija
F neprekidna.

JednaCine (3.3) i (3.4) ovde se prvi put pojavljuju. Prva se svodi na
Cauchyevu jednaCinu te sam na taj naCin odredio njeno opste resenje. Jednacina
(3.4) je, izgleda, znatno komplikovanija. Zato sam posmatrao sarno jedan njen
partikularan slucaj i to kada je m = 2 i n = p = 1. PretpostavljajuCi tada da su
funkcije Fi (i = I, 2, 3,4) neprekidne, dobio sam opste resenje te jednacine.
Sve ove funkcije su polinomi drugog stepena po dvema promenIiivim pri cemu
koeficijenti zadovoljavaju izvesne uslove.

Na kraju zelim da istaknem Cinjenicu, da me je prof. D. S. Mitrinovie
podstakao na naucni rad u matematici i posebno u ovoj oblasti. Profesor
Mitrinovie je takode prodiskutovao sa mnom plan teze, procitao prvu verziju
rukopisa i dao niz saveta i sugestija koji su znatno poboljsali tekst.
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U istom cilju, umesto j(Xl' X2,Xa, X4, X5' X6, X7'XS) pisano je sarno
1234567.8 i slieno u drugim slueajevima. Drugim reeima, izostavljana su
slova j i x, zapete i zagrade.

3. U trecem delu posmatrao sam vise klasa funkcionalnih jednaCina u
realnom podrueju. Evo tih jednacina:

(3.1)

(3.1 bis)

F(x,y, z)-F(y, z, x) = j(x,y+z),

j(x,y+z) + j(y, z + x)+j(z, x+ y) = 0,

(3.2)
m+n+p

l: Ci-l F(Xl +... +Xm, XmH +... + Xm+n, Xm+n+! +... +Xm+n+p) = 0,
i~l

(3.3)
m+n+p

l: Ci-l F(Xl +X2+'" +Xm, Xm+1 +XIt.+2+'" +Xm+n) = 0,
i~l

(3.4)
m+n+p

l: Ci-l Fi (Xl + X2 + . . . + XIt., XmH + X"'+2 + . . . + Xm+lt) = O.
i~l

Ovde je C cikli~ni operator, perioda m + n + p, koji je definisan pomocu
jednakosti

gde je j proizvoljna funkcija.
JednaCina (3.1) je specijalni slucaj jednaeine (2.1) iz drugog dela teze

(naime ovde je S = M = R, a operacija "." sabiranje). Ova jednaCina se svodi
na (3.1 bis). JednaCinu (3.1 bis) resio sam u clanku [4] pod pretpostavkom
da je funkcija j neprekidna. Koristeci opste resenje Cauchyeve jednaCine, ovde
sam formirao opste resenje jednacina (3.1) i (3.1 bis).

JednaCinu (3.2) resio sam u clanku [5] pod pretpostavkom da je funkcija
F neprekidna.

Jednacine (3.3) i (3.4) ovde se prvi put pojavljuju. Prva se svodi na
Cauchyevu jednaCinu te sam na taj naCin odredio njeno opste reSenje. JednaCina
(3.4) je, izgleda, znatno komplikovanija. Zato sam posmatrao sarno jedan njen
partikularan slueaj i to kada je m = 2 i n = p =.1. PretpostavljajuCi tada da su
funkcije Fi (i = I, 2, 3, 4) neprekidne, do bio sam opste resenje te jednacine.
Sve ove funkcije su polinomi drugog stepena po dvema promenliivim pri cemu
koeficijenti zadovoljavaju izvesne uslove.

Na kraju zelim da istaknem cinjenicu, da me je prof. D. S. Mitrinovic
podstakao na naucni rad u matematici i posebno u ovoj oblasti. Profesor
Mitrinovic je takode prodiskutovao sa mnom plan teze, procitao prvu verziju
rukopisa i dao niz saveta i sugestija koji su znatno poboljsali tekst.



IDEO

GENERALIZACIJA JEDNOG REZULTATA DO KOJEG SU DOSLI

ACZEL, GHERMANESCU I HOSSZO

1. Neki rezultati Aczela, Ghermanescua i Hosszua

J. Aczel, M. Ghermanescu i M. Hosszu u svom radu [2]
equations posmatrali su osnovnu ciklicnu funkcionalnu jednacinu

(1.1) F(Xl,X2, ..., xn)+F(X2,Xa, ..., Xn,Xl)+'"

+F(Xn,Xl' ..., Xn-l) = 0

On cyclic

kao i iz nje izvedenu jednacinu

(1.2) F(Xl,X2' ..., xp)+F(X2,Xa, ..., XpH)+'"

+F(Xn-p+loXn-p+2' ..., xn)+F(Xn-p+2,Xn-p+a, ..., Xn, Xl) + ...
+F(Xn,Xl' ..., Xp-l)=O,

gde su pin (p< n) dva proizvoljna pozitivna broja.
U navedenom radu oni su formulisali tri teoreme od kojih druga glasi:
Opste reSenje junkcionalne jednaCine (1.2), ako je n;> 2 p-l, glasi

F(Xl,X2, ..., xp)=j(Xl,X2' ..., Xp-l)-j(X2,Xa, ..., x;).

Ova teorema, kao i druge dye, dokazana je pod sledeCim pretpostavkama:
1° Xi E S (i = 1,2, ...; n) gde je S proizvoljan neprazan skup;

2° Funkcija F uzima vrednosti iz jedne aditivne Abelove grupe M;
3° Za grupu M pretpostavlja se da u njoj jednaCina mX = A (X, A EM),

za svako m <:n (m EN), ima jedinstveno reSenje X = Aim.
Treca teorema, koja se odnosi najednacinu (1.2) u slucajup<n<2p-l,

dokazana je u pomenutom clanku samo na jednom primeru. M. Hosszu [7J.
je dokazao jednu teoremu koja generalise rezultate dveju spomenutih teorema.
Taj generalniji rezultat je dobijen pod istim pretpostavkama 1°, 2°, 3°.

(1.3)

2. Prvo uopstenje

U ovom paragrafu naci cemo opste resenje funkcionalne jednaCine (1.2)
za n;> 2p-l, gde su uzete u obzir samo pretpostavke 1° i 2° iz prethodnog
paragrafa.
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T e 0 rem a 1. Pod pretpostavkama 1° i 2° opste rdenje funkcionalne
jednaCine (1.2), za n:>2p-1, je

(2.1)

gde je f proizvoljna funkcija (posmatranog tipa) i A proizvoljan element iz M
za koji je nA = O.

Dokaz. Zamenom se moze proveriti, da svaka funkcija F oblika (2.1)
zaista zadovoljava funkcionalnu jednaCinu (1.2). Ostaje da se dokaze obrnuto,
tj. da iz (1.2) sleduje da funkcija F ima oblik (2.1). Da bismo to ucinili,
poci cemo od jednacine (1.2).

Neka je c proizvoljno fiksirani clement iz skupa S. Pretpostavljajuci
da je n:> 2 p-1 i stavljajuCi

jednaCina (1.2) dobija oblik

(2.2)

+F(xp,c,c, ..., c)+(n-2p+1)F(c,c, ..., c)

+F(c,c, ..., c,xl)+F(c,c, ..., C,Xl'X2)+...

Stavljajuci u poslednjoj jednakosti xp = c, dobija se

(2.3) F(Xl,X2, ..., xp-l,c)+F(X2,X3' ..., Xp-l'C,C)+...

+F(Xp-l'C,C, ..., c)+(n-2p+2)F(c,c, ..., c)

+ F (c , c, ..., c, Xl) + F (c , c, ..., C,Xl' X2)+ . . .

+F(C,Xl,X2, ..., Xp-l)=O.
Oduzimanjfm jednakosti (2.3) od (2.2) i sredivanjem dolazi se do

relacije

(2.4)

+...

+F(Xp-l'C,C, ..., c)-F(xp,c,c, ..., c)

+F(c,c, ..., c).

UvodeCi notacije

(2.5) f(Xl, X2, ..., Xp-l) = F(Xl' X2' ..., Xp-l, c)

+F(X2,X3' ..., xP-l,c,c)+...+F(xp-l'C,C, ..., c),

(2.6) A=F(c,c, ..., c),
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relacija (2.4) dobija upravo oblik (2.1). Element A (E M) zadovoljava uslov
nA = 0, sto se zakljucuje stavljajuci u jednaCini (1.2)

Xl=X2=" .=Xn=C.

Ovim je zavrsen dokaz teoreme I.

3. Drugo uopstenje

Ovaj paragraf posveticemo daljoj generalizaciji jednacine (1.2). Nairne,
posmatracemo funkcionalnu jednacinu

(3.1)

(p<n),

pod pretpostavkama 1° i 2° iz paragrafa I (pretpostavka 2° vazi za svaku
od funkcija F;).

Teorema 2. Opste resenje funkcionalne jednaCine (3.1), za n>2p-l,
dato je formulama

Fi(Xl,X2, ..., Xp)=fi(Xl,X2' ..., xp-l)-fi+l(X2,Xa, ..., xp)

(3.2) (i = 1, 2, ..., n-I),

gde su fi (i = I, 2, ..., n) proizvoljne funkcije definisane na skupu S, sa vred-
nostima iz M.

Dokaz. Radi uproscenja, smatracemo da je

Koristeci te konvencije, jednacini (3.1) mozemo dati oblik

(3.3)

StavljajuCi u (3.3)

gde je c proizvoljno fiksirani element iz S, dobijamo
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(3.4) Fi(xj,XiH, ""X;+p-l)+Fi+1(Xi+l,X;+2' ..., Xi+P-l,C)

+Fi+2(Xi+2,X;+3' ..., X;+P-l'C,C)+",

+F;+P-l(X;+P-l,C,C, ..., c)+F;+p(c,c, ..., c)

+Fi+P-I;l(C,C, ..., c)+...+Fi+n-p(c,c, ..., c)

+Fi+n-p+l(C,C, ..., c,xi)+Fi+n-p+2(C,C, ..., C,Xi,X;+l)

Ako se u (3.4) stavi Xi+p-l = c, dolazi se do jednacine

(3.5) Fi (Xi, Xi+l' ..., Xi+P-2,C)+FH1(XHl,Xi+2, ..., Xi+P-2,C,C)+ ...

+Fi+p-2(Xi+p-2,C,C, ..., c)+Fi+p-l(C,C, ..., c)

+Fi+p(c,C, ..., C)+... +FHn-p(c,C, ..., c)

Oduzimanjem jednakosti
relacije

(3.5) od (3.4) i sredivanjem, dolazimo do

(3.6)

+...

koja vazi za svako i= 1,2,..., n.

Uvedimo notacije

(3.7) gi(Xl,X2, ..., xp-l)=Fi(Xl,X2, ..., Xp-l'C)

+Fi+l(X2,X3' ..., Xp-l'C,C)+...

. . ., c),

(3.8) Ai=Fi+p-l(C,C, ..., c).

Koristeci konvenciju Fi'= Fi + n, zakljucujemo da je takodje gi=gi +n.
Konstante Ai (E M) zadovoljavaju uslov

(3.9)
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jer se on dobija iz jednaCine (3.1) ako se stavi Xl = X2=
'" = Xn = c. Na osnovu

(3.7) i (3.8), umesto (3.6) mozemo pisati

(3.10)

(i=1,2, ..., n).

Na kraju, uvodeCi funkcije

11=gl,

12=g2-Al,

i koristeci se relacijom (3.9), zakljucujemo da funkcije (3.10) dobijaju oblik

(3.11)

(i=1,2, ..., n)

gde se podrazumeva da je .fl=ln+l'

Kako je oblik (3.11) identican sa oblikom (3.2), dokazali smo da iz
(3.1) sleduje (3.2). Obrnuto tvrdjenje, tj. tvrdjenje da funkcije (3.2), pri
proizvoljnim ii, zaista zadovoljavaju jednaCinu (3.1), moze se proveriti zamenom.

Ovim je zavrsen dokaz teol erne 2.

U slucaju p<n<2p-1 msmo mogli da do demo do teorema koje su
ana10gne teoremama 1 i 2.



II DEO

FUNKCIONALNA JEDNACINA

1. Egzistencija resenja

Neka nezavisno promenljive Xj pripadaju skupu S u kome je definisana
interna binarna operacija ,,' ". Za ovu operaciju pretpostavljamo da je aso-
cijativna i da ima jedinicni element e (E S); drugim recima pretpostavljamo
da je S polugrupa sa jedinicom.

Pretpostavljamo da nepoznate funkcije F,fuzimaju vrednosti iz jedne aditiv-
ne Abelove grupe M. Za grupu M pretpostavljamo da jednaCina (n + 1) X = A
(X, A E M) ima jedinstveno resenje X = A/(n + 1). Iz toga sleduje da takode i
jednaCine mk X = A (m I(n + 1), kEN) imaju u M jedinstveno resenje po X.

Problem se sastoji u odredivanju svih moguCih parova funkcija (F, I)
za koje je

(1.1)

(n E N).

Dokazimo da za svako n (E N) postoje netrivijalna resenja funkcionalne
jednaCine (1. 1).

Zaista, neka je

(1.2)

n
= ~ C./o (t1, t2, ..., tn + 1)

v~o

(1. 3)
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+
[n;l]

~ {Iv (tl,t2, ..., tn-v. tn-v+l, tn-v+2, ... ,tn)
v~2

gde su 10 i Iv (v = 1, 2, ..., [n; 1] ) proizvo ljne funkcije koje uzirnaju vrednosti

iz grupe M. Ako je n = 1, na desnoj strani forrnule (1.2) treba zadriati sarno
prvu sigrnu, a ako je n = 2 tu sigrnu i clan sa 11. Na desnoj strani forrnule
(1.3), ako je n = 2 treba zadrzati sarno dva clana sa 11' a ako je n = 1 treba
srnatrati da je desna strana jednaka nuli. Siovo C, u forrnularna (1.2) i (1.3),
oznacava ciklicni operator, perioda n + 1, koji je definisan pornocu jednakosti

(1.4)

gde je qJ proizvoljna funkcija.
Dokazacerno da funkcije F i I koje

(1.3) zadovoljavaju jednacinu (1.1).
Najpre irnarno

su definisane jednakostirna (1.2) i

n
(1-C) ~ cv/O(tl,t2, ..., tn+l)

v=o

n
= (I-C) ~ Cv 10

v=o

n n

= ~ cv 10- ~ cv+l/o
v~o v~o

n n+1

= ~ Cv 10- ~ cv 10
v=o v~1

=0.

Zatirn je
v-I

(I-C) ~ Ci Iv (tl, t2, ..., tn-v.tn-v+I,tn-v+2' ..., tn.tn+1)
i=O

v-I

= (I-C) ~ Ci Iv
i~O

v-I v-I

= ~ Ci Iv - ~ Ci+l Iv
i~O i=O

v-I v

= ~ Ci j~ - ~ Ci Iv
i~O i~1
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(1. 5)

Stoga iz (1.2) sleduje

(l-C) F(Xl' X2, ..., Xn+1)

[n:l]

+ ~ {!v (Xl,X2
v~2

. . ., Xn-v' Xn-v+ I, ... , Xn' Xn+l)

lz (1.3) dobija se

(1. 6)

[n:l]

+ ~ {!v(Xl,X2, ,.., Xn-v'Xn-v+l, Xn-v+2, "', Xn'Xn+l)
v~2

Uporedivanjem formula (1.5) i (1.6) zakljucujemo da je

Primedba: Gornj::: granice zbirova u formulama (1.2) i (1.3), u kojima se sumacioni

indeks oznacava sa v, nisu morale biti bas r;I], vec su mogle biti i vece, na primer n.

Ali, kao sto cemo pokazati, svi ti dopunski clanovi mogli bi da se pridruze onim Clanovima koji
vec figuriSu u tim zbirovima. Posmatrajmo, na primer, u sumi koja se javlja u (1.3), one
sabirke koji bi se dobili za v ~ k i v ~ n + l-k, gde je

[n+l
]

,

k~2,3, .." 2" nalme

(1.7) fk (t" I., ..., In-k'ln-k+l' ..., In)

-A(tk+"lk+., ..., In,ll, ,.., Ik-l,lk)

(1.8)

(v=n+ l-k).

Ako uvedemo novu funkciju
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izraz (1.8) dobija oblik

koji se moze sazeti sa izrazom (1.7) u sarno jedan izraz istog oblika. Za to je dovoljno
uvesti umesto funkcije ik novu funkciju Ik +

g
k'

Isto rezonovanje moze se primeniti i na formulu (1.2).
Posebno navedimo tri najjcdnostavnija slucaja n ~ 1, n ~ 2 i n ~ 3. ZamenjujuCi wednosti

za n u (1.1), (1.2) i (1.3), dobija se

1° Za n=1,

(1.9)

(1.10)

F(Xl' x2)-F (X2' Xl) = I(XI 'X2)'

F (t" t.) = 10 (1" t.) +10 (t., t1),

(1.11)

2° Za n=2,

(1.12)

(1.13)

(1.14)

+ 11 (t1,t..t3),

I(tl' t.) ~ 11 (t1' t2)-/l (t2' t1);

3° Za n=3,

(1.15)

(1.16)

+/1 (t1,t2't..t,)

+1. (11,t., t3't,)+1. (12,t., t"t1),

(1.17) I(t" t2' t.)=h (t1, t2,t.)-/l (t2' t.,tl)

+12 (t1' t., t.)-I. (t3' t1' t2)'

2. Svodenje na jednacinu sa jednom nepoznatom funkcijom

Dokazimo sledeci rezultat:
L e mal. Da bi funkcionalna jednaCina

(I-C)F(Xl,X2' ..., xn+J=g(Xl,X2' ..., Xn+l)(2.1)

(F nepoznata, g poznata funkcija) imala bar jedno resenje, potrebno je i dovoljno
da funkcija g ispunjava uslov

(2.2)
n
~ CVg(Xl,X2' ..., Xn+l)=O.

v=o



o nekim klasama cikJicnih funkcionalnih jednacina 15

Dokaz. a) Uslov je potreban.

Prirnenorn operatOla C", iz (2.1) dobijarno

za svako 'I = 0, 1, 2, ..., n. Sabiranjern ovih jednakosti dobija se uslov (2.2).
b) Uslov je dovoljan. Ovo sleduje iz rezultata koji su dobili Aczel,

Gherrnanescu i Hosszu (videti [2]).
Napomenimo sarno, da se jedno resenje Fo jednaCine (2.1), kad je uslov

(2.2) ispunjen, moze napisati u obliku

(2.3)

o ovome videti [7] i [l0].
L e rn a 2. Ako funkcija g zadovoljava uslov

jednaCine (2.1), opste rdenje te jednaCine je
(2.2) i ako je Fo jedno rdenje

F(Xl,X2'
""

Xn+1)=FO(Xl,X2, ..., Xn+1)

+Cycn+lfo (Xl' X2, ..., Xn+l)'

gde je fo proizvo!jna funkcija i Cycn+l operator defini!;an sa

(2.4)
n

Cycn+l= ~ C" .
v=o

Dokaz. Na osnovu pretpostavki je

(I-C)F(xI,x2' ..., Xn+1)=g(XI,X2'

(1-C)FO(XI,X2' ..., Xn+1)=g(XI,X2,

Oduzimanjern ovih jednakosti dobija se

F(Xl,X2, ..., xn+l)-Fo(XI,X2' ..., Xn+1)

=C[F(XI,X2'"'' Xn+1)-FO(Xl,X2' ..., Xn+1)]'

Odavde sleduje (videti [l0])

F(XUX2' ..., xn+l)-Fo (Xl' X2, ..., Xn+l)

=Cycn+lfo(XI,X2, ..., Xn+1),
gde je fo proizvoljna funkcija.

Ovim je dokaz zavrsen.
Teorerna 1. Ako funkcije F i f zadovoljavaju jednacinu (1.1), tada je

(2.5)

i obrnuto, ako funkcija f ispunjava uslov (2.5),postojifunkcija F takva da vazi (1.1).
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Ova teorema sIeduje direktno iz Ierne 1.
Prime nom formule (2.3) i Ierne 2 moze se odrediti opste resenje jed-

naCine (1.1) kada je pozna to opste resenje jednacine (2.5). Time je resavanje
jednaCine (Ll) svedeno na resavanje jednacine (2.5), u kojoj se javija sarno
jedna nepoznata funkcija f.

Primedba. Hronoloski posmatrano, Jednacina (2.5) je prethodila jednacini (1.1). Na
jednacinu (2.5) ukazano je u CIanku [8], gde je prvi put konstatovano da funkcija (1.3) za-
dovoljava tu jednacinu. Tek kasnije Je primeceno da Je pogodnije posmatrati jednaCinu (1.1)
ma da ona sadrZi dye nepoznate funkcije, jer je ona vrIo jednostavnog oblika.

Jednacina (2.5) dobijena je iz jednacine (1.1) eliminacijom nepoznate funkcije F. S
druge strane, moze se iz jednacine (1.1) eliminisati nepoznata funkcij~ J.

Zaista, ako u (1.1) stavimo XntI = e (= jedinicni element), dobija se

(2.6) f(x"x., ..., xn)

=F(x"x., ..., xn,e)-F(x.,xa, ..., xn,e,x,).

Zamenom funkdje f iz (2.6), jednacina (1.1) postaje

(2.7)

Problem resavanja jednacine (1.1) sveden je sada na resavanje jednacine (2.7). Ako
pretpostavimo da je jednacina (2.7) resena, funkcija f dobija se iz (2.6).

JednaCina (2.7) je na prvi pogled prostija jer sadrZi sarno cetiri clana pri proizvoIjnom
n, dok jednacina (2.5) ima n + 1 clanova. Medutim, svi rezultati koji ce biti u c'aljem
izlozeni dobijeni su iz jednacine (2.5) a ne iz jednacme (2.7).

3. Glavni rezultati

Slucaj n = 1. JednaCina (Ll) ima oblik (1.9) i njeno opste resenje dato
je formulama (1.10) i (1.11), sto je sasvim jednostavno za proveravanje.

Slucaj n = 3. U cianku [3] dokazana je, pod pretpostavkama navedenim
na pocetku ovog odeIjka, sledeca teorema

T e 0 rem a 2. Opste resenje funkcionalne jednaCine

(3.1) f(Xl'X2' ...'XP,XP+l' ...'X2P,X2p+!' ",'X4P)

+f(X2'Xa'
'"

.xp+!,Xp+2' ... 'X2P+!,X2p+2' ... . X4P,Xl)

+ ...

je funkcija

(1.17) f(tt> t2, ta) =fl (tl' t2. ta)-fl (t2, ta. tl)+ f2 (tl. t2, ta)-f2 (ta, tl' t2),

gde su fl i f2 dve proizvoljne funkcije.
Za n = 3 jednaCina (2.5) ima oblik

(3.2) f(Xl, X2, Xa' X4) + f(X2, xa, X4' Xl)

+ f(xa, X4' Xl' X2) + f(X4' Xl' X2' Xa) = 0,
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tj. identicna je sa jednaCinom (3.1) za p = 1. Prema teoremi 2, opste resenje
jednaCine (3.2) je dato sa (1.17). Na osnovu racuna izvedenog u § 1 zaklju-
cujemo da je funkcija

.

Fo (/1,/2, la' 14) = f1 (11, 12 . la . 14) + f2 (11 . 12, la . 14) + f2 (/2 .
la' 14 . 11)

jedno partikularno resenje jednacine (1.15), gde je f definisano sa (1.17).
PrimenjujuCi lemu 2, dobija se opste resenje jednaCine (1.15) po F u obliku

F(/1' 12,la, 14)=Fo (11,12,la, 14)+ Cyc4fo (11'12,la, 14),

gde je fo proizvoljna funkcija. Poslednja formula se poklapa sa formulom
(1.16).

Dakle, dokazali smo da je (1.16) i (1.17) opste resenje funkcionalne
jednaCine (1.15).

Slucajevi n = 5 i n = 7. U sledeca dva paragrafa dokazacemo da je opste
resenje jednacine (1.1) u ovim slucajevima dato formulama (1.2) i (1.3).
Dokazi su prilicno glomazni.

Slucaj n= 2. Resenje jednaCine (1.1) dato formulama (1.2) i (1.3) nije
u ovom slucaju opste.

Da bismo se u to uverili, dovoljan je sIedeCi primer. Neka je S = M = R
i neka je ,.." operacija sabiranja realnih brojeva. JednaCina (2.5), za n = 2,
ima ~ada oblik

f(X1' X2+ xa) + f(X2, Xa+ Xl) + f(xa, Xl + X2) = o.

Ova jednaCina bice detaljno ispitana u sledecem odeljku. Njeno opste rdenje
je dato sa (3.1.8). Medutim, formula (1.3) tj. (1.14) daje sarno trivijalno
resenje f(x, y) = O. Ovim je nase tvrdenje dokazano.

Ovi rezultati nam sugeriraju da pretpostavimo da je resenje jednaCine
(1.1), dato formulama (1.2) i (1.3), opste za n neparno i da nije opste za n
parno. Ne znamo sta uslovljava ovu razliku izmedu slucajeva kada je n parno
i slucajeva kada je n neparno. Medutim, mogu se navesti neki formalni razlozi
za to. Prvo, broj proizvoljnih funkcija koje figurisu na desnoj strani relacije
(1.3) je za neparno n veCi od n/2, a za parno n on je bas jednak n/2.
Znaci kad je n parno, da ne postoji "dovoljan" broj proizvoljnih funkcija u
resenju (1.3). Drugo, postoji jedan razlog zbog koga se ne moze dokaz iz
slucajeva n = 1, 3, 5, 7 preneti na slucajeve kada je n parno. Taj razlog ce
biti naveden u sledecem paragrafu.

Cak i pri dopunskoj pretpostavci da je operacija "." komutativna,
navedeno rdenje jednaCine (1.1) u slucaju parnog n nije opste. Ovo sleduje
iz vec navedenog primera.

Opsti dokaz u slucaju neparnog n nismo nasli, ali izgleda da se: isti
metod dokaza (koji je primflljen u slucajcvima n = 5 i n = 7) moze primeniti
i za n = 9, 11,

'"Generalizacija. Umesto funkcionaln~ jednaCine (1.1) moze se posmatrati
jednaCina

(3.3) F(Xl,X2' ..., xn+1)-F(X2,Xa, ..., Xn+1,X1)

=f(X1,X2, ..., Xk-1,Xk'Xk+1,Xk+2, ..., Xn+1)
gde jc 1 < k < n.
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Za k = n jednaCina (3.3) je identicna jednacini (Ll). Za 1 <,k < n, jednaCina
(3.3) se svodi na jednaCinu (Ll). Zaista, ako stavimo

jednaCina (3.3) dobija ob1ik

Na kraju, ako stavimo

prethodna jednacina postaje

tj. dobija se jednacina (1.1) sarno sto umesto slova F, f, x stoje respektivno
G, g, t.

Primedba. Ako je S = M ~ R, mogu se na osnovu navedenih rezultata formirati mnogo-
brojni specijalni slucajevi jednaCina (1.1) ili (2.5) za n ~ 3, 5, 7. Dovoljno siroka klasa asocija-
tivnih operacija sa jedinicnim elementom data je sa

x. y ~ <p(<p-l (x) + <p-l (y)),

gde je <p proizvoljna neprekidna strogo rastuca funkcija definisana na citavoj realnoj osi a
<p-l njoj inverzna funkcija. Jedinicni element ove operacije je <p(0).

o ovome detaljnije videti knjigu [1].

4. Resavanje funkcionalne jednaCine u slucaju n = 5

Funkcionalna jednaCina (2.5) u ovom s]ucaju glasi

(4.1)

Radi uproscenja formula, umesto f(Xl,X2,XS,X4,X5'X6) pisacemo sarno
12345.6 i slicno u drugim slucajevima. Takode cemo upotrebiti sledece
skracenice

f(Xl' e, xs, X4' X5' X6) = 10345.6,

nf(xl' X2, xS' X4' X5) = n (12345).

Drugim reCima, izostavlja se slovo f, zarezi i zagrade (,); umesto promenljive Xi

pise se sarno njen indeks i, a umesto jedinicnog e1ementa stavlja se O.
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Koristeci ove skracenice jednacina (4.1) dobija oblik

(4.1 bis) 12345.6 + 23456.1 + 34561.2 + 45612.3 + 56123.4 + 61234.5 = O.

T e 0 rem a 3. Opste resenje jednaCine (4.1) je dato sa (1.3) tj.
.

(4.2)

+ f2 (Xl' X2' Xa' X4' XS)-f2 (Xa, X4, XS' Xl' X2)

+ fa (Xl' X2' Xa, X4, xs)-fa (X4' Xs, Xl' X2' Xa),

gde su f1, f2, fa proizvoljne funkcije.

Po s 1e die a. Iz teorerne 3 i rezultata iz § 1 sleduje da je (1.2) j
(1.3) apste resenje jednaCine (Ll) u slucaju n = 5.

Pre nego 8tO predemo na dokaz teoreme 3, uvedimo sledecu definiciju.

D e fin i c i j a. Za funkcije g i h reCi cerna da su u relaciji ~, tj. da je
g"-' h aka je njihova razlika oblika

g (Xl' X2' Xa, X4' xs)-h (Xl' X2' Xa, X4, Xs)

= f1 (Xl' X2, Xa, X4' XS)-f1 (X2' Xa,X4, XS' Xl)

+f2 (Xl' X2, Xs' X4, Xs)-f2 (xa, X4' XS' Xl' X2)

+ fa (Xl' X2' Xa, X4' xs)-fa (X4' Xs, Xl' X2' Xa),

gde su f 1,f2,fa pogodno izabrane funkcije.

Uvedena relacija je relacija ekvivalencije. Moze se dokazati da iz gl"-' h1
i g2,,-,h2 sleduje gl+g2,,-,h1+h2. Takode iz 2mg,,-,0(rnEN) sleduje g"-'O.

Teorema 3 moze se ukratko napisati

(4.3) (4.1) <:? (12345 "-' 0).

Dokaz teorerne 3. Implikacija

(12345,,-,0) ~ (4.1)

dokazana je u § 1. Ostaje j08 da se dokaze

(4.4)

StavljajuCi u jednaCini (4.1 bis) 6=0 (tj. x6=e), dobijamo

(4.5) 12345 + 23451 + 34501.2 + 45012. 3 + 50123.4 + 01234. 5 ~ O.

Ciklickim permutovanjem nezavisno promenljivih, iz (4.5) dobijamo

-23451-34512-45102' 3-51023' 4-10234' 5-02345'1 ~ 0,

34512 + 45123 + 51203.4 + 12034.5 + 20345.1 + 03451. 2 ~ 0,

-45123-51234-12304.5-23045 .1-30451.2-04512.3 ~O,

51234 + 12345 + 23405.1 + 34051.2 + 40512. 3 + 05123.4 ~o.

2*
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(4.6)

SabirajuCi poslednje cetiri jednakosti i (4.5), dobijamo

2 (12345) ~ -01234' 5-50123' 4-45012' 3-34501' 2

+ 02345.1 + 10234. 5 + 51023' 4 + 45102. 3

-03451' 2-20345' 1-12034' 5-51203' 4

+ 04512. 3 + 30451. 2 + 23045'1 + 12304. 5

--05123,4-40512'3-34051,2-23405,1.

Kako je
-01234' 5 + 02345 '1~0,

-12034, 5 + 23045. 1~0 ,

10234'5-20345'1~0,

12304'5-23405'1~0,

iz (4.6) izlazi

(4.7) 2 (12345)~-05123' 4-50123' 4 + 51023. 4-51203' 4

-03451' 2 + 30451. 2-34051' 2-34501' 2

+ 04512. 3-40512' 3-45012' 3 + 45102. 3.

Primenom formule (4.6) (ili preciznije, zamenom I 3, 2 4, 3 5, 4 ->-0,
5 ->- 1 .2), dobijamo

-2 (34501' 2) =03451' 2+ 1. 20345 + 01. 2034' 5 + 501.203.4

-04501' 2. 3-30451' 2-1' 23045-01' 2304.5

+ 0501 .23' 4 + 40501. 2. 3 + 34051' 2 + 1.23405

-001' 234' 5-5001' 23. 4-45001' 2. 3-34501' 2

+ 01.2345 + 001.234.5 + 5001.23'4+ 45001.2. 3

sto je ekvivalentno sa

0=03451' 2 + 1.20345 + 01. 2034' 5 + 501.203.4

-04501' 2. 3-30451' 2-1' 23045-01,2304, 5

+ 0501.23' 4 + 40501 . 2. 3 + 34051. 2 + 1.23405

+ 01. 2345 + 34501.2 .

"Sabirajuci" poslednju jednakost sa (4.7), nalazimo

2 (12345)~-05123' 4-50123' 4 + 51023. 4-51203' 4

+ 04512. 3-40512' 3-45012' 3 + 45102. 3

+ 01. 2345 + 1. 20345-1' 23045 + 1.23405

+ 01 . 2034- 5 + 501.203.4 + 0501 .23' 4 + 40501 2. 3

-04501.2.3-01.2304'5.

Kako je

-05123' 4 + 01. 2345~0,
51023. 4-1 .23045~0 ,

iz prethodne formule sleduje

-50123'4+ 1'23405~0,

-51203' 4 + 1. 23405~0,

(4.8) 2 (12345) ~ 04512. 3-40512' 3--45012' 3 + 45102. 3

+ 01. 2034. 5 + 501' 203.4 + 0501'23.4 + 40501.2. 3

-04501' 2. 3-01' 2304. 5.
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U cilju daljeg uproscenja desne strane ove relacije primenicemo formulu
(4.6) na prva cetiri clana. Na taj naCin dobijamo

2 (12345) ~ -00451' 2. 3-2' 30045' 1-12' 3004. 5-512' 304

+ 04512. 3 + 00451. 2. 3 + 2. 30045.1 + 12.3004. 5

-0512. 34-40512' 3-04051' 2. 3-2' 30405.1

+ 012. 304, 5 + 5012. 34+ 45012. 3 + 04501.2.3

-02' 3045 '1-102' 304, 5-5102' 34-45102' 3,

-2 (40512' 3) ~ 04051. 2. 3 + 2. 30405'1 + 12. 3045 + 512' 304

-00512' 3 '4-40051' 2. 3-2' 34005'1-12, 3405

+ 0512. 34 + 00512. 3,4 + 40051' 2. 3 + 2. 34005'1

-012' 345-5012' 34-05012' 3. 4-40501' 2. 3

+ 02. 3405.1 + 102' 345 + 5102. 34 + 05102. 3, 4,

-2 (45012' 3) ~ 04501. 2. 3 + 2. 30451 + 12. 3045 + 012. 304, 5

-05012' 3, 4-40501' 2. 3-2' 34051-12' 3405

+ 0012. 34, 5 + 50012' 3'4 + 45001.2. 3 + 2' 34501

-012' 345-0012' 34, 5-50012' 3 '4-45001' 2. 3

+ 02' 3451 + 102. 345 + 0102. 34, 5 + 50102. 3'4,

2 (45102' 3) = -04512, 3-2' 30451-02,3045 ,1-102,304,5

+ 05102. 3' 4 + 40512. 3 + 2. 34051 + 02. 3405.1

-0102' 34, 5-50102' 3, 4-45012' 3-2' 34501

+ 002. 345.1 + 1002.34. 5 + 51002. 3'4+ 45102' 3

-02' 3451-002' 345'1-1002, 34, 5-51002' 3,4.

Ako saberemo ove cetiri jednakosti i svedemo lzraz na desnoj strani,
dobijamo

2 (04512.3-40512.3-45012.3 + 45102.3)

~ 2 (-012.345 + 102.345 + 12.3045-12.3405

+ 012. 304. 5 + 04501.2. 3-02. 3045 .1-102. 304. 5

-05012.3.4-40501.2.3 +-02. 3405.1 + 05102. 3 .4).

Odavde izlazi

2 (04512.3-40512.3-45012.3 + 45102. 3)
~ 04512. 3-40512. 3-45012. 3 + 45102.3

-012.345 + 102.345 + 12.3045-12.3405

+-012. 304. 5 + 04501. 2. 3-02.3045.1-102.304.5

-05012.3.4-40501.2.3 + 02. 3405.1 +-05102.3.4.

Kako je

04512.3 -012. 345~0,

-45012.3 +-12. 3045~0,

-40512.3 + 102.345~0,

45102. 3-12. 3405~0.
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iz prethodne jednakosti sleduje

2 (04512.3-40512.3-45012.3 + 45102. 3)

-012.304.5 + 04501.2.3-02.3045 .1-102.304. 5

-05012.3.4-40501.2.3 + 02.3405.1 + 05102. 3.4.

Mnozeci relaciju (4.8) sa 2 i sabirajuCi je sa poslednjom relacijom,
nalazimo

4(12345) -012.304.5-04501.2.3-02.3045.1-102.304.5

-05012.3.4 + 40501.2.3 + 02. 3405.1 + 05102. 3.4

+ 2 (01.2304.5 + 501.203.4 + 0501.23 .4-01.2304. 5).

GrupisuCi clanove na desnoj strani, imamo

4 (12345) - (012.304.5-04501.2.3) + (40501.2. 3-102.304.5)

+ (01.2034.5-05012.3.4) + (01.2034. 5-02. 3045 .1)

+ (02 .3405 .1-01.2304. 5) + (05102. 3 .4-01.2304.5)

+ 2 (501.203.4 + 0501. 23.4).

Kako je
012.304.5-04501.2.3-0, 40501.2.3-102.304.5-0,

01.2034.5-05012.3.4-0, 01.2034.5-02.3045.1-0,

02.3405.1-01.2304.5-0, 05102.3.4-01.2304.5-0,

iz prethodne relacije sleduje

(4.9) 4 (12345)-2 (501.203.4 + 0501.23.4).

Da bismo redukovali dalje desnu stranu ove relacije, poCi cemo od
jednakosti (4.5). Stavljajuci u njoj 2 = 4 = 0, dobijamo

10305 + 01035 + 50103 + 05013 + 30501 + 03051 = O.

Odavde sleduje

50103 + 05013 = -10305-01035 -30501-03051,

3 (50103 + 05013) = (50103-10305) + (50103-30501)

+ (05013-01035) + (05013-03051).

Zamenjujuci u poslednjoj formuli 1 sa 1. 2 i 3 sa 3. 4, dolazimo do

3 (501.203.4+0501.23.4)

= (501.203 .4-1.203 .405) + (501. 203 .4-03.4051.2)

+ (0501. 23.4-01.203.45) + (0501. 23.4-03.4051.2).

Kako je
501.203.4-1.203.405-0, 501.203.4-03.4051.2-0,

0501.23.4-01.203.45-0, 0501.23.4-03.4051.2-0,

iz poslednje relacije sleduje

3 (501.203.4 + 0501.23.4)-0,
tj.

501.203.4+ 0501.23 .4-0.
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Na osnovu toga, iz (4.9) dobijamo 4(12345), ,0, odakle sleduje 12345, ,0.
Ovim je zavr8en dokaz implikacije (4.4) a samim tim i teoreme 3.

Primedbe. 1° Posto je u dokazu koriscena sarno jednacina (4.5), zakljucujerno da je ta
jednacina ekviva~entna jednacini (4.1).

2° Pryi korak u resavanju jednacine (4.5) sastojao se u forrniranju jednakosti (4.6)
U slucaju kada je n parno, ovaj prvi korak nije rnoguce uCiniti.

5. Resavanje funkcionalne jednacine u slucaju n = 7

Funkcionalna jednaCina (2.5) u ovom slueaju ima oblik

(5.1)

Kao i u prethodnom paragrafu koristicemo uproscene oznake:

I(X1' X2, X3' X4, Xs, X6, X7) = 1234567,

I(X1' e, X3, X4' xs, X6, X7' xs) = 1034567.8,

i slieno u drugim slueajevima.
lednaCina (5.1) moze se napisati u obliku

(5.1 bis) 1234567.8+ 2345678.I + 3456781.2+ 4567812.3
-j 5678123.4 + 6781234.5 + 7812345.6 + 8123456. 7 ~ O.

T e 0 rem a 4. Opste reSenje jednaCir.e (5.1) je dato sa (1.3), tj.

(5.2)

gde su 11'/2'/3'/4 proizvo(jne lunkcije.

Po s 1e die a. Iz teorerne 4 i rezultata iz
(1.3) opste resenje jednaCine (Ll) u slucaju n = 7.

Pre nego 8tO predemo na dokaz teoreme
definiciju.

De fin i c i j a. Za lunkcije g i h reCi cerna da su u relaciji , " tj. da
je g"" h, ako je njihova razlika oblika

§ 1, sleduje da je (1.2) i

4, postavicemo sledecu
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Uvedena relacija je relacija ekvivalencije. Moze se dokazati da iz gI""'" hI
i g2""'"h2 sleduje gI + g2""'"hI + h2. Takode iz 2m g""'" 0 (m E N) sleduje g,

"
O.

Teorema 4 moze se ukratko napisati

(5.3) (5.1) <=>(1234567, ,,0).

Dokaz teoreme 4. Implikacija

(1234567 ---0) => (5.1)

dokazana je u § 1. Ostaje da se dokaze

5.4) (5.1) => (1234567, ,,0).

StavljajuCi u jednaCini (5.1 bis) 8 = 0 (tj. Xs = e), dobijamo

(5.5) 1234567 + 2345671 + 3456701.2 + 4567012. 3

+ 5670123.4 + 6701234.5 + 7012345.6 + 0123456. 7 ~ O.

Ciklickim permutovanjem nezavisno promenljivih, iz (5.5) dobijamo

-2345671-3456712-4567102' 3-5671023' 4
-6710234, 5-7102345' 6-1023456,7-0234567,1 ~ 0,

3456712 + 4567123 + 5671203'4 + 6712034.5

+ 7120345. 6 + 1203456. 7 + 2034567.1 + 0345671. 2 ~ 0,

-4567123-5671234-6712304' 5-7123045' 6

-1230456, 7-2304567'1-3045671' 2-0456712' 3 ~O,

5671234 + 6712345 + 7123405. 6 + 1234056.7

+ 2340567.1 + 3405671. 2 + 4056712. 3 + 0567123.4 ~ 0,

-6712345-7123456-1234506' 7-2345067,1

-3450671, 2-4506712' 3-5067123'4-0671234' 5 ~O,

7123456 + 1234567 + 2345607' 1 + 3456071.2

+ 4560712. 3 + 5607123. 4 + 6071234. 5 + 0712345. 6 =0.

Sabiranjem poslednjih sest jednakosti i (5.5), dobija se

(5.6) 2 (1234567) = -0123456' 7-7012345' 6-6701234' 5
-5670123'4-4567012, 3-3456701. 2
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+ 0234567' 1 + 1023456. 7 -+-7102345.6

i 6710234. 5 + 5671023. 4 + 4567102.3

-0345671.2-2034567.1-1203456.7

- 7120345.6-6712034.5-5671203.4

+ 0456712.3 -+-3045671 .2+ 2304567.1

-;.-1230456.7 -r-7123045. 6 + 6712304.5

-0567123.4-4056712.3-3405671.2

-2340567.1-1234056.7 - 7123405.6

+ 0671234. 5 + 5067123.4 + 4506712.3

+ 3450671 .2+ 2345067. 1 + 1234506.7

-0712345.6-6071234.5-5607123.4

-4560712.3-3456071.2-2345607.1.

Kako je

-0123456.7 + 0234567 .1~0,

-1203456.7 + 2304567 .1~0,

-1234056.7 + 2345067 .1~0,

1023456.7 -2034567 .1~0,

1230456.7 -2340567 .1~0,

1234506.7 -2345607 .1~0.

IZ (5.6) izlazi

(5.7) 2 (1234567)~-0345671. 2 + 3045671.2-3405671.2

+ 3450671.2-3456071.2-3456701.2

+ 0456712.3-4056712.3 + 4506712.3
-4560712.3-4567012.3 + 4567102. 3

-0567123.4+ 5067123 .4-5607123.4

-5670123.4+ 5671023.4-5671203.4

+ 0671234.5-6071234.5-6701234.5

+ 6710234.5-6712034.5 + 6712304 5

-0712345.6-7012345.6+ 7102345.6

- 7120345.6 + 7123045.6-7123405.6.

Zamenom 1-+3, 2-+4, 3-+5, 4-+6, 5-+7, 6-+0, 7-+1.2, u jednakosti
(5.6), dobijamo

-2 (3456701. 2)~0345671. 2 + 1.2034567 + 01.203456.7

+ 701.20345.6 + 6701.2034. 5 + 56701.203.4

-0456701.2.3-3045671.2-1.2304567

-01.230456.7-701.23045.6-6701.2304.5

+ 056701.23.4 + 4056701 .2.3 + 3405671.2

f-1 .2340567 + 01.234056.7 + 701.23405.6
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-06701.234.5-506701.23.4-4506701.2.3

-3450671.2-1.2345067 -01.234506.7

+ 0701 .2345.6 + 60701 .234. 5 + 560701 . 23 .4

-I 4560701.2.3 + 3456071.2 + 1.2345607

-001.23456.7 - 7001.2345.6-67001.234.5

-567001.23.4-4567001.2.3-3456701.2

+ 01.234567 + 001.23456.7 + 7001.2345.6

i- 67001.234.5 + 567001.23.4 + 4567001. 2. 3.

Sredivanjem poslednje jednakosti i "sab~ranjem" sa (5.7), dobijamo

2 (1234567)~0456712. 3-4056712.3 -;. 4506712.3

-4560712.3-4567012.3 + 4567102.3

-0567123.4 + 5067123.4-5607123.4

-5670123.4+ 5671023.4-5671203.4

+ 0671234. 5-6071234. 5-6701234.5

f-6710234. 5-6712034.5 + 6712304. 5

-0712345.6-7012345.6+ 7102345.6

-7120345.6+ 7123045.6- 7123405.6

+ 01 .234567 + 1.2034567 -1.2304567

+ 1 .2340567 -I . 2345067 + 1 .2345607

i 01.203456.7 -01.230456.7 + 01.234056.7 -01.234506.7

+ 0701. 2345.6 + 701.20345.6-701.23045.6 -;.701.23405.6

-06701.234.5 + 60701.234.5 + 6701.2034.5-6701.2304.5

+ 056701. 23 .4-506701. 23.4 + 560701.23.4+ 56701.203.4

-0456701.2.3 + 4056701.2.3-4506701.2.3 + 4560701.2.3.

Kako je

01.234567 -0712345. 6~0,

-1.2304567 + 7102345. 6~0,

-1.2345067 + 7123045. 6~0,

1.2034567-7012345. 6~0,

1.2340567 -7120345. 6~0,

1.2345607--7123405.6~0,

iz prethodne formule sleduje

(5.8) 2 (1234567)~0456712. 3-4056712.3 + 4506712.3

-4560712.3-4567012.3 + 4567102.3



10 1-+0, 2-+4, 3-+ 5, 4-+ 6, 5-+ 7, 6-+ 1, 7-+2.3;

20 1-+ 4, 2-+ 0, 3-+ 5, 4-+ 6, 5-+ 7, 6 -+ 1, 7-+2.3;

30 1-+ 4, 2-+ 5, 3-+0, 4-+6, 5-> 7, 6-+ 1, 7-+2.3;

40 1 -> 4, 2-+ 5, 3-+ 6, 4-+ 0, 5 -", 7. 6-+1,7-+2.3;

50 1-+ 4, 2-+ 5, 3-+ 6, 4-+ 7, 5-+ 0, 6 -+ 1, 7-+2.3;

60 1-+ 4, 2-+ 5, 3 -+ 6, 4.-+ 7, 5 -+ 1, 6-+ 0, 7 -+ 2 . 3.

o nekim k]asama ciklicnih funkcionalnih Jednacina 27

-0567123.4+ 5067123.4-5607123.4

-5670123.4+ 5671023.4-5671203.4

+ 0671234.5-6071234.5-6701234.5

+ 6710234. 5~6712034. 5 + 6712304.5

+ 01 .203456.7 -01.230456.7 + 01.234056.7 -01.234506.7

+ 0701. 2345' 6 + 701. 20345.6- 701.23045.6 + 701.23405. 6

-06701' 234. 5 + 60701. 234. 5 + 6701.2034' 5-6701' 2304.5

+ 056701.23. 4-506701' 23. 4 + 560701. 23. 4 + 56701' 203.4

-0456701' 2. 3 + 4056701. 2. 3-4506701' 2' 3 + 4560701. 2. 3.

Radi daljeg uproscenja desne strane ove relacije, primenicemo formulu
(5.6) na prvih sest clanova, tj. izvrsicemo u (5.6) redom sledece zamene:

Na taj nacin, posle svodenja, dobijaju se sledece formule:

2 (0456712' 3) + 56712' 304-0456712' 3

+ 056712. 34 + 4056712. 3 + 0405671' 2.3

+ 2. 3040567'1 + 12' 304056' 7 + 712. 30405' 6

-06712' 304' 5-506712' 34-4506712' 3

-0450671' 2. 3-2' 3045067'1-12' 304506' 7

T 0712. 3045, 6 + 60712. 304, 5 + 560712' 34

+ 4560712. 3 + 0456071.2.3 + 2. 3045607.1

-012' 30456, 7-7012' 3045' 6-67012' 304, 5

-567012' 34-4567012' 3-0456701' 2.3

t 02. 304567, 1 + 102' 30456' 7 + 7102. 3045' 6

+ 67102. 304, 5 + 567102. 34 + 4567102. 3 ~ 0,

-2 (4056712' 3) + 6712. 3405-056712' 34
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-0405671' 2. 3-2' 3040567. 1-12' 304056, 7

-712' 30405, 6-6712' 3045-56712' 304

c 06712. 345 + 506712' 34 + 0506712. 3, 4

4050671.2. 3 + 2.3405067. 1 + 12. 340506. 7

-0712' 3405. 6-60712 345-560712' 34

-0560712' 3. 4-4056071' 2. 3-2' 3405607'1

+ 012. 34056, 7 + 7012.3405.6 + 67012' 345

-1- 567012.34 T 0567012. 3, 4 + 4056701' 2' 3

-02.340567, 1-102' 34056. 7 -7102' 3405' 6

-67102' 345-567102' 34-0567102' 3' 4 ~ 0,

2 (4506712' 3) + 712. 34506-06712' 345

-j-0450671. 2 3 + 2. 3045067. 1 + 12. 304506' 7

T 712. 30456 + 6712. 3045 + 06712' 304' 5

-0506712 3, 4-4050671' 2. 3-2' 3405067.1

-12' 340506. 7-712. 34056-6712' 3405

+ 0712. 3456+ 60712. 345 + 060712' 34, 5

+ 5060712. 3 '4+ 4506071.2.3 -j- 2. 3450607.1

-012. 34506' 7 -7012' 3456-67012' 345

-067012' 34, 5-5067012' 3, 4-4506701' 2. 3

+ 02 345067' 1 + 102.34506.7 + 7102. 3456

+ 67102' 345 + 067102. 34, 5 + 5067102. 3, 4 ~ 0,

-2 (4560712' 3) + 12. 345607-0712' 3456

-0456071' 2. 3-2' 3045607, 1-12' 304567

-712'30456-0712' 3045' 6-60712' 304' 5

i-0560712. 3, 4 + 4056071' 2. 3 + 2. 3405607.1

r 12. 340567 + 712. 34056 + 0712. 3405' 6

-060712' 34, 5-5060712' 3, 4-4506071.2. 3

-2' 3450607 '1-12' 345067 - 712' 34506

+ 012. 34567 + 7012. 3456 + 07012' 345' 6

+ 607012. 34, 5 + 5607012' 3, 4 + 4560701' 2.3

-02'345607'1-102'34567--7102'3456

-07102' 345' 6-607102' 34, 5-5607102 3,4 ~ 0,

-2 (4567012' 3)-2' 3456701 + 012' 34567
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-0456701' 2, 3-2' 3045671-12' 304567
-012,30456, 7 -7012' 3045' 6-67012' 304, 5

+ 0567012.3.4 + 4056701' 2. 3 + 2. 3405671

+ 12. 340567 + 012' 34056, 7 + 7012.3405' 6

-067012' 34, 5-5067012' 3,4-4506701' 2. 3

-2' 3450671-12' 345067 -012' 34506' 7

+ 07012. 345, 6 + 607012. 34' 5 + 5607012. 3, 4

+ 4560701' 2, 3 + 2. 3456071 + 12.345607

-02'345671--102'34567--0102'3456,7

-70102' 345' 6-670102' 34, 5-5670102' 3' 4~ 0,

2 (4567102' 3) + 02. 345671-4567102' 3

+ 0456712' 3 + 2. 3045671 + 02. 304567.1

.C 102' 30456' 7 + 7102. 3045' 6 + 67102. 304' 5

-0567102, 3,4-4056712' 3-2' 3405671

-02' 340567 '1-102' 34056.7 - 7102.3405.6

+ 067102. 34, 5 + 5067102'
3, 4 + 4506712' 3

+ 2. 3450671 + 02. 345067' 1 + 102.34506' 7

-07102.345.6--607102.34'5-5607102'3.4

-4560712' 3-2' 3456071-02. 345607.1

+ 0102. 3456, 7 + 70102. 345' 6 + 670102. 34, 5

+ 5670102' 3, 4 + 4567012. 3 + 2. 3456701 = O.

Sabiranjem ovih sest jednakosti, sredivanjem i de1jenjem sa 2, dobijamo
formulu

0456712'3-4056712'3~.4506712'3

-4560712' 3-4567012' 3 + 4567102. 3

+ 02. 304567, 1 + 102.30456.7 + 7102. 3045' 6 + 67102. 304, 5

-0567102'3'4--02.340567.1--102'34056.7-7102.3405.6

+ 067102. 34, 5 + 5067102. 3 . 4 + 02. 345067 ' 1 + 102. 34506, 7

-07102.345'6-607102'34'5--5607102'3.4-02.345607'1

-0456701' 2. 3-012' 30456, 7 -7012' 3045, 6-67012' 304' 5

T 0567012. 3, 4 + 4056701. 2. 3 + 012. 34056,7 + 7012. 3405, 6

-067012' 34, 5-5067012' 3, 4-4506701' 2. 3-012' 34506, 7

+ 07012. 345' 6 + 607012. 34, 5 + 5607012. 3, 4 + 4560701.2.3 = o.

"Sabirajuci" poslednje jednakosti sa (5.8) i koristeci relacije

0671234. 5-012' 34567~0, -6071234' 5 + 102. 34567~0,

-6701234' 5 + 12' 304567~0, 6710234. 5-12. 340567~0,
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-6712034'5+ 12'345067~0, 6712304'5-12'345607~0,

01' 203456. 7 -02' 304567. 1~0, -01' 230456' 7 + 02.340567' 1~0,
01. 234056. 7-02' 345067 '1~0, -01' 234506. 7 + 02. 345607'1~0,

dobijamo

(5.9) 2 (1234567)

~-0567123' 4 + 5067123 . 4- 5607123.4

-5670123'4+ 5671023,4-5671203,4

+ 0701.2345.6 + 701. 20345' 6- 701.23045' 6 + 701.23405.6

-06701' 234. 5 + 60701.234. 5 + 6701' 2034. 5-6701' 2304' 5

+ 056701. 23. 4- 506701. 23. 4 + 560701. 23. 4 + 56701.203.4

+ 0567102. 3'4-102' 30456, 7-7102' 3045' 6-67102' 304, 5

-067102' 34. 5-5067102' 3'4 + 102.34056. 7 + 7102' 3405.6

+ 07102. 345, 6 + 607102. 34, 5 + 5607102,3,4-102.34506,7

-0567012' 3, 4 + 012. 30456' 7 + 7012' 3045.6 + 67012' 304.5

+ 067012.34.5 + 5067012.3' 4-012' 34056, 7 -7012' 3405, 6

-07012' 345, 6-607012' 34, 5-5607012. 3.4 + 012. 34506.7.

Da bismo izvrsili dalju redukciju desne strane ove formule, primenicemo
formulu (5.6) na prvih sest clanova, tj. izvrsicemo u (5.6) redom sledece
zamene;

1°

2°

1~0, 2~5, 3~6, 4~7,5~1, 6~2, 7~3.4;

1~5, 2~0, 3~6, 4~7, 5~1, 6~2, 7~3.4;

1~5, 2~6, 3~0, 4~7, 5~1, 6~2, 7-3.4;

1-5,2-6, 3-7, 4~0, 5-1, 6-2, 7~3.4;

1-5,2-6,3-7, 4-1, 5~0, 6-2, 7-3.4;

1-5, 2~6, 3-7,4-1,5-2,6-0,7-3.4.

3°

4°

5°

6°

Na taj naCin, posle svodenja dolazimo do sledecih formula:

-2 (0567123' 4)-67123' 405 + 0567123.4

--067123.45-5067123.4--0506712.3.4
-3,4050671,2-23.405067,1-123,40506'7

+ 07123' 405' 6 + 607123. 45 + 5607123.4

+ 0560712. 3,4 + 3.4056071.2 + 23' 405607'1

-0123'4056'7-70123'405'6--670123'45

-5670123'4-0567012,3,4-3,4056701,2

+ 023.40567.1 + 1023.4056. 7 + 71023. 405' 6

+ 671023. 45 + 5671023' 4 + 0567102' 3. 4

-03'405671,2-203'40567,1--1203'4056'7

-71203' 405' 6-671203' 45--5671203' 4 ~ 0,
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2 (5067123' 4)-7123' 4506 + 067123.45

+ 0506712. 3 '4+ 3 ,4050671. 2 + 23 .405067.1

+ 123.40506. 7 + 7123. 4056 + 67123.405

-07123.456-607123.45-0607123.4.5

--5060712'3,4--3,4506071,2--23,450607'1

+ 0123. 4506' 7 + 70123' 456 + 670123' 45

+ 0670123.4.5 + 5067012. 3, 4 + 3.4506701. 2

--023,45067.1-1023'4506,7--71023,456

--671023'45--0671023,4'5--5067102'3,4

+ 03. 450671. 2 + 203.45067.1 + 1203. 4506' 7

+ 71203. 456 + 671203.45 + 0671203 -4- 5 ~ O.

--2(5607123' 4)--123' 45607 + 07123. 456

--0560712,3,4--3'4056071'2--23'405607'1

--123,45067--7123,4056--07123'405'6

+ 0607123' 4, 5 + 5060712' 3, 4 + 3, 4506071 . 2

+ 23.450607' 1 + 123. 45067 + 7123.4506

--0123,4567--70123'456--070123.45,6

--6070123,4,5--5607012'3'4--3,4560701'2

+ 023.45607.1 + 1023 '4567 + 71023. 456

+ 071023.45.6 + 6071023 -4- 5 + 5607102 -3- 4

--03,456071,2-203,45607,1--1203'4567

-71203' 456--071203' 45, 6-6071203,4, 5 = 0,

-2(5670123' 4) + 23 ,456701-0123, 4567

--0567012'3'4-3,4056701,2-23'405671

--123'40567--0123,4056'7--70123'405'6

+ 0670123' 4, 5 + 5067012. 3, 4 + 3.4506701.2

+ 23.450671 + 123' 45067 + 0123.4506' 7

--070123,45,6--6070123'4'5--5607012,3,4

--3'4560701'2--23,456071--123,45607

+ 023' 45671 + 1023. 4567 + 01023.456' 7

+ 701023.45' 6 + 6701023. 4,5 + 5670102' 3, 4

--03. 456701. 2--203' 45671-1203' 4567

-01203' 456' 7 --701203' 45' 6-6701203,4, 5 = 0,
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2(5671023' 4) + 3, 4567102-023' 40567.1

+ 0567102.3' 4 + 3, 4056712 + 23.405671

+ 023. 40567'1 + 1023.4056.7 + 71023' 405' 6

--0671023,4'5--5067102'3'4--3'4506712

--23'450671--023'45067,1--1023,4506'7

+ 071023.45' 6 + 6071023.4.5 + 5607102.3.4

I- 3, 4560712 + 23. 456071 + 023' 45607, 1

--01023.456'7--701023.45.6--6701023.4.5

--5670102,3,4--3,4567012--23'456701

I- 03, 456712 + 203. 45671 + 0203.4567' 1

+ 10203. 4567 + 710203. 45, 6 + 6710203. 4, 5 ~ 0,

-2(5671203' 4) + 5671203. 4--03' 456712

-0567123.4--3. 4056712--03 405671.2

--203'40567,1--1203'4056,7--71203'405'6

t 0671203.4.5 + 5067123. 4 + 3.4506712

I- 03, 450671 . 2 + 203.45067' 1 + 1203.4506.7

--071203'45,6--6071203.4'5--5607123,4

-3'4560712--03.456071,2--203'45607'1

+ 01203. 456'7 + 701203 ,45, 6 + 6701203 ,4, 5

+ 5670123. 4 + 3.4567012 + 03' 456701' 2

--0203'4567.1--10203'456.7--710203'45'6

--6710203' 4, 5--5671023' 4--3' 4567102 ~ O.

Sabiranjem poslednjih sest jednakosti, svodenjem
Ijenjem sa 2, nalazimo

slicnih clanova i de-

(5.10) -0567123, 4 + 5067123. 4--5607123' 4

--5670123' 4 + 5671023. 4--5671203' 4

--0123' 4567 + 1023' 4567 -1203, 4567

-123' 40567 + 123. 45067 --123' 45607

--0567012'3'4--3'4056701,2--0123,4056.7--70123.405.6

+ 0670123.4. 5 + 5067012. 3, 4 + 3.4506701.2 + 0123' 4506' 7

--070123,45,6--6070123,4,5--5607012,3,4--3,4560701,2

+ 0567102. 3, 4 + 023.40567.1 + 1023. 4056' 7 + 71023.405.6

--0671023.4'5--5067102.3'4--023.45067.1--1023.4506'7

I-071023 ,45.6 + 6071023.4.5 + 5607102.3.4 + 023.45607'1

--03'405671'2--203,40567'1--1203'4056'7--71203'405'6

+ 0671203.4' 5 + 03, 450671' 2 + 203.45067.1 + 1203' 4506' 7

--071203' 45, 6-6071203' 4' 5--03' 456071' 2-203' 45607.1 = O.
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Mnozeci ekvivalenciju (5.9) sa 2 i sabirajuci je zatim sa (5.10), svode-
njem slicnih cIano va i pogodnim grupisanjem dobijamo:

4(1234567)~(0123' 4567 -0567123' 4) + (5067123' 4-1023' 4567)
,c (1203' 4567-5607123' 4) + (123' 40567-5670123' 4)

+ (5671023' 4- 123. 45067) + (123' 45607 -5671203' 4)

+ (0123 4056, 7 -0567012' 3, 4)
+ (0567102'

3, 4-0123' 4506' 7)

+ (5067012' 3, 4-1023' 4056, 7) + (1023' 4506, 7 -5067102 3, 4)

+ (1203.4056. 7-5607012' 3, 4) + (5607102' 3, 4-1203' 4506, 7)

+ (012. 30456. 7 -0670123.4.5) + (6070123.4.5-102.30456.7)

f-(0671023 .4. 5-012.34056.7) + (102.34056.7 -6071023.4.5)

+ (012.34506.7 -0671203.4.5) + (6071203.4.5- 102.34506.7)

+ (012.30456.7 -023.40567. I) + (203.40567. 1- 102.30456.7)

+ (023.45067. 1-012.34056.7) + (102.34056.7 -203.45067. I)

+ (012. 34506.7 -023.45607.1) + (203.45607.1-102.34506.7)

-;-(3.4056701.2- 70123. 405.6) + (3.4506701.2-71023.405.6)

+ (03 .405671 .2-070123.45.6) + (3 .4560701.2- 71203.405.6)

+ (03.45067 I .2-071023.45.6) + (03.456071 .2-071203.45.6)

+ 2{0701. 2345.6 + 701.20345.6- 701.23045.6 + 701.23405.6

-06701.234.5 + 60701.234.5 + 6701.2034.5-6701.2304.5

+ 056701.23.4-506701.23.4 + 560701.23.4 + 56701.203.4

+ 07102. 345.6- 7012.3405.6-7102.3045.6 + 7102.3405.6

-067102.34.5+ 607102.34.5 + 67012. 304.5-67102.304.5

+ 070123.45.6 + 071203.45.6 + 70123.405.6 + 71203.405.6

+ 7012.3045.6-07012.345.6 + 067012.34.5-607012.34.5

-3.4506701.2-03.450671.2 }.

Kako je svaka mala zagrada, na desnoj strani ove relacije, oblika (5.2)
(, ,0), posle skraCivanja sa 2, dobija se:

(5.11 ) 2 (1234567)

~0701 .2345.6 + 701 .20345.6- 701.23045.6 + 701.23405.6

-06701.234.5 + 60701. 234. 5 + 6701.2034.5-6701.2304.5

+ 056701.23 .4-506701.23.4 + 560701.23.4 + 56701.203.4

+ 07102. 345 .6-7012.3405 .6-7102. 3045.6 + 7102.3405.6

-067102.34.5 + 607102.34.5 + 67012.304.5-67102.304.5

+ 070123 .45.6 + 071203 .45.6 + 70123 .405. 6 + 71203 .405.6

+ 7012.3045.6-07012.345.6 + 067012.34.5-607012.34.5

-3.4506701.2-03.450671.2.

StavljajuCi u (5.5) 4 = 6 = 0, dobija se

(5.12) 1230507 + 2305071 + 3050701.2 + 0507012.3

+ 5070123 + 0701235 + 7012305 + 0123057 ~ O.

3
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Ako se u (5.5) stavi 3 = 6 = 0, dobija se

(5.13) 1204507 T 2045071 + 0450701. 2 + 4507012

+ 5070124 + 0701204. 5' 7012045 -+-0120457 ~ O.

Vrseci u formuli (5.12) sledece zamene

1°

2°

1--+1, 2->2.3,3->4, 5--+5.6,7->7;

1 --+1 . 2, 2 -> 3, 3 -> 4, 5 -> 5 . 6, 7 -> 7;

1 --+1, 2 --+2, 3 ->3 . 4, 5 ->5 . 6, 7 --+7,

a u formuli (5.13), zamene

1°

2°

1->6, 2--+7,

1--+1.2,2->3,

1 -> 1 . 2, 2 -> 3,

4->1.2,5->3, 7--+4.5;

4--+4, 5->5.6,7->7;

4->4.5, 5->6, 7->7;

4->4, 5->5.6,7->7,

3°

4° 1-> 1, 2->2.3,

dobijamo sledecih sedam jednakosti:

o~ 12.3405.607 + 2. 3405 .6071 +-405.60701.2. 3 +-05.607012.3.4

+ 5.607012.34 + 07012. 345.6 + 7012.3405.6 + 012. 3405. 67,

0= -1.23405.607-3405.6071.2-405.60701.2.3-05.60701.23.4

-5.60701.234-0701.2345.6-701.23405.6-01.23405.67,

0= -123.405.607 -23.405.6071-3.405.60701.2-05.607012.3.4
-5.6070123.4-070123.45.6- 70123.405.6-0123.405.67,

0= 6701.2304.5 + 701.2304.56 + 01.2304. 506. 7 + 1. 2304. 5067

+ 304.50671.2 +-04. 506701.2. 3 + 4. 506701.23 + 06701. 234.5,

o ~ 1.23045.607 T 3045.6071.2 + 045.60701.2.3 + 45.60701.23

+ 5.60701.234 + 0701.2304. 5.6+ 701.23045.6 + 01.23045 .67,

o ~ -1.2304.5607-304.56071.2-04.560701.2.3-4.560701.23

-60701.234.5-0701.2304.5.6-701.2304.56-01.2304.567,

0= -12.3045.607-2.3045.6071-045.60701.2.3-45.607012.3

-5.607012.34-07012.304.5.6-7012.3045.6-012.3045.67.

Sabiranjem (5.11) i pos1ednjih sedam jednakosti i sredivanjem, dobijamo

2 (1234567)~(701 .20345.6-5.6070123.4) + (6701.2034.5-45.607012.3)

+ (056701.23.4-0123.405.67) + (3045' 6071. 2-506701. 23.4)

+ (560701.23.4-3405.6071.2) + (56701.203.4-123.405.607)

+ (1.2304.5067-7102.3045.6) + (12.3405.607-67102.304.5)

+ (012' 3405.67 -067102.34.5) + (7102.3405.6-1.2304.5607)
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-+-(07102.345.6-01.2304.567) -+ (607102.34.5 -304.56071.2)

-+(67012.304.5-12.3045.607) -+(067012.34.5-012.3045.67)

+ (304.50671.2-607012.34.5) + (1.23045. 607 ~3. 4506701.2)

-I-(71203 .405.6-1.23405.607) -+(01.2304.567 -03.450671.2)

I-(071203 .45.6-01.23405.67) -I-(2.3405.6071-4.560701.23)

-,-(45.60701.23-23.405.6071) + (01.2304.506.7 -04.560701.2.3)

-I-(04. 506701. 2.3-07012.304.5.6) -I-(4. 506701. 23-2.3045.6071)

+ 3.405.60701.2 + 05.60701.23.4.

Kako je svaka mala zagrada, na desnoj strani poslednje relacije, oblika
(5.2) (",-,0), dobijamo

(5.14) 2 (1234567)~3.405.60701.2 + 05.60701.23.4.

StavljajuCi u (5.12) 2 = 0, dolazimo do

3050701 + 0507013 ~ -1030507 -0305071

-5070103-0701035

-7010305-0103057.

Ako ovde izvrsimo zamenu

1 --> I . 2, 3 -->3 . 4, 5 -->5 . 6, 7 -->7,

imamo jednakost

3.405.60701.2 + 05.60701.23.4 ~ -1.203 -405.607-03.405.6071.2

-5.60701.203.4-0701.203.45.6

- 701 .203.405.6-01.203.405.67.

Iz poslednje jednakosti i (5.14) izlazi

8 (1234567)~(3 .405.60701.2-1.203.405.607)

-I-(05.60701.23.4-03.405.6071 .2)

-I-(3 .405.60701.2-5.60701.203.4)

-I-(05.60701.23.4-0701.203.45.6)

+ (3.405.60701.2-701.203.405.6)

+ (05.60701.23.4-01.203.405.67).

Odavde sleduje 8 (1234567)",-,0, tj. 1234567",-,0, Jer Je svaka od zagrada
na desnoj strani oblika (5.2). .

Time je zavrsen dokaz teoreme 4.

Prirnedbe. 10 Kao i u prethodnom paragrafu, vidimo da je u dokazu teoreme 4 isko-
riscena sarno jednacina (5.5). Prema tome, zakljucujemo da su jednacine (5.1) i (5.5) ekvi-
valentne.

20 Funkcije Ii (i ~ I, 2, 3, 4) cija egzistencija sleduje iz teoreme 4, mogu se efektivno
odrediti koristeci formule koje se javljaju u dokazu.

3*



lIT DEa

RESA VAN JE IZVESNIH KLASA FUNKCIONALNIH JEDNACINA
U REALNOJ OBLASTI

1. Resenje jednacine

F(x, y, z)-F(y, z, x) = f(x, y + z)

U prethodnom odeljku videli smo da se pri vrlo opstim pretpostavkama
moze naci opste resenje jednaCine (2.1.1), a takode jednaCine (2.2.5), za
n = 1,3, 5, 7. Za parno n nismo mogli naci opste resenje.

U ovom paragrafu analiziracemo jednaCinu (2.1.1) za n = 2, tj. jednacinu

(1.1) F(x, y, z)-F(y, z, x) = f(x, y. z)

pri dopunskjm pretpostavkama:

1° S = R, tj. nezavisno promenJjive x, y, z uzimaju proizvoljne vrednosti
iz skupa realnih brojeva;

2° M = R, tj. funkcije F i f uzimaju takode vrednosti iz skupa realnih
brojeva;

3° Operacija "." je operacija sabiranja realnih brojeva (ona je asocija-
tivna i ima jedinicni element).

Dakle, umesto (1.1) mozemo pisati

(1.2) F (x, y, z)-F(y, z, x) = f(x, y + z).

Eliminacijom funkcije F dobijamo jednaCinu

(1.3) f(x, y +z) + f(y, z+x) + f(z, x+ y)= 0,

koja odgovara jednaCini (2.2.5).

Jednacina

(1.4) g(y+ z, x) + g (z+ x,y) + g (x+ y, z) = 0,

koja se iz (1.3) dobija stavljajuci f(x, y) = g (y, x), reSena je u clanku [4] pod
pretpostavkom da je funkcija g neprekidna. Nairne, u tom clanku je dokazana
sledeca teorema:
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T e 0 rem a 1. Opste neprekidno reienje funkcionalne jednaCine (1.4) je

(1. 5) g (x, y) = (x- 2 y) ~ (x + y),

gde je ~ proizvoljna neprekidna funkcija.
Iz navedenog clanka neposredno sleduje i opstija teorema koju cemo

ovde formulisati.

T e 0 rem a 2. OpSte reienje funkcionalne jednaCine (1.4) je dato sa

( 1.6) g (x, y) = cp(x- 2 y) ~ (x + y),

gde je cp opste reienje Cauchyeve funkcionalne jednaCine

(1.7) f(x + y) = f(x) + f(y),

i ~ proizvoljna funkcija.

P 0 s 1e die a. Opste resenje jednaCine (1.3) je

(1.8) f(x, y) = cp(2 x- y) ~ (x + y)

gde cp i ~ imaju isto znacenje kao u teoremi 2.
ZamenjujuCi funkciju j iz (1.8) u (1.2), dobijamo

F(x,y, z)-F(y, z, x) =,cp(2 x-y-z) ~ (x + y+ z).

Koristeci se Cinjenicom da je cp resenje jednacine (1.7), odavde sleduje

F(x, y, z)-F(y, z, x) = cp(x-zH (x + y + z)-cp (y-x) ~ (x + y + z),
tj.

{F(x, y, z)-cp (x-zH (x + y + z)}-{F(y, z, x)-cp (y-xH (y + z + x)} = O.

Funkcija F (x, y, z)-cp (x-z) ~ (x + y + z) je, dakle, invarijantna pri cik-
lickoj permutaciji promenljivih x, y, z. Na osnovu toga, prema [l0] (str.
8-9), zakljucujemo da je

(1.9) F (x, y, z) = cp(x-zH (x + y + z)

+ <I>(x, y, z) + <I>(y, z, x) + <I>(z, x, y),

gde je <I>proizvoljna funkcija.
Prema tome, dokazali smo sledeci rezultat:

T e 0 rem a 3. Opste resenje jednaCine (1.2), gde su F i f nepoznate
funkcije, dato je pomocu (1.8) i (1.9), gde su ~ i <I> proizvoljne funkcije a cp
proizvoljno reienje jednaCine (1.7).

Po s 1e die a. Opste neprekidno resenje jednaCine (1.2) dato je sa

(1.10) .f(x,y)=(2x-YH(x+y),

(1.11) F (x, y, z) = (x--zH (x + y+z) + <I>(x, y, z) + <I>(y, z, x) + <I>(z, x, y),

gde su ~ i <I>proizvoljne neprekidne funkcije.
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Generalizacija. Operaciju "." umesto uslovom 3° mozemo definisati sa

x. y = g (g-l (x) + g-l (y))

gde je g proizvoljna striktno monotona funkcija koja je definisana na Citavoj
realnoj osi a g-l njoj inverzna funkcija. Ovako definisana operacija je
asocijativna i ima jedinicni element e = g (0) (vidt<ti [1]).

Rdavanje jednaCine (1.1), u ovom generalnijem slucaju, svodi se opet
na resavanje jednaCine (1.2) (videti [4]).

U po menu tom clanku je rdena na taj naCin funkcionalna jednaCina

f(xy, z) + f(yz, x) + f(zx, y) = 0,

pod pretpostavkom da je f neprekidna funkcija.

2. Resenje jedne klase funkcionalnih jednacina

U radu [9] odredeno je opste neprekidno resenje jedne klase funkcionalnih
jednaCina koja generalise jednacinu (1.2).

Neka je ciklicki operator C definisan sa

gde je f proizvoljna funkcija.
U pomenutom radu posmatrana je jednaCina

(2.1)
m+n

1; Ci-l Fi (Xl + X2 + . . . + xm, Xm+l+ Xm+2+ . . . + Xm+n)= 0,
i~1

gde sU m i n (m + n > 2) prirodni brojevi, Xj realne nezavisno promenljive j
Fj nepoznate realne funkcije i dokazana je sledeca teorema.

T e 0 rem a 4. Opste neprekidno reSenje jednaCine (2.1) dato je sa

Fj (x, y) = (nx-my)f (x + y) + gi (x + y) (i=I,2, ..., m+n-l),

(2.2) m+n-1
Fm+n(x,y)=(nx-my)f(x+y)- 1; gj(x+y),

j~1

gde su f i gj (i = 1,2, ..., m + n-l) proizvoljne neprekidne funkcije.
Primetimo da iz teoreme 4 mozemo neposredno dobiti i opste neprekidno

resenje funkcionalne jednaCine

(2.3)
m+n

1; Ci-l F(XI + x2+.. .+xm, xm+1 +Xm+2 +. . .+xm+n) = 0,
i~1

koja se iz (2.1) dobija stavljajuci Fl=F2=...=Fm+n=F.
to ne mora biti tacno).

Zaista, ako iskoristimo (2.2), dobijamo

(U opstem slucaju

m+n-1
gl=g2=...=gm+n-I=- 1; gi=-(m+n-l)gl=O.

i=1
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Dakle, opste neprekidno resenje jednacine (2.3) dato je sa

(2.4) F (x, y) = (nx-my)f (x + y),

gde je f proizvoljna neprekidna funkcija.

3. Resenje druge klase funkcionalnih jednacina

U clanku [5] resena je jednaCina koja generalise jednaCinu (2.3). Neka
je ciklicni operator C definisan sa

gde je f proizvoljna funkcija. Posmatrana jednaCina glasi

(3.1)
m+lI+P
~ Ci-1F(Xl+ ...+xm,xm+1+

'"
+xm+n,xm+n+1+

'"
+xm+rl+p)=O,

i=1

gde su m, n,p prirodni brojevi, Xi realne nezavisno promenljive i F nepoznata
realna funkcija.

U radu je dokazana sledeca teorema.

T e 0 rem a 5. Opste neprekidno resenje funkcionalnejednaCine (3.1) datoje sa

( x+y+z ) ( x+y+z )1° F(x,y,z)= x-m f(x+y+z)+ y-n-- g(x+y+z),m+n+p m+n+p

za m, n<p, m =I-n, m+n =I-p;

2° F (x, y, z) = f (x + y - p x+y+z

m+n+p
, x+y+z)

-f(-x-y+p
x+y+z , x+y+z)+ (x-m

x+y+z )g(x+y+z),
m+n+p m+n+p

za m,n<p, m=l-n, m+n=p;

[
x+ y+z

+ + ]3° F(x,y,z)=f x+y-(m+n) 'x y z
m+n+p

-f(-y+n
x+y+z

m +n+p ( x+y+z ), x+y+z) + y-n--- g(x+y+z),
m+n+p

za m<n=p;

[ x'y+z
]4° F(x,y,z)=f x+y-(m+n)

T ,
x+y+z

m+n+p

-f (-x+m X+YH -, x+y+z) + (x-m
x+y+z )g(x+y+Z),

m+n+p m+n+p

za n<m=p;
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5° F(x, y, z) =f(x-m
x+y+z ,

x+y+z)
m+n+p

-f (y-n
x+y+~,

X+y+z)+ (x-m
x+y+z )g(X+y+Z),

m+n+p m+n+p

za 2m=2n-=l-p;

6° F(x, y, z) =f(x, y+z)-f(y, z+x)+g (x+y, z)-g (z, x+y),

za 2 m = 2 n = p,

7° F(x,y,z)=f(x,y,z)-f(y,z,x), za m=n=p;

gde su fig proizvoljne neprekidne funkcije.
Prirnetirno da su teorernorn obuhvaceni sarno slucajevi kada jc p = max

(m, n, p) dok se svi ostali slucajevi, kao sto je to u clanku pokazano svode
na posrnatrane.

Iz teorerne 2.2 i rezultata iz clanka [2] sleduje da su resenja koja su
navedena u slucajevirna 6° i 7° poslednje teorerne opsta ako se pretpostavi
sarno da su fig proizvoljne funkcije. Taj rezultat je dobijen i u clanku [5].

4. Jos jedna klasa funkcionalnih jednacina

Za proizvoljnu funkciju f stavirno

Posrnatracerno funkcionalnu jednaCinu

(4.1)
m+n+p

~ Ci-l F(x1 +x2+ . . . +xm, xm+1+Xm+2+ . . . +xm+n) = 0,
i~l

gde su m, n, p prirodni brojevi. Ova jednacina je, u izvesnorn srnislu, gene-
ralizacija jednaCine (2.3) i specijalni slucaj jednacine (3.1). Za ovu jednaCinu
odredicerno ne sarno neprekidno vec i opste reSenje, sto onernogucava da
iskoristirno rezultate prethodnog paragrafa.

T e 0 r e rn a 6. Opste rdenje jednaCine (4.1) je funkcija

(4.2)

(4.3)

F(x,y) = cp (nx-my)

F(x,y) = y; (x)-y; (y)

(n -=l-m);

(n = m),

gde je cpproizvoljno resenje Cauchyeve jednaCine (1.7) a y;proizvoljna funkcija.

Dokaz. Stavljajuci Xi =
°

(i= 1, 2, ..., m+n+p) iz (4.1) dobijarno F(O, 0)
=0. Na osnovu toga, stavljajuci X1=X, Xi=O (i=2, 3, ..., m+n+p) iz (4.1)
izlazi m F (x, 0)+ n F (0, x) = 0, tj.

(4.4) m
F(O,x) = -- F(x, 0).

n
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Ako ujednacini (4.I)stavimoxl=x,X2=y,Xi=0(i=3,4, ...,m+n+p),
dobicemo

(m-I) F(x+ y, O)+F(x,y)+(n-l) F(O, x+ y)+F(O, x)+F(y, 0) = 0,

tj. prema (4.4)

(4.5) F(x,y)=(I-:)F(X+Y,O)+ :1 F(x,O)-F(y,O).

Ako stavimo F (x, 0) = f (x), prethodna relacija ce glasiti

(4.5 bis) F(x,y)=(I--;-)f(X+y)+: f(x)-f(y).

Na osnovu toga jednaCina (4.1) postaje

(4.6)

m m+n+p .
-1--- ~ C'-l f(Xl -1-X2 + . . . -1- Xl/l)

n i~1
m+n+p

= ~ Ci-l f(XmH -1- xm+2 -I . . . -1- xm+n)'
i~1

Ako je m = n, jednaCina (4.6) je identicki zadovoljena, pa funkcija f moze
biti proizvoljna. 1z (4.5 bis) tada izlazi (4.3). Obrnuto nije tesko proveriti.

Ako je m=l=n, dokazacemo da iz (4.6) sleduje da funkcija f zadovoljava
Cauchyevu jednaCinu (1.7).

Zaista, stavljajuci u (4.6)

(p>m>n);

(p>n>m);xm = x, Xm+n = y, Xi = 0 (i=l=m,m + n)

3° Xl=X, XmH=Y' Xi=O (i=l=l,m+l)

4° Xl=X, XmH=Y' Xi=O (i=l=l,m+l)

(m>p,n; p+n>m);

5° Xm = x, Xm+n = y, Xi = 0 (i=l=m,m + n)

(m>p,n; p+n<m);

(n>p,m; p+m>n);

6° Xm = x, Xm+n = y, Xi = 0 (i=l=m,m + n) (n>p, m; p+m<n);

dobijaju se respektivno jednaCine

(I -~) [1if(x + y) + mf (x) + mf(y)]

+~ [mf(x)+mf(y)]=nf(x)+nf(y);
n

(I-~) [mf (x + y) + 1if (x) + nf (y)]

+ ~ [mf (x) + mf (y)] = nf (x) + 1if (y);
n
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(I-~) [m + n-p)f (x + y) + pf (x) + pf (y)l

+/:11 [mf(x) + mf(y)] =nf(x) +nf(y);
11

(I-~) [em + n-p)f (x + y) + pf (x) + pl(y)] + ~ [en+ p)f(x)

+ (n + p)f (y)+ (m-n-p) f (x + y)] = nf (x) + n/ (y);

50 (jednaCina 3°);

6° (I -~) [em+ n-p)f (x + y) + p/ (x) + pf(y)] + ~
[mf (x) + m/(y)]

= (m + p)/ (x) + (m + p)/(y) + (n-m-p)/(x + y).

Sve ove jednaCinc se svode, posle sredivanja, na Cauchyevu jednaCinu

f (x + y) = f (x) + f (y).

KoristeCi jednacinu (1.7) i sta vljajuCi / (x) = n q:;(x), formula (4.5 bis)
dobija oblik (4.2). Obrnuto, tj. da svaka funkcija oblika (4.2), gde je q:;resenje
jednaCine (1.7), zadovoljava jednacinu (4.1), neposredno se proverava. Kako
slucajevi 1°-6° obuhvataju sve mogucnosti pri kojima je mien, teorema je
dokazana.

Posledica. Opste neprekidno re.senje jednaCine (4.1) je /unkcUa

( 1.7)

(4.7)

(4.8)

F (x, y) = c (nx- my)

F (x, y) = y;(x) -y; (y)

(niem);

(n = m),

gde je c proizvoljna konstanta a y; proizvoljna neprekidna funkcija.

5. Jednacina

FI (Xl + X2, xa) + F2 (X2 + xa, x4) + Fa (xa + x4' Xl) + F4 (X4 + Xl' x2) = 0

Neka je C operator definisan u prethodnom paragrafu. Funkcionalna
jednaCina

(5.1)
m+n+p
L Cj-l Fj (Xl + X2 + . . . + X"', Xm+l+ Xm+2+ . . . + Xm+n)= 0,

j~l

(m, n,p EN), gde su Fj nepoznate funkcije, generalise jednaCinu (2.1) u istom
smislu kao sto i jednaCina (4.1) generalise jednacinu (2.3).

U ovom paragrafu mi cemo resiti jednaCinu (5.1) u slucaju kada je
m = 2, n = p = I, pod pretpostavkom da su funkcije Fj neprekidne. Opsti slucaj
je vrlo komplikovan.

T e 0 rem a 7. Ako su realne funkcije Fj (i = I, 2, 3,4) neprekidne i ako je'

(5.2) FI (Xl + x2, xa) + F2 (x2 + xa' X4)+ Fa (xa+ x4, Xl) +F4 (x4 + Xl' x2) = 0,

funkcije Fj (i = I, 2, 3, 4) mogu se predstaviti U obliku
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F1 (x,y) = ax2 -1 (a-O() y2-2 0(xy + bx + cy + p,

F2 (x,y) = O(x2 + (a+ O()y2+ 2 axy+ ~x+ y y + q,
(5.3)

Fa (x,y) = -ax2~(a-0()y2 + 2 0(xy-(c +~) x + (y-~-b-c)y + r,

F4 (x,y) = -0( x2-(a+ 0()y2-2 axy + (c + ~-y) x-(b + ~)y-p-q-r,

gde su a, b, c, 0(, ~, y, p, q, r konstante. Obrnuto, pri proizvoljnim vrednostima
ovih konstanata, lunkcije Fi, delinisane sa (5.3) zadovoljavaju jednaCinu (5.2).

Dokaz. Obrnuto tvrdenje moze se proveriti zamenom funkcija Fi iz
(5.3) u (5.2), na cemu se necemo zaddavati. Treba jos dokazati da iz (5.2)
sleduje (5.3).

Stavljajuci Xl = X, x2 = y, xa = x4 = 0, jednaCina (5.2) daje

(5.4) F4 (x, y) = -F1 (x + y, 0)-F2 (y, O)-Fa (0, x).

(5.5)

Na osnovu toga (5.2) ce glasiti

F1 (Xl + x2, xa) + F2 (X2+ xa, X4)+ Fa (xa + X4, Xl)

StavljajuCi ovde xa = x, X4 = y, Xl = X2 = 0, dobijamo

(5.6)

Eliminacijom funkcije F2 jz (5.5) i (5.6), dolazi se do jednakosti

(5.7) F1 (Xl + X2, xa) +Fa (xa + X4, Xl) + F1 (X4' 0) + Fa(O,y) + F2 (0, 0)

= F1 (X4 + Xl + X2, 0) + Fa (x2 + xa + x4, 0) + F1 (0, X2 + xa)

Odavde Zg X2=X, xa=Y, X1=X4=0 odnosno x4=x, X1=Y' X2=Xa=0,
imamo respektivno jednakosti

(5.8) F1 (x, y) = F1 (0, x +y) + Fa (x+ y, 0) + F1 (x, 0)-F1 (0, x)

-Fa (x, O)-Fa (y, 0) + Fa (0, 0),

Fa (x, y) = Fa (0, x+ y) + F1 (x + y, 0) + Fa (x, O)-Fa (0, x)

-F1 (x, 0)-F1 (y, 0) + F1 (0, 0).

(5.9)

Uvodeci notacije

F1 (x, 0) =11 (x), F1 (0, x) =12 (x),

Fa (x, 0) = gl (x), Fa (0, x) = g2 (x),

P = F1 (0, 0) =11 (0) =12 (0),

r = Fa (0, 0) = gl (0) = g2 (0),

jednakosti (5.8) i (5.9) po<;taju
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(5.8 bis) Fl (x, y) = I2 (x + y) + gl (x + y) + II (X)-I2 (X)-gl (X)-gl (y) + r,

(5.9 bis) F3 (x, y) = g2 (x + y) + II (x + y) + gl (X)-g2 (X)-II (x)-f~ (y) + p.

Zamenom u (5.7) i sred"vanjem dolazi se do jednaCine

(5.10) II (X3+ X4 + xI)-II (X4+ Xl + X2)+ II (Xl + X2)- II (X3+ X4)+II (x4)-II (Xl)

+ gl (Xl + X2+ X3) - gl (X2 + X3 + X4) + gl (X3 + X4)- gl (Xl + X2) + gl (X2) -- gl(X3)

+I2 (Xl + X2 + X3) -I2 (Xl + X2)--I2 (X2 + X3) +/2 (X2)

+ g2 (X3 + X4 + XI)-g2 (X3 + X4)-g2 (X4 + Xl) + g2 (X4) = O.

Za Xl = X, X3 = y, X2 = X4 = 0, odavde se dobija

fl (X + Y)-/l (X)-II (y) + p

+ gl (X + y)-gl (X)-gl (y) + r

+I2 (X + y)-I2 (X)-I2 (y) + p

+ g2 (X + y)-g2 (X)-g2 (y) + r = O.

Dakle, funkc"ja II (x) + gl (x) + I2 (x) + g2 (x)- 2 p-2 r zadovoljava Cauchy-
evu jednaCinu (1.7), odakle sleduje

(5.11 ) II (x) + gl (x) + I2 (x) + g2 (x)-2p-2 r = CI X (CI = const),

jer su funkcije II' I2' gl, g2 po pretpostavci neprekidne. Eliminacijom funkcije
g2 iz (5.11) i (5.10), dolazimo do jednaCine:

(5.12) II (Xl +X2) + II (X2 + x4)-II (X4 + Xl +x2)-II (Xl)

+ gl (Xl + X2 + X3)-gl (Xl + X2) + gl (X4 + Xl) + 2g1 (X3 + X4)

-gl (X2 + X3 + X4)-gl (X3 + X4 + Xl) + gl (X2)-gl (X3)-gl (X4)

+I2 (Xl + X2 + x3)-I2 (Xl + X2)-f2 (X2 + X3) +12 (X2)

-/2 (X3 + X4 + Xl) +12 (X3 + X4) +12 (X4 + xI)-/2 (X4) = o.
Zamenom X2 = X, X4 = y, Xl = X3 = 0 nalazimo

II (x) + II (y)-~-f1 (X + y)- p

+ gl (X) + gl (y)-gl (X + y)-r = 0,
odakle sleduje

(5.13) II (X) + gl (x)-p-r = C2 X (C2 = const).

Elimniacijom funkcije gl iz (5.12) i (5.13), dobija se

(5.14) II (X2' + X3 + X4) +11 (X3 + X4 + XI)--!l (Xl + X2 + x3)-/I (X4 + Xl + X2)

+ 2/1 (Xl + x2)-2II (X3 + x4)-/1 (xI)-/l (X2) +11 (X3) +11 (X4)

+12 (Xl + X2 + x3)-/2 (X3 + X4 + Xl) +12 (X3 + X4) + I2 (X4 + Xl)

-/2 (Xl + x2)-/2 (X2 + X3) +12 (x2)-/2 (x4) = o.
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Stavljajuci ovde Xl = X, X2= y, Xa= z, X4= 0, dolazimo do jednakosti

-11 (x+ y + z) +11 (y + z) +11 (z+ X) +11 (X + y)-/1 (X)-/1 (Y)-/dz) +11 (0)

+12 (X + y + Z)-/2 (y + Z)-/2 (z + X)-/2 (X + y) +12 (X) +12 (y) +12 (Z)-/2 (0) = O.

Dakle, funkcija 12-/1 zadovoljava Frechetovu funkcionalnu jednacinu
(videti [6])

(5.15) I(x + y + z)-/(y + z)-I (z + x)-/(x+ y) + I (x) +1 (y) + I (z)-/(O) = o.

Kako je opste neprekidno resenje ove jednaCine polinom drugog stepena
i kako je 11 (0) =12 (0) = p, zakljucujemo da je

(5.16) 12 (X)-/1(X) =AX2+Bx (A,B=const).

Eliminacijom funkcije 12 iz (5.14) i (5.16), dobijamo sledecu funkcionalnu
jednaCinu

(5.1 7) 11 (X2 + Xa + X4) +11 (Xa + X4 + x1)-/1 (X4 + Xl + X2) +11 (Xl + X2)

-2/1 (xa + x4)-/I (xa + x1)-/I (X2+ xa) + 2/1 (xa) +11 (X4)-P = O.

Za X1=X, X2=Y' X3=0, X4=Z, iz (5.17) sleduje

Idx+ y + Z)-/1 (y + Z)-/1 (z + X)-/I (x + y) + II (X) +11 (y) +11 (Z)-/1 (0) = 0,

tj. funkcija 11 zadovoljava Frechetovu jednaCinu (5.15). Prema tome, postoji
relacija

(5.18)

Iz (5.16),

(5.19)

(5.20)

(5.21)

11 (x)=Cx2+Dx+p

(5.13) i (5.11) redom izlazi

12 (X) = (A + C) X2+ (B+D) X+ p,

gdX) = -Cx2+(C2-D)x+r,

g2 (x) = -(A + C) X2+ (C1-C2--B-D)x+ r.

(C, D = const).

Stavljajuci

A=-~, B=e-b, C=a, D=b, C=y-2~-e, C2=b-e-~,

prethodne cetiri formule postaju

(5.18 bis)

(5.19 bis)

(5.20 bis)

(5.21 bis)

11(x)=ax2+bx+p,

12 (X) = (a-~) X2+ ex + p,

gl (X) = -ax2_(e +~) X + r,

g2 (X) = -(a-~) X2 + (y-~-b-e) X + r.

UnoseCi ove izraze za funkcije 11'/2' gl' g2 u (5.8 bis) i (5.9 bis) dobi-
jaju se prva i treca od formula (5.3). Zamenjujuci F1 i Fa iz (5.3) u (5.6)
i oznacavajuci F2 (0, 0) sa q dobija se druga formula (5.3). Konacno, iz (5.4)
izlazi i poslednja formula (5.3).

Ovim je teorema 7 dokazana.
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Resume

SUR CERTAINES CLASSES DES EQUATIONS FONCTIONNELLES
CYCLIQUES

Dragomir t. Djokovic

Ce travail qui presente la these
I partie - Generalisation d'un

et Hosszu;
II partie - L'equation fonctionnelle

de doctorat contient trois parties:
resultat obtenu par Aczel, Ghermanescu

III partie - Resolution de certaines classes d'equations fonctionnelles
dans Ie doma.ine reel.

I

Dans la premiere partie, j'al trouve la solution de l'equation (1.1) et
de l'equation (1.2) sous les hypotheses suivantes

1° Xi E S ou S est un ensemble non vide que1conque;

2° des fonctions inconnues F et Fi prennent des valeurs dans un groupe
abelien additif M;

3° n>2p-1.
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L'equation (1.1), pour n:>p, a ete resolue (1960) par J. Aczel, M. Gherma-
nescu et M. Hosszu dans leur article [2] "On cyclic equations". TIs ont trouve
la solution generale mais avec l'hypothese supplementaire:

4° l'equation mX = A (X, A E M; mEN) possede une solution ulllque
X = A/m pour chaque m';;;;n.

Les resultats de l'article [2] a generalise M. Hosszu dans son travail
[7], ou il n'a pas affaibli des hypotheses, mais il donne la generalisation dans
un autre sens, en modifiant 1'equation (1.1).

La demonstration donnee ici, pour Ie cas n:>2p - 1, est plus simple
de celle qu'on trouve dans [2].

L'equation (1.2) est une generalisation naturelle de l'equation (1.1) et
sa solution generale pour n:> 2 p -1 est determinee par la meme methode.

La question suivante reste ouverte: Peut-on trouver la solution generale
des equations (1.1) et (1.2) si p<n<2p-1 sans admettre l'hypothese 4°?

II

Dans la deuxieme partie, j'ai considere l'equation fonctionnelle (2.1) en
supposant que:

1° Xi E S ou S est un semigroupe par rapport a l'operation binaire
interne" ." possedant l'element neutre e (E S);

2° les fonctions inconnues F et f prennent des valeurs dans un groupe
abelien additif M dans lequel l'equation (n + 1) X = A (A E M) possede une
solution unique denotee par X = A/(n + 1).

On peut montrer que la derniere hypothese implique que l'equation

mk X = A (m In + 1; kEN)

possede aussi une solution unique pour chaque A E M.
Par elimination de la fonction F, l'equation (2.1) se ramene a l'equation

(2.2). C'est precisement l'equation fonctionnelle consideree par D. S. Mitrinovic
et moi dans l'article [8]. Dans cet article on a trouve certaines solutions de
l'equation (2.2) mais dans Ie cas general on n'a pas demontre que to ute
solution de (2.2) est contenue dans la solution indiquee. Dans l'article [3]
j'ai demontre que la solution indiquee dans [8], pour Ie cas n = 3, est la plus
generale.

lci j'ai continue mon travail. sur la recherche du caractere des solutions
de l'equation (2.2) qui sont indiquees dans [8]. J'ai demontre que ces solutions
sont les plus generales aussi dans les cas n = 5 et n = 7.

Cela m'a suggere de supposer que ces solutions sont generales pour
.
chaque n impair. Encore toujours il n'est pas connu si cette hypothese est vraie.

Etant donne que les hypotheses concernant les ensembles S et M sont
tres generales, les demonstrations sont elementaires mais tres longues. Pour
simplifier ces demonstrations j'ai introduit une relation d'equivalence ~ dans
l'ensemble des fonctions E={f:sn-+M}. J'ai ecrit g~h (g,hEE) si et seu-
lement si la fonction g-h a la forme suivante
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[n;l]

+ ~ {Iv (tl,t2, ..., tn-v.tn-V+l,tn-V+2, ..., tn-l,tn)
v~2

ou Ii sont des fonctions convenablement choisies. Dans Ie meme but, au lieu
de I (Xl' X2' X3' X4' X5' X6' X7 . Xs) j'ai ecrit simplement 1234567. 8 et similairement
dans Ies autres cas. En d'autres termes, je n'ai ecrit que Ies indices des
variables et Ie signe "." de I'operation binaire.

III

Dan" Ia troisieme partie, j'ai considere plusieurs classes d'equations
fonctionnelles dans Ie domaine reel. Ce sont Ies equations (3.1), (3.1 bis),
(3.2), (3.3) et (3.4). Dans ces equations Ia Iettre C designe l'operateur cyclique
de periode m + n + p defini par

ou I est une fonction arbitraire.
L'equation (3.1) est un cas special de I'equation (2.1) de Ia deuxieme

partie (on a dans ce cas S = M = R et l'operation
"

.
" est l'addition ordinaire).

Cette equation se ramene a l'equation (3.1 bis). Dans I'article [4] j'ai resolu
I'equation (3.1 bis) sous l'hypothese que Ia fonction I soit continue. En utilisant
Ia solution generale de I'equation de Cauchy, j'ai forme Ies solutions generales
des equations (3.1) et (3.1 bis). J'ai resolu l'equation (3.2) dans [5] sous
I'hypothese que F soit continue.

Les equations fonctionnelles (3.3) et (3.4) apparaissent ici pour la
premiere fois. La premere se ramene a l'equation de Cauchy et l'on trouve
sa solution generale. L'equation (3.4) est plus compliquee. J'ai considere
seulement un cas particulier de I'equation (3.4), a savoir m = 2, n = p = 1. En
supposant que Ies fonctions Fi (i = 1,2,3,4) soient continues, j'ai trouve Ia
solution generale de cette equation. Toutes ces fonctions sont des polynomes
du second degre de deux variables independantes, dont Ies coefficients satisfont
a certaines conditions.

*
A Ia fin, je veux dire que Ie professeur D. S. Mitrinovic m'a initie

aux recherches mathematiques et en particulier dans Ies problemes des
equations fonctionnelles. II a discute avec moi Ie plan de cette these, il
a Iu Ie manuscript et it m'a donne plusieurs suggestions grace auxquelles
Ie texte d'une premiere redaction est remarquablement ameliore.


