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RAVNOTEZNE JEDNACINE ZA VISE KRUTIH TELA

Borislay Lilié

1. PODSECANJE NA RAVNOTEZNE JEDNACINE ZA JEDNO KRUTO TELO

U proucavanju ravnoteZe jednog krutog tela poglavito se upotrebljavaju
dve metode.

Jedna metoda pociva na teoriji vezanih vektora. Po svome pojmovnom
sadr7aju ona je stoga bitno geometrijska. Njome se sluZi takozvana geome-
trijska statika.

Druga metoda se zasniva na principu virtuelnih radova, koji je pak
bitno analiti¢kog karaktera. To je metoda analitiGke statike.

Prva metoda prirodno vodi otkrivanju svih potrebnih podrobnosti o
ravnoteZi sila na slobodnom krutom telu; dodim druga metoda se pokazuje
podesnija za ustanovljavanje ravnoteZnih uslova kod krutog tela potéinjenog
raznim vezama, buduéi da se njome iz razmatranja eliminiSu sile veze.

— Uslovi za ravnoteZu jednog slobodnog krutog tela mogu se formu-
lisati na vife nadina. Takva moguénost poti¢e od dvojakog karaktera ravno-
teZznih uslova: o projekcijama sila na ose i o njihovim momentima u pogledu
na ose. Od kombinacija jednih i drugih ravnoteZnih uslova zavisiCe onda i
njihove formulacije. Pri tome, ukupan broj nezavisnih ravnoteZnih uslova biée
razlidit za razne sisteme sila na krutom telu.

Pregled razlicitih sistema nezavisnih ravnoteZnih jednadina sastavljenih
prema moguéim formulacijama ravnoteZnih uslova pruZa naredna tabela I. [1]

Izbori momentnih i projekcijskih osa za razlifite formulacije ravno-
teZznih uslova jesu slobodni u Sirokim granicama. OpSti rasporedi tih osa
daju se ustanoviti posebnim teoremama. [1]

— Kod neslobodnog krutog tela broj ravnoteZnih uslova, u kojima inter-
veni§u samo direktno napadne sile a ne i sile veze, redukuju se saobrazno
vezama kojima je telo potdinjeno. Sa kinemati&kog glediSta, taj broj ravno-
teZznih uslova odgovara broju stepeni slobode kretanja tela.

U narednoj tabeli II navedene su ravnoteZne jednadine za najtipinije
veze jednog tela. RavnoteZne jednaline se odnose na pravougle trijedre osa
Oxyz izabrane saobrazno vezama tela, pri ¢emu su u pogledu na te ose
glavni vektor i glavni momenat samo direktno napadnih sila na telu ozna-

teni sa R(R,, R,, R,) i M°(M,, M,, M). [2]
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TABELA 1
_ ] Ukupan broj I%%’;}gi%iiijie Broj jedna- | Broj jedna-
Sistem sila r_avnotve_inh ravnotesnih éma.o mo- 'élnq.. o pro-
jednacina jednagina mentima sila |jekcijama sila
| 6 0
11 5 1
Proizvoljan sistem sila 6 —
111 4 2
v 3 3
I 3 0 ~
o I 2 1
Sistem konkurentnih sila 3
I 1 2
v 0 3
1 3 0
Ravan sistem sila 3 1 2 1
119 1 2
1 2 0
Ravan sistem konkurentnih sila 2 14 1 1
111 0 2
1 3 0
Sistem paralelnih sila 3
I 2 1
| 2 0
Ravan sistem paralelnih sila 2
11 1 1
TABELA 1I
Broj
Priroda veza raVcrllOtCV?nih Ravnote¥ne jednaline
jednadina
Telo sa jednom nepomi¢nom tatkom O 3 My=My,=M,=0
Telo sa jednom nepomi¢nom osom Oz 1 M,=0
Telo se obrée oko ose Oz i klizi duz nje 2 R,=M,=0
1° u jednoj tacki O 5 Ry=R,=M,=M,=M,;=0
Telo o o« ]
podiva na 2° u vi§e tacaka na osi Ox 4 Ri=Ry,=Myx=M,;=0
ravni Oxy: | 3° y vife tataka ne na
jednoj pravoj 3 Re=Ry=M,;=0

2. OPSTE METODE ZA PROUCAVANJE RAVNOTEZE VISE KRUTIH TELA

U dosada¥njoj mehani¢koj literaturi ravnoteZa vi¥e krutih tela nije pro-
udena sa poZeljnom iscrpno$cu. Pitanje o ravnoteZi viSe krutih tela podvodjeno je
redovno pod ops$ta razmatranja o ravnoteZi proizvoljnog sistema materijalnih
taaka u analiti¢koj mehanici; ali, ne mogu se naéi neka podrobnija proucavanja
o ravnoteZi viSe krutih tela, koja bi otkrivala posebna svojstva takve ravnoteZe.
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— Pri uspostavljanju opstih metoda za proudavanje ravnoteZe viSe kru-
tih tela moZe se rukovoditi rasudivanjima o ravnoteZi sistema materijalnih tadaka.
Pri tome, kao kod sistema materijalnih tadaka, i ovde kod sistema krutih
tela treba razlikovati dva sluaja: sistem slobodnih krutih tela i sistem neslo-
bodnih krutih tela.

1) Sistem slobodnih krutih tela.— Uslovi za ravnoteZu sistema slobodnih
krutih tela, analogno uslovima za ravnoteZu sistema slobodnih materijalnih
tataka, mogu se formulisati neposredno na ovaj nadin:

1° Da bi sistem slobodnih krutih tela bio u ravnotefi, potrebno je i dovoljno
da svako telo ponaosob bude u ravnoteZi.

Umesto da se utvrduje ravnoteZa svakog krutog tela u sistemu, moZe
se ravnoteZa sila na jednom od tela zameniti ravnoteZom sila koje dejstvuju
na Citav sistem tela, smatraju¢i ovaj sistem kao jedno kruto telo. Zaista, pos-
matrajuél, prvo, sistem od svega dva tela, ravnoteZa ¢ée biti oevidno obezbe-
dena, kada su ispunjeni uslovi za ravnoteZu sila na jednom od dvaju tela i za
ravnoteZu sila $to napadaju na oba tela kao da ona sadinjavaju jedno kruto
telo; jer, uslovi za ravnoteZu sila na oba tela samo su potrebni uslovi, a za
dovoljne uslove potrebno je da se njima pridruZe jo§ i uslovi za ravnoteZu
sila na jednom od dva tela. Isto tako, kod sistema od tri kruta tela ravno-
teZa Ce biti obezbedena, kada su ispunjeni uslovi za ravnoteZu sila na svakom
od dva ma koja tela ponaosob i za ravnoteZu sila na posmatranom sistemu
od sva tri tela, smatrajuéi ga kao jedno kruto telo. I uop$te, matemati¢kom
indukcijom se zakljuCuje da ¢ée ravnoteZa sistema od n tela biti obezbedena, kada
su ispunjeni uslovi za ravnoteZu sila na svakom od ma kojih (n— 1) tela
ponaosob i uslovi za ravnote7u sila na d&itavom sistemu od svih n tela,
smatrajuéi ga kao jedno kruto telo. Na taj nadin, dolazi se do ovakve opitije
formulacije uslova za ravnoteZu sistema slobodnih krutih tela:

2° Da bi sistem od n slobodnih krutih tela bic u ravnoteZi, potrebno je i
dovoljno da budu ispunjeni uslovi za ravnoteZu sila na svakom od ma kojih (n— 1)
tela ponaosob i wuslovi za ravnotefu sila na Citavom sistemu od svih n tela,
smatrdjuéi ga kao jedno kruto telo.

RavnoteZni uslovi za sistem slobodnih krutih tela mogu se i dalje
uopstiti, time $to se wtvrduje ravnoteZa pojedinih grupa tela, na koje se &itav
sistem zamiSlja da je podeljen. Zaista, neposredno se uvida da se u dvema
prednjim formulacijama 1° i 2° ravnoteZnih uslova pojedina tela n sistemu
mogu zameniti proizvoljnim njihovim grupacijama. Tako se dobija ovakva
uopstena formulacija ravnoteZnih uslova za sistem od viSe slobodnih krutih tela:

3° Da bi sistem od n slobodnih krutih tela bio u ravnote?i, potrebno je i
dovoljno da, kada se sistem podeli na p grupa tela, budu ispunjeni uslovi:

ili za ravnoteZu svake grupe tela

ili za ravnotezu svake od (p—1) grupa tela izabranih proizvoljno, za
ravnoteZu sila na svakom telu — izuzev jednog — u poslednoj p-toj grupi tela
i za ravnoteZu sila na Citavom sistemu od svih n tela, smatrajuci ga kao jedno
kruto telo.

Prednje dve formulacije 1° i 2° pokazuju se onda kao posledice ove
poslednje uopStene formulacije 3°.
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2) Sistem neslobodnih krutih tela. — Kod sistema neslobodnih krutih
tela, kao i kod sistema neslobodnih materijalnih tacaka, sve sile koje dejstvuju
na njega mogu se razvrstati u dve kategorije:

U prvu kategoriju spadaju direktno napadne ili date sile, pa ih stoga
treba smatrati kao sile merodavne za ravnoteiu, delom poznate delom nepo-
znate; a u drugu kategoriju dolaze sile veze, koje poti¢u od veza nametnutih
pojedinim telima u sistemu, pa ih stoga treba smatrati sve kao nepoznate sile.

Pri tome jo§, direktno napadne sile su po pravilu spoljaSnje sile za
sistem. Sile veze, pak, mogu biti kako spoljadnje tako i unutrainje sile: spo-
ljasnje sile veze poti¢u od materijalnih tela izvan posmatranog sistema tela,
do¢im unutra$nje sile veze proizvode medu sobom sama tela iz posmatranog
sistema. Za spoljasnje sile veze vredi uglavnom ono §to je reeno o silama
veza kod jednog krutog tela u predhodnom &lanu 1; zbog toga, sem izvesnih
mestimiénih nagove$taja o spoljasnjim silama veze, u daljem izlaganju ¢&e se
imati u vidu poglavito unutrainje sile veze.

Posle takvih utanadenja, kod sistema krutih tela potéinjenih medusobnim
vezama moZe se rezonovati na analogan nalin kao u slufaju sistema neslobod-
nih materijalnih tafaka. Naime, razlikujuéi sile na spoljasnje direktno napadne
sile 1 unutraSnje sile veza izmedu tela, neposredno se izvodi ovakva formula-
cija ravnoteZnih uslova za sistem neslobodnih tela:

4° Pri ustanovljavanju uslova za ravnoteZu sistema neslobodnih krutih tela,
svako telo se mofe smatrati kao slobodno pod dejstvom svih sila koje se javljaju
na njemu, kako spoljasnjih direkino napadnih sila tako i unutrainjih sila veza
izmedu tela.

Uvodenjem u razmatranje i sila veze problem o ravnoteZi sistema neslo-
bodnih krutih tela uspeva se, dakle, prevesti na problem o ravnoteZi sistema
slobodnih krutih tela, koji je u osnovi reSen predhodnim formulacijama rav-
noteZnih uslova pod 1°, 2° i 3°

Medutim, sile veze se pojavljuju kao nepoznate velifine, koje se tek
imaju odrediti iz ravnoteZnih jednadina sastavljenih prema ravnoteZnim uslo-
vima za sistem neslobodnih krutih tela, kada se ona smatraju kao slobodna
uz dodavanje tih nepoznatih sila veze. Zbog toga se pokazuje neophodnim da
se iz sastavljenih ravnoteznih jednadina elimini§u nepoznate sile veze, te da
se namesto njih dobiju jednaline sa samo direktno napadnim silama, jednadine
koje ¢e stvarno i predstavljati prave ravnoteZne jednaine za posmatrani sistem
neslobodnih krutih tela. Eliminisanje tih sila veze zahteva uopste veoma
zametne rafunske operacije, ‘koje, dakako, ozbiljno kompromituju primenu
metode po formulaciji 4°, inake vrlo jednostavne i intuitivne. Ipak, ako se ne
moZe izbeéi po toj metodi, Gitav eliminacioni postupak se moZe sistematizovati
po sledeoj Semi, koja ¢e se pokazati korisna i za dalja opSta razmatranja.

Posmatrajmo, naime, proizvoljan sistem od »n krutih tela, koja su pot-
tinjena medusobnim vezama. Najpre, u tome sistemu od n tela uoimo jedno
koje bilo telo, pa ga smatrajmo kao potpuno slobodno uz dodavanje svih
sila veze kojima ostala tela u sistemu dejstvuju na njega; ravnoteZne jednadine
za uoleno telo, po broju najvise jednakom Sest, sadrZavaée stoga kako
poznate direktno napadne sile tako i nepoznate sile veze, koje se sve javljaju
na njemu. Zatim, 1izmedu preostalih (n—1) tela u sistemu uo&imo bilo koje
drugo telo, pa 1 njega smatrajmo kao potpuno slobodno uz dodavanje svih
sila veze kojima ostala tela u sistemu dejstvuju na njega, podrazumevajuéi
tu i prvo uofeno telo; ravnoteZne jednaCine za ovo drugo telo, po broju
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takode najvie jednakom Sest, sadrZavacée opet kako direktno napadne sile tako
i sile veze, koje se sve javljaju na njemu; medu sadanje sile veze dolaze i
one $to poti¢u od prvog uodenog tela, — dakle, sile veze jednake i direktno
suprotne onima kojima drugo telo dejstvuje na prvo, na osnovu zakona o
jednakosti akcije i reakcije; stoga se te sile veze izvulene 1z ravnoteZnih
jedna&ina za drugo telo mogu smeniti u ravnoteZnim jednadinama za prvo telo,
pa time i eliminisati iz &itavog sistema ravnoteZnih jednaina, naravno pod
pretpostavkom da je takva eliminacija po broju sila veze moguca. Posle toga,
od preostalih (n—2) tela uofimo bilo koje trete telo, pa smatrajmo i njega
kao potpuno slobodno uz dodavanje odnosnih sila veze; sastavljajuci i za
njega najvise Sest ravnoteZnih jednadina, moéi éemo pomocu njih na analogan
naCin eliminisati sile veze koje se javljaju izmedu njega i prethodna dva uolena
tela. T tako dalje do poslednjeg n-tog tela; smatraju¢i ga kao slobodno, sasta-
viemo i za mnjega najviSe Sest ravnoteZnih jednaina, pa ¢emo pomocu njih
eliminisati sile veze koje se javljaju izmedu njega i ostalih tela u sistemu.
Na taj nadin, u dobijenom sistemu ravnoteZnih jednalina biCe eliminisane sve
nepoznate unutra$nje sile veze, a ostate samo spoljasnje direktno napadne sile
koje dejstvuju na posmatram sistem neslobodnih tela. Sto se tie naznadene
pretpostavke o moguénosti eliminisanja sila veze izmedu dva i dva tela, treba
dodati da ¢ée ona biti svagda zadovoljena kada se radi o vezama izmedu tela
dije se sile daju odrediti pomocéu samih ravnoteZnih jednadina S$to ih pruZa
statika krutih, neelasti¢nih tela; takve veze, po poznatom analognom terminu,
mogu se nazvati staticki odredene veze.

— Jako sistematizovano na opisani nadin, eliminisanje nepoznatih unu-
trasnjih sila veze iz ravnoteZnih jednacina, sastavljenih za sistem neslobodnih
tela kada se ona smatraju kao slobodna uz dodavanje tih sila spolja$njim
direktno napadnim silama, jo§ uvek ostaje veoma zametno po ralunskim ope-
cijama koje se imaju svrfiti. Stoga se prirodno postavlja zahtev da se ustanove
metode koje Ce neposredno davati prave ravnoteine uslove sa samo direktno
napadnim silama na posmatranom sistemu neslobodnih tela.

Jedna takva direktna metoda se zasniva na podesnom izboru projekcijskih
i momentnih osa, za koje se sastavljaju ravnoteZne Jednaclne o projekcijama
i o momentima sila. O takvom podesnom izboru osa i odnosnih ravnoteZnih
jednadina kod sistema neslobodnih tela, pak, sugerira njihov izbor kod jednog
neslobodnog tela saobrazno njegovim vezama, na nalin kako to za razlidite
tipi¢ne veze podseca tabela IT u ¢lanu 1. Na primer, u sistemu neslobodnih
tela, ako je za prvo uodeno telo, smatrano kao da je slobodno i nepomiéno,
vezano drugo uodeno telo jednom talkom bez trenja, onda tri momentne rav-
notezne jednadine napisane za tri nekomplanarne momentne ose kroz tu tacku
neée sadrzavati sile koje potiCu od takve tackaste veze; ili, ako je za prvo telo
vezano drugo telo jednom osom, oko koje se ovo moZe obrtati bez trenja,
onda momentna ravnoteZna jednafina napisana za tu osu neée sadrZavati sile
od takve osne veze; ili, ako je za prvo telo vezano drugo telo jednom osom,
oko koje se ovo moZe obrtati i jo§ duZ nje kliziti bez trenja, onda jedna ravnoteZna
jedna¢ina o momentima i jedna ravnoteZna jednadina o projekcijama za tu osu
neCe sadrZavati sile od takve obrtno-klizne osne veze; i tako dalje za druga-
dije veze, posebno za one ostale tipine veze iz tabele II. To $to je primerice
reGeno za veze izmedu prvog i drugog uodenog tela u sistemu vredi uopste za
svako dalje telo u izabranom njihovom poretku: ravnoteine jednaline sastav-
ljene saobrazno vezama sa predhodnim telima, smatranim kao da su nepomi-
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¢na, neée sadrZavati sile od tih veza. Medutim, buduéi da se u ravnoteZnim
jednadinama kod jednog tela pojavljuju uopste sile od veza sa drugim daljim
telima, to ¢e se kod ovih drugih tela morati sastaviti ravnoteZne jednadine
koje ¢e upravo sadrZavati iste sile veze, kako bi se pomoéu tih drugih jedna-
¢ina mogle eliminisati ove sile veze iz prvih jednacina. Na primer, pri taé-
kastoj vezi izmedu prvog i drugog uodenog tela u ravnoteZnim jednadinama
prvog tela javiée se i tri sile od takve veze; zato je onda potrebno da se kod
drugog tela napiSu jo$ tri ravnoteZne jednadine, koje ¢e sadrZavati iste sile veze,
da bi se ove eliminisale iz prvih jednalina. Na taj nadin, dolazi se do jedne
metode, kojom se delimi¢an broj ravnoteZnih jednadina moZe odmah sastaviti
u pravom obliku ili bar bez §to je najvise moguce nepoznatih sila veze. Ta
metoda ¢e biti sadrzana u ovakvoj formulaciji ravnoteZnih uslova:

5° Da bi sistem krutih tela potlinjenih medusobnim vezama bio u ravno-
tezi, potrebno je i dovoljno, posto se izabere njihov poredak, da budu ispunjeni
ravnoteini uslovi:

za prvo telo smatrano kao da je slobodno,

a za svako dalje telo saobrazno vezama sa prethodnim telima smatranim
kao da su nepomicna.

Postavljenom zahtevu da se ravnoteZene jednadine sastavljaju neposredno
u pravom obliku, to jest bez nepoznatih slla veze, potpuno udovoljava jedna
druga metoda, koja pripada analitickoj statici. Do takve direktne metode
dolazi se na osnovu principa virtuelnih radova, ali ovoga puta jedino uz ogra-
ni¢enje da su veze ostvarene bez trenja. Naime, posmatrajmo opet proizvoljan
sistem od viSe krutih tela, koja su podéinjena medusobnim vezama ostvarenim
bez trenja; napose, veze mogu biti one tipi¢ne, koje su za jedno telo navedene
u ¢lanu 1. Tada se, kao §to je poznato, za takav sistem tela pod nazivom
principa virtuelnih radova izvodi sledeéa formtulacija ravnoteZnih uslova:

6° Da bi sistem krutih tela, koja su potéinjena medusobnim vezama bez
trenja, bio u ravnoteZi, potrebno je i dovoljno da, ako se sistemu nametne ma
kakvo virtuelno pomeranje saobrazno sa vezama, zbir virtuelnih radova direktno
napadnih sila bude jednak nuli. ‘

Primena ovakve formulacije ravnoteZnih uslova na svaki posebni sistem
od vi§e neslobodnih krutih tela iziskuje izvodenje dveju operacija:

u prvoj operaciji treba odrediti najopstije virtuelno pomeranje sistema
saobrazno sa vezama;

a u drugoj operaciji treba izraziti onda zbir virtuelnih radova direktno
napadnih sila na tome najopdtijem virtuelnom pomeranju sistema.

Sprovodenje tih dveju operacija takode dosta komplikuje metodu za
proudavanje ravnoteZe po sadanjoj formulaciji 6°. Znali da nastojanje na
neposrednom uklanjanju nepoznatih sila veze, koje se javljaju u ravnoteZnim
jednadinama kada se primenjuje metoda po formulaciji 5°, nije moglo proci
bez odgovarajuéih reperkusija u komplikovanju metode po formulaciji 6°. Ipak,
buduéi da se radi o sistemu krutih tela, i kod ove druge metode obe opera-
cije se mogu Sematizovati.

Tako, u prvoj operaciji, odredivanje najopstijeg virtuelnog pomeranja sis-
tema od » neslobodnih krutih tela moZe se sprovesti po sledetoj Semi.
Najpre, u sistemu od n tela uodi se jedno bilo koje telo; sa gledista najops-
tijeg virtuelnog pomeranja sistema, to se telo moZe smatrati kao potpuno
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slobodno; stoga ¢e u pogledu na jedan nepomifan trijedar osa Oxyz ono
raspolagati sa tri translacije u pravcu osa i sa tri rotacije oko osa. Zatim,
od ostalih (n — 1) tela uodi se bilo koje drugo telo; s obzirom na eventualne
veze izmedu prvog i drugog tela, ovo drugo telo veé nece biti uvopste slobo-
dno; stoga njegovo najopStije virtuelno pomeranje mora biti saobraZeno sa
tim vezama; ovo Ce safinjavati opet izvesne translacije i rotacije, samo uops-
te u brojevima manjim ponaosob od tri. Posle toga, od ostalih (n — 2) tela
uoGi se bilo koje treée telo; njegovo najopitije virtuelno pomeranje mora
biti saobraZeno sa eventualnim vezama izmedu prvih dvaju tela i njega, sadi-
njavajuéi takode izvesne translacije i rotacije uopSte ponaosob ispod broja
tri. I tako dalje do poslednjeg n-tog tela; njegovo najopstije virtueino pome-
ranje Ce biti saobraZeno sa eventualnim vezama izmedu svih prethodnih
(n — 1) tela i njega, sadinjavajuéi takode izvesne translacije i rotacije uopSte
ponaosob ispod broja tri.

— Razume se da proizvoljnost u izboru poretka uodavanih tela katkad
moZe olak$ati odredivanje najopstijeg virtuelnog pomeranja ditavog sistema.

Sto se ti¢e druge operacije, kojom treba izraziti zbir virtuelnih radova
na najop$tijem virtuelnom pomeranju sistema, ona je uslovljena prvom ope-
racijom. Naime, buduéi da su virtuelna pomeranja pojedinih tela u sistemu
sve izvesne njihove translacije i rotacije, to se virtuelni radovi direktno na-
padnih sila imaju izraziti za takva pomeranja. Tako se izrazi za virtuelne
radove pojedinih direktno napadnih sila mogu Sematizovati prema poznatim
formulama. Posebno za tipi¢ne veze izmedu tela, navedene u &lanu 1, Sema-
tizacija izraza za virtuelne radove jo§ se dalje uproscava.

Tri osnovna problema. — Posto su ustanovljene opSte metode za prou-
Cavanje ravnoteZe sistema od viSe krutih tela, moZe se preéi na razmatranje
samih ravnoteZnih jednadina, koje se sastavljaju po tim metodama. Kao i
kod jednog krutog tela, u vezi sa ravnoteZnim jednadinama za viSe krutih
tela takode se postavljaju tri osnovna problema:

prvo, odrediti maksimalni broj nezavisnih skalarnih jednadina ravnoteZe;

drugo, ustanoviti sve kombinacije dveju vrsti ravnoteZnih jednadina: o pro-
Jekcijama sila na ose i 0o momentima sila u pogledu na ose;

i treCe, naznaditi opste rasporede projekcijskih i momentnih osa, za koje
se sastavljaju ravnoteZne jednaline takve da budu sigurno nezavisne.

Prema tome, na redu je da se zasebno i podrobno rasprave sva ta tri
problema o ravnoteZnim jednadinama za vi§e krutih tela. Pri tome, kako
izloZene opSte metode upuéuju, kod svakog od njih treba razlikovati dva
sludaja: sistem slobodnih tela i sistem neslobodnih tela.

3. MAKSIMALNI BROJ NEZAVISNIH SKALARNIH JEDNACINA RAVNOTEZE

Odredivanje maksimalnog broja nezavisnih skalarnih jednadina ravnoteZe
kod sistema od viSe krutih tela ima osobitu vaZnost u nauci o otpornosti
materijala za takozvane staticki neodredene sisteme. Kod stati¢ki neodredenih
sistema u prvom redu se postavlja pitanje o stepenu njihove statiCke neodre-
denosti u pogledu nepoznatih spoljasnjih reakcija, pri &emu ove reakcije u
uopStenom smislu mogu biti kako sile tako i spregovi sila. Pod stepenom
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statiCcke neodredenosti, pak, podrazumeva se razlika izmedu broja tih nepoz-
natih spoljagnjih reakcija kao skalarnih veli€ina i maksimalnog broja neza-
visnih skalarn:h jednadina ravnoteZe, koje pruZa statika krutih, neelasti¢nih
tela. Za viSak reakcija bie onda potrebno da se pored ravnoteZnih jedna-
¢ina sastave i jednaline elastiénosti, koje pruZa teorija elasti¢nosti odnosno
otpornost materijala. Dakle, utvrdivanje stepena neodredenosti kod staticki
neodredenog sistema nuZno iziskuje da se poznaje maksimalni broj nezavisnih
skalarnih jednadina ravnoteZe u pravom smislu, to jest bez nepoznatih sila veze.

~— Saobrazno izloZenim op$tim metodama za proudavanje ravnoteZe vise
krutih tela, u reSavanju problema o maksimalnom broju nezavisnih skalarnih
jednadina ravnoteZe¢ stoje na raspolaganju dva gledista: gledidte geometrijske
statike i glediSte analiticke statike. Radi potpunosti korisno je upotrebiti
oba gledista.

1) Sistem slobodnih tela.— Problem je ovde sasvim jednostavan sa gledista
obeju statika.

Geometrijska statika neposredno utvrduje da za svako slobodno kruto telo
maksimalni broj nezavisnih skalarnih jednadina ravnoteZe iznosi §est, ma kak-
vog inade one bile karaktera — o projekcijama ili 0 momentima sila.

Isto tako, sa glediS§ta analititke statike najop$tije virtuelno pomeranje
jednog slobodnog krutog tela u pogledu na kakav nepomitan trijedar osa Oxyz
salinjavade: tri translacije u pravcima osa i tri rotacije oko osa. Drugim redima,
slobodno kruto telo ima Sest stepeni slobode. Toliki ¢e onda biti i maksimalni
broj nezavisnih skalarnih jednalina ravnoteZe za jedno slobodno kruto telo.

Sledstveno tome, kada se radi o sistemu od » slobodnih krutih tela
neposredno se ustanovljava ovakva

Teorema 1. Kod sistema od n slobodnih krutih tela maksimalni broj
nezavisnih skalarnih jednacdina ravnotefe iznosi 6n.

2) Sistem neslobodnih tela.— Problem je ovde sloZeniji takode sa glediSta
metoda obeju statika. Ipak, Sematizacije naznadene uz obe metode u prethod-
nom ¢&lanu 2 dopustiCe da se rezonovanja znatno skrate.

Prema metodi geometrijske statike moZe se rezonovati na sledeéi nadin.
U posmatranom sistemu od » neslobodnih tela, na prvom uoéenom telu imaée
se uopste Sest nezavisnih ravnoteZnih jednadina, koje ¢e sadrzavati i sile od
veza sa ostalim telima. Na drugom uofenom telu imace se toliko daljih pra-
vih nezavisnih ravnoteZnih jednadina koliko ih od Sest uopSte moguéih ostaje
kada se elimini§u sile od veza sa prvim uolenim telom; a to pak, saobrazno
formulaciji ravnoteZnih uslova pod 5°, znadi da ¢ée ih biti toliko koliko ih odgo-
vara vezama izmedu prvog i drugog uocenog tela, kada se prvo telo smatra
kao nepomicno. Na treem uofenom telu imade se onda toliko daljih pravih
nezavisnih ravnoteZnih jednalina koliko ih odgovara vezama izmedu njega i
predhodna dva uocena tela, kada se ova dva tela smatraju kao nepomiéna. I
tako dalje do poslednjeg n-tog tela u sistemu; na njemu ¢e se imati jo§ toliko
poslednjih pravih nezavisnih ravnoteZnih jednadina koliko ih odgovara vezama
izmedu njega i ostalih tela, kada se ova sva smatraju kao nepomifna. Na taj
nacin, o broju pravih nezavisnih ravnoteZnih jednadina za sistem od vise neslo-
bodnih tela izvedena je ova
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Teorema 2. Kod sistema od viSe krutih tela potéinjenih medusobnim
vezama maksimalni broj pravih nezavisnih skalarnih jednacina ravnotefe dobija
se kada se proizvoljno izabere jedan poredak tela; pa se potom prvom telu pri-
da broj Sest, a svakom narednom telu onaj broj koji odgovara vezama izmedu
njega i predhodnih tela, smatrajuci ova predhodna tela kao nepomicna; i najzad
se tako odredeni brojevi za sva tela saberu.

Prema metodi analiti¢ke statike, pak, rezonovanje postaje daleko elegant-
nije. Zaista, kod posmatranog sistema od viSe neslobodnih tela broj nezavisnih
skalarnih jednalina ravnoteZe jednak je broju stepeni slobode sistema. Problem
se ovde, dakle, svodi na odredivanje broja stepeni slobode sistema, za koje je
u prethodnom élanu 2 veé naznaCen jedan §ematizovan postupak. Prema tome,
kao zakljuGak ée se imati ovakva

Teorema 3. Kod sistema od vise krutih tela potlinjenih medusobnim
vezama maksimalni broj pravih nezavisnih skalarnih jednalina ravnotefe jednak
je broju stepeni slobode kretanja sistema.

— Maksimalan broj nezavisnih skalarnih jednadina ravnoteZe kod pos-
matranog sistema od vi§e tela smanjiCe se na odgovarajuéi nadin u sludaju
kada na pojedina tela, pa bila ona slobodna ili neslobodna, umesto opStih
prostornih sistema sila dejstvuju izvesni posebni sistemi sila, kakvi su oni
naznadeni u ¢lanu 1. Na primer, ako na prvo uoéeno telo dejstvuje ravan
sistem sila, za njega ¢e se rafunati tri nezavisne ravnoteZne jednaline umesto
$est, koliko bi ih bilo sa opstim sistemom sjla; ako je, potom, drugo uodeno
telo vezano za prvo telo jednom tackom bez trenja i ako se sile na drugom
telu redukuju na jednu silu, koja prolazi kroz tu tacku veze, onda za drugo
telo ne treba raCunati nijednu nezavisnu ravnoteZnu jednacinu, doéim bi jh
bilo tri sa op$tim sistemom sila; i tako dalje.

Isto tako, maksimalan broj nezavisnih skalarnih jednadina ravnoteZe
smanji¢e se i u sludaju kada je posmatrani sistem tela, bilo slobodnih bilo
medusobno neslobodnih, potéinjen izvesnim spolja§njim vezama. Na primer,
ako je prvo uoleno telo iz sistema vezano za izvesno spoljasnje telo jednom
tatkom bez trenja, za njega ¢e se rafunati svega tri nezavisne ravnoteZne jed-
nacine (jer je saobrazno takvim vezama 6 — 3=3); ako je, potom, drugo
uoteno telo vezano za prvo telo jednom tatkom bez trenja i uz to oslonjeno
na izvesno spoljasnje telo u jednoj tacki bez trenja, za njega ¢e se raunati
jedna nezavisna ravnoteZna jednadina (jer je saobrazno takvim dvema vezama
6—3—2=1); i tako dalje.

Po sebi se razume da ¢ée obe navedenc okolnosti, kada se zajednicki
nadu na pojedinim telima u posmatranom njihovom sistemu, ponaosob uticati
na smanjenje maksimalnog broja nezavisnih ravnoteZnih jednalina: kako po-
sebni sistemi sila tako i veze sa spoljasnjim telima.

Primeri. — Kao primeri za odredivanje maksimalnih brojeva nezavisnih ravnoteznih
jednadina mogu se zamisliti mnogi sistemi sa razliéitim brojem tela potlinjenih razliCitim
vezama. Radi postupnosti u rasudivanjima podesno je razgledati prvo sisteme tela sa istoro-
dnim vezama, pa potom i sisteme sa raznorodnim: vezama.

Od dveju ustanovljenih metoda za odredivanje maksimalnog broja nezavisnih ravnote-
Znih jednadina u primenama se kao ekspeditivnija pokazuje ona iz analititke statike. Ipak,
radi ilustracije Citave izloZene teorije mi ¢emo upotrebljavati obe metode naporedo.
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" a. Sistemi tela sa istorodnim vezama. — 1) Neka je sistem sastavljen od tela K; (i=1,
2, ..., #n), koja su uzastopno vezana po jednom tatkom P; (1—1 2, ...,n—1) bez
trenja (sl. 1); takav sistem tela mogao bi se nazvati lanac. za’ njega je lako izvesti opStu
formulu o broju nezavisnih pravih ravnoteZnih jednalina. Zaista,
gledano po obema metodama, prvo telo ¢e nositi Sest ravnote-
7nih jednatina a svako sledeée po tri, tako da ¢e njihov uvku-
pan broj iznositi

N=6+3(n—1)=3(n+1).

Zamislimo da se u prednjem lancu poslednje telo K,
veze za prvo telo K, takode jednom talkom P, bez trenja
(sl. 2); to znali da ¢e se umesto otvorenog lanca sada imati
zatvoreni lanac. Rezonovanje kod ovog zatvorenog lanca bice
isto sve do poslednjeg tela K,, koje upravo menja predasnju
situaciju. Naime, poslednje telo K, time §to je vezano za prvo
telo K; takom P,, gubi svoje tri ravnoteZnz jednaline, tako
da ¢e ukupni broj ravnoteZnih jednafina sada biti

N=3(n+1)—3=3n.

Ta Cinjenica postaje kinemati¢ki ofevidna na zatvorenom lancu od svega tri tela (sl. 3).
Doista, prvo telo K; imade tri translancije i tri rotacije; drugo telo K, i trece telo K; imace
po jednu rotaciju oko osa P, P, i P,P;, a oba zajedno imaju jednu rotaciju oko ose P, Py;
tako ¢e se dobiti broj ravnoteznih jednadina 6+2+1=9, u sagla-
snosti sa prednjom ops§tom formulom.

2) Neka je sistem sastavljen od tela K; (i=1, 2, .. ., n),
koja su uzastopno vezana po jednom osom O; (/—1 2,...,n—1)
bez trenja; po posebnom slu€aju kada su sve ose O; paralelne pa
bi sva tela vrSila samo paralelna ravna kretanja, takav sistem tela
bi se mogao nazvati ravan lanac. Analognim rasudivanjem kao kod
prostornog lanca, ovde se za broj nezavisnih pravih ravnoteZnih
jednadina izvodi opsta formula

N=6+{(n—1)=n+5
Kod zatvorenog ravnog lanca tela, takode analognim rasu- Q
divanjem kao kod zatvorenog prostornog lanca, dolazi se do opste
formule Sl 2

Ne(n+5)—2=n+3;

jer, poslednje telo K,,, vezano za pretposlednje telo K,_, osom O, i za prvo telo K, osom
0,, postaje nepomicno zajedno sa pretposlednjlm telom u odnosu na sva ostala tela K;
(i=1, 2,..., n—2) smatrana kao nepomlcna

Ta je Cinjenica ofevidna kod zatvorenog ravnog lanca od tri
tela, kada on zapravo postaje jedno kruto telo sa 6 stepeni slobode kre-
tanja, u saglasnosti sa prednjom op$tom formulocm.

3) Kad se tela K; iz prednjeg primera 2 mogu ne samo
obrtati oko osa O; nego i kliziti duz njih bez trenja, dobide sec
sistem tela, kome bi’ se mogao dati naziv aksijalnog lanca. Analognim
rasudivanjem kao kod sistema iz prednja dva primera, za broj neza-

K, 7 visnih pravih ravnoteZnih jednalina kod otvorenog aksijalnog lanca
izvodi se opsta formula

Si. 3 N=6+2(n—1)=2{n+2).

buduci da pri obrtanju oko ose i klizanju duZ nje postoje dve ravnotezne jednadine odnosno
dva stepena slobode kretanja (jedna rotacija i jedna translacija).
Kod zatvorenog aksijalnog lanca, pak, imace se opsta formula
N=2n+2) —2=2(n+1).

Ova formula postaje opet ofevidna kod zatvorenog aksijalnog lanca od tri tela sa 8
stepeni slobode kretanja: kod prvog tela tri translacije i tri rotacije, a kod drugog i treceg
tela po jedna translacija.

— Sa  primerima istorodnih veza izmedu tela, bar onih tipi¢nih veza naznaCenih u
¢lanu 1, moglo bi se nastaviti. Ti primeri, pak, ne bi doneli neeg novog u idejnom pogledu,
te ih ne¢emo dalje ni razgledati.
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b) Sistemi tela sa raznorodnim vezama. — Qvi sistemi mogu biti znatno sloZeniji u
kinemati¢ko-statickom pogledu, §to oteZava onda i odredivanje broja nezavisnih ravnoteznih
jednaCina. Do uproséavanja dovodi eventualno mogude rastavljanje sistema na delove sa
jednorodnim vezama, za koje se, kako smo videli, mogu
izvesti 1 opSte formule. Buduéi da kod sistema sa raznoro-
dnim vezama traZenje kakve opS$te formule gubi prakti¢ni
smisao, ogranii¢emo se na primeru jednog posebnog sistema.

4) Neka je pred nama ovakav otvoreni mesoviti lanac
od &etiri tela (sl 4): prvo telo K, vezano je osom O, bez
trenja za drugo telo K,; ovo telo je vezano tatkom P, bez
trenja za trece telo Kj; a ovo telo je vezano takode tackom
P, bez trenja za Cetvrto telo K,. RaCunajuéi brojeve pravih
ravnoteZnih jednadina, bilo neposredno bilo posredno preko
brojeva stepeni slobode kretanja, za svako telo u istom pore-
tku, dobija se ovaj ukupni broj ravnoteznih jednalina:

SL 4
N=6+1+3+3=13.

Potom, neka se takav otvoreni lanac zatvori tako §to se telo K, veZe za telo K, taCkom
Py bez trenja (sl. 5). Tada telo K, u zajednici sa telom K gubi tri stepena slobode kretanja
(kao u primeru 1), pa se broj ravnoteznih jednacina smanjuje na

N=13—-3=10.

Do istoga broja dolazi se, naravno, i kada se tela u sistemu predu u
obrtnom poretku K, —K,—K,—K,:

N=6+3+3+3-3-2=10;

jer, bez osne veze O, izmedu tela K; i K, imao bi se broj stepeni
slobode 6+3+3+3, a sa tom vezom tela K; i K, gube 3 +2 stepeni

SL 5 slobode (kretanje tela K, postaje odredeno, a telu K, ostaje samo
rotacija oko ose P, P,).

Najzad, neka se isti otvoreni lanac zatvori tako 3to se telo K, veze za telo K, osom
O, bez trenja, umesto tatkom kao kod prethodnog zatvaranja (sl. 6). U tome slucaju tela X,
i Ky gube 34 2=35 stepeni slobode (kako je sada ba§ ebjaSnjeno), tako da se ovog puta broj
ravnoteznih jednaCina smanjuje na

N=13—-5=8.

Taj se broj brze odreduje neposredno sa samog zatvorenog lanca, a ne
preko zatvaranja otvorenog lanca. Kako je sadanji zatvoreni lanac si-
metri¢an u pogledu na telo K, svejedno je u kome se poretku tela prelaze.
Naime, biraju¢i poredak tela saobrazno indeksima, pored 6 stepeni
slobode kretanja tela K;, jo§ telo K, raspolaZze rotacijom oko ose O, K,
a telo K, rotacijom oko ose P;P, dolim je kretanje tela K, onda
odredeno, te se tako dobijaju opet 8 ravnoteZnih jednadina.

¢) Proizvoljan sistem tela. — U prednjim primerima razgledani SL 6

su sistemi od vise nesiobodnih tela, kako sa jednorodnim tako i sa

raznorodnim vezama, ali samo u posebnim slucajevima kada su jh

safinjavali lanCani nizovi tela. Takvi lanCani nizovi tela, medutim, imaju osnovni znaaj za
razmatranje op$teg slu¢aja ma kakvog sistema neslobodnih tela. Doista, svaki ma kako sloZen
sistem neslobodnih tela moZe se uvek rastaviti na vise odvojenih lantanih nizova tela, te se
tako razmatranje Citavog sistema svodi na razmatranje ovih pojedinih lanfanih nizova. Pri
tome, kada se izabere izvestan poredak lan¢anih nizova, onda se prvi niz u tome poretku
moZe smatrati kao slobodan u odnosu na ostale nizove; drugi niz u poretku bice tada neslo-
bodan u odnosu na prvi niz, a slobodan u odnosu na sledede nizove; treéi niz, potom, bice
neslobodan u odnosu na prva dva niza, a slobodan u odnosu na sledeée nizove; i tako dalje
do poslednjeg niza, koji ¢e biti neslobodan u odnosu na sve predhodne nizove.
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4. KOMBINACIJE RAVNOTEZNIH JEDNACINA

Kao posledica stanja stvari kod jednog krutog tela, skalarne ravnoteZne
jednagine kod sistema od vie krutih tela jesu takode dvojakog karaktera: o
projekcijama sila na ose i 0 momentima sila u pogledu na ose. Kod jednog
krutog tela bile su moguce razlitite kombinacije brojeva jedne i druge vrste
skalarnih ravnoteZnih jednadina do ukupnog maksimalnog broja njihovog, za
koji su one jo§ nezavisne. Zbog toga, treba olekivati da ¢e i kod sistema od
vie krutih tela takode biti mogude razlid¢ite kombinacije tih dveju vrsti ska-
larnih ravnoteznih jednadina do odredenog maksimalnog broja njihovog, za
koji one opet ostaju nezavisne.

U rasudivanjima, koja treba da dovedu do ustanovljavanja svih moguéih
kombinacija dveju vrsti ravnoteZnih jednadina kod sistema od viSe krutih tela,
kao pouzdana metodi¢ka osnova sluZi¢e i ovde, razume se, ve¢ poznate takve
kombinacije kod jednog slobodnog krutog tela. Saobrazno tome, podeée se
opet sa razmatranjem sistema od viSe slobodnih krutih tela.

1) Sistem slobodnih tela.— Kod jednog slobodnog krutog tela pregled
svih moguéih kombinacija dveju vrsti ravnoteZnih jednadina, kako za op$ti
sistem sila tako i za glavnije posebne sisteme sila, dat je u tabeli I iz &lana 1.
Kada se prede na razmatranje jednog sistema od n slobodnih krutih tela, sve
te kombinacije ravnoteZnih jednafina ostaju da vrede za svako kruto telo
uzeto odvojeno od ostalih tela u sistemu, tako da se broj mogucih kombinacija
za Gitav sistem umnoZava na saobrazan nadin. Odatle bez daljeg sledi ova opsta

Teorema 1. Kod sistema od n slobodnih krutih tela za maksimalni broj
od 6 n nezavisnih skalarnih jednadina ravnotefe mogude su sve kombinacije dveju
njihovih vrsti — o projekcijama sila na ose i 0 momentima sila u pogledu na
ose — u granicama izmedu 3 n jednacina prve vrste i 6 n jednacina druge vrste.
Za posebne sisteme sila na pojedinim telima ta tri broja smanjuju se na sdo-
brazan nacin.

2) Sistem neslobodnih tela.— Na posmatrani sistem od » krutih tela
potéinjenih medusobnim vezama primenimo, najpre, metodu geometrijske statike.
Radi toga, sva neslobodna tela u sistemu smatrajmo kao slobodna, s tim §to
se direktno napadnim silama dodaju i sile od medusobnih veza. U pogledu
kombinacija dveju vrsti ravnoteZnih jednadina problem o neslobodnim krutim
telima svodi se na problem o slobodnim krutim telima. Razlika izmedu takva
dva sistema tela sastoji se onda jedino u tome $to kod sistema neslobodnih
tela, posle sastavljanja 6 n nezavisnih skalarnih jednacina ravnoteZe po jednoj
od moguéih kombinacija dveju njihovih vrsti, preostaje da se svrsi jo§ zamafan
raunski posao na eliminisanju nepoznatih unutra$njih sila veze, kako bi se
doslo do pravih nezavisnih ravnoteZnih jednadina. Pri tome se razume da e
se ove krajnje prave ravnoteZne jednafine dobijati razlic¢itih sastava, u zavis-
nosti od polazne kombinacije dveju vrsti ravnoteZnih jednadina. Na taj nadin,
moZe se postaviti ovakva

Teorema 2. Kod sistema od vise krutih tela potéinjenih medusobnim
vezama sve mogude kombinacije dveju vrsti pravih nezavisnih skalarnih jednadina
ravnotele — o projekcijama sila na ose i o momentima sila u pogledu na
ose — dobijaju se kada se one sastave po teoremi 1 kao da su sva tela slobod-
na uz dodavanje unutrasnjih sila veze spoljasnim direktno napadnim silama, pa
se potom unutrasnje sile veze iz njih eliminisu.
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Ova teorema se moZe neposredno prodiriti i na sludaj sistema od vise
krutih tela, kada su ona potfinjena ne samo unutrainjim vezama medu sobom
ve¢ i spoljasnim vezama sa telima izvan njih. U tome sludaju, iz polaznih
kombinacija ravnoteZnih jednalina imaju se eliminisati kako unutra$nje tako
i spoljasnje sile veze.

— Eliminacioni postupak sa silama veze, pak, moZe se znatno uprostiti
ve¢ postavljanjem samih polaznih ravnoteZnih jednadina, na nacdin kako je to
naznaCeno pri izvodenju formulacije 5° ravnoteZnih uslova u ¢lanu 2. Prema
toj formulaciji izbor vrsti ravnoteZnih jednaina za sva neslobodna tela izuzev
prvog u izabranom njihovom poretku uslovljen je prirodom postojetih veza,
tako da se izvestan broj ravnoteZnih jednadina sastavlja ili odmah u pravom
obliku ili bar bez $to je najviSe moguce nepoznatih sila veze. Moguénosti za
kombinovanja dveju vrsti ravnoteZnih jednadina preostaju onda jo§ samo kod
stvarno slobodnih tela u sistemu i kod prvog tela u izabranom poretku
neslobodnih tela, — moguénosti, dakle, koje su sada znatno suZene. Na taj
nadin, kao dopuna prednjoj teoremi 2 imacée se ova

Teorema 3. Kod sistema od vise krutih tela potéinjenih medusobnim
vezama kombinovanje dveju vrsti nezavisnih skalarnih jednacina ravnoteZe — o
projekcijama sila na ose i o momentima sila u pogledu na ose — postiZe se
kod eventualnih slobodnih tela i kod prvog tela u svakom izabranom poretku
neslobodnih tela, dodim je za ostala neslobodna tela sastavljanje ravnoteZnih jed-
natina odmah ili u pravom obliku ili bar bez sila veze §to je najvife mogucle
uslovijeno prirodom postojeéih veza.

Ova teorema se takode neposredno proSiruje na sisteme sa spolja$njim
vezama.

— Predimo, zatim, na primenu metode analititke statike. Po toj metodi
dve vrste ravnoteZnih jednadina o projekcijama i 0 momentima sila dobijaju
se za dve vrste virtuelnih pomeranja krutih tela: translacija i rotacija. Pri
tome, moguénosti za kombinovanja virtuelnih translacija i rotacija potpuno
odgovaraju moguénostima za kombinovanja dveju vrsti ravnoteZnih jednacina
u pravom obliku, bez sila veze, kako je to objanjeno pri $ematizaciji formu-
lacije 6° ravnoteZnih uslova u ¢lanu 2.

Stavife, po ovoj metodi postoji takode moguénost da se kod eventualnih
slobodnih tela i kod prvog od neslobodnih tela, smatranog kao da je slobodno,
zamenjuju translacije sa rotacijama, kako je to moguée neposredno izmedu
ravnoteZnih jednadina o projekcijama i o momentima. Ovde je mesto, zapravo,
da se takva &injenica podrobnije  razjasni. Kao §to je poznato iz kinematike
krutog tela, proizvoljan sistem translacija i rotacija, kojima je potinjeno
jedno kruto telo, transformise se po istim pravilima teorije vezanih vektora
kao i sistem sila i spregova sila, koji napada na jedno kruto telo; pritom,
rotacije odgovaraju silama, a translacije — buduéi da se jedna translacija
daje svagda zameniti spregom rotacija — odgovaraju onda spregovima sila
(videti [2], str. 73—77). Odatle proizilazi, posle analognih rasudivanja kao
za torzer — redukcionu silu i redukcioni spreg sila — na krutom telu (videti
(1], poglavlje II), da se opSte kretanje jednog slobodnog krutog tela moZe
predstaviti sa ovakva Cetiri sistema translacija i rotacija, u pravcima i oko
osa Ciji rasporedi podleZu izvesnim odredbama:

tri translacije i tri rotacije,
dve translacije i Cetiri rotacije,

2
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jedna translacija i pet rotacija,
§est rotacija.

Dakle doista, kod slobodnog krutog tela moguce su Cetiri kombinacije dveju
vrsti osnovnih kretanja — translacija i rotacija —, analogne kombinacijama dveju
vrsti ravnoteZnih jednalina — o projekcijama 1 o momentima sila —, 1 to
opet svagda u maksimalnom ukupnom broju od sest njih. — Sto se ti¢e neslo-
bodnih tela, translacije i rotacije su uslovljene prirodom njihovih medusobnih
veza, takode u punoj analogiji sa odgovarajuéim ravnoteZnim jednadinama o
projekcijama i o momentima sila.

Prema tome, kao zakljudak se izvodi

Teorema 4. Kod sistema od vise krutih tela potéinjenih medusobnim vezama
razne kombinacije dveju vrsti ravnoteinih jednadina — o projekcijama sila na
ose i 0 momentima sila u pogledu na ose — dobijaju se, prema metodi analiti-
cke statike, kod eventualnih slobodnih tela i kod prvog tela u svakom izabranom
poretku neslobodnih tela za po Cetiri kombinacije njihovih virtuelnih translacija
i rotacija u maksimalnom broju od Sest njih, doéim su ravnoteine jednacine za
ostala neslobodna tela uslovijene njihovim virtuelnim translacijama i rotacijama
saobraznim prirodi postojecih veza, — sve u punoj analogiji sa teoremom 3.

I ovde se takode uvida da se teorema neposredno prosiruje na sisteme
tela sa spolja$njim vezama.

Primer.— Da bismo ilustrovali teoreme 2, 3 i 4, razmotrimo sistem od Cetiri tela
prikazan na slici 5.

Po teoremi 2, sva Cetiri tela K, K,, K3, K, u sistemu mogu se smatrati kao slobodna,
s tim $to se spoljasnjim direktno napadnim silama dodaju unutrasnje sile od jedne osne
veze O, i tri tatkaste veze P;, P,, P;. Maksimalni broj nezavisnih skalarnih jednadina ravno-
teze, koje ¢ée sadrzavati i te unutras$nje sile veze, iznosi¢e tada 6 x4=24; a pod tim stalnim
brojem moguce su sve kombinacije dveju vrsti ravnoteinih jednalina o projekcijama i o
momentima u granicama izmedu 3 x 4=12 jednalina o projekcijama i 6 x 4=24 jednaCina o
momentima. Medutim, maksimalni broj nezavisnih skalarnih jedna¢ina ravnoteZe u pravom
smislu, bez sila veze, smanjuje se na 10, kako je to odredeno u primeru 4 iz Clana 3;
a pod tim stalnim brojem sve kombinacije dveju vrsti ravnotenih jednatina dobijaju se kada
se u prethodnim njihovim kombinacijama elimini§u sile veze. Naravno, kada se na pojedinim
telima javljaju posebni sistemi sila, prednji brojevi, odredeni za opste sisteme sila, smanjuju
se u odgovarajuéoj meri.

Po teoremi 3, ravnoteZne jednaCine se sastavljaju saobrazno vezama. PoSto su sva
Cetiri tela u sistemu neslobodna, kombinacije dveju vrsti ravnoteZnih jednalina postiZu se
samo kod prvog tela, smatraju¢i ga kao slobodno, koje se inale moZe izabrati po volji.
A prema tabeli I u ¢lanu 1, kod jednog slobodnog tela mogucde su samo Cetiri kombinacije
dveju vrsti ravnoteznih jednadina. RavnoteZne jednacine za ostala tri tela uslovljena su onda
navedenim vezama. — Birajuéi razliite poretke tela, dobijaée se i raznovrsne kombinacije
ravnoteZnih jednadina. Tako, za poredak naznafen na slici 5 imace se ovakve ravnoteZne
jednagine: kod prvog tela K; kao slobodnog Cetiri kombinacije njihovih dveju vrsti; a onda
kod tela K, jedna momentna jednaCina za osu O;; kod tela K; dve momentne jednaline za
ose P,P, i P,P;; i kod tela K, jedna momentna jednalina za osu P, P;. Za poredak tela
K;—K,—K,—K,, pak, vrste ravnoteznih jednaCina ce biti: kod tela K, kao prvog i slobodnog
getiri kombinacije jednadina; kod tela KX, tri momentne jednaline za tri ose, koje prolaze
kroz tatku P, i ne leze u jednoj ravni; kod tela K; jedna momentna jednafina za osu koja
prolazi kroz tatku Pg paralelno osi O;; a kod tela K, onda nijedna jednaCina, bududéi da je
njegov poloZaj odreden poloZajima prethodnih triju tela.

Po teoremi 4, razne kombinacije dveju vrsti ravnoteZnih jednadina dobijaju se takode
samo kod proizvoljnog prvog tela, smatrajuéi ga kao slobodno, kada se one sastave za
Cetiri mogucée kombinacije njegovih virtuelnih translacija i rotacija. Ostala tri tela imade
potom samo izvesne rotacije saobrazne vezama, tako da ¢e se za njih sastaviti samo izvesne
jednaline o momentima direktno napadnih sila respektivno na svakom od njih. — Za razli-
¢ite poretke tela i ovde e se dobijati raznovrsne kombinacije ravnoteZnih jednacina, saobrazno
napred ustanovljenoj korespondenciji teorema 3 i 4.
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5. RASPOREDI OSA

Ostaje jo§ da se raspravi treéi i poslednji problem o opstim raspored-
ima projekcijskih i momentnih osa, za koje treba sastavljati ravnoteZne jed-
naéine o projekcijama i o momentima sila, pa da one ispadnu sigurno neza-
visne. Naime, kao posledica stanja stvari kod jednog krutog tela, takode i
kod sistema krutih tela bilo slobodnih ili neslobodnih, po$to se odredi mak-
simalni broj nezavisnih ravnoteZnih jednadina i izabere jedna kombinacija
dveju njihovih vrsti o projekcijama i o momentima sila, jo§ ¢e se raspola-
gati slobodom da se projekcijske i momentne ose, za koje ¢e se one sastavljati,
biraju u izvesnim granicama odredenim opStim moguéim rasporedima nji-
hovim.

Kod sadanjeg problema, isto kao i kod prethodna dva, pokazuje se
takode metodickim da se prvo razmotri sistem slobodnih tela, pa potom
sistem neslobodnih tela.

1. Sistem slobodnih tela. — Kod jednog slobodnog krutog tela, kada se
izabere jedna kombinacija dveju vrsti ravnoteZnih jednadina o projekcijama i o
momentima sila u maksimalnom broju od Sest njih, jos se raspolaie slobodom
da se biraju prOJekcuske i momentne ose iz najopStijeg moguceg rasporeda
njihovog, za koje e se te ravnoteZzne jednaline sastaviti kao sigurno nezavi-
sne, kako se na to podsetilo u €lanu 1. Takva sloboda u izboru projekcijskih
i momentnih osa prenosi se onda kao posledica i na sistem od vise krutih
tela, kada su ova slobodna ili se smatraju kao takva.

Za svako slobodno telo u sistemu, pri svakoj kombinaciji dveju vrsti
ravnoteznih jednadina, projekcijske i momentne ose mogu se slobodno birati
iz odnosnog opSteg rasporeda njihovog, tako da one ispadnu sigurno nezavisne.
Za Citav sistem slobodnih tela onda, pri svakoj kombinaciji dveju vrsti rav-
noteZnih jednacdina iz skupa moguéih kombinacija prema teoremi 1 u prethod-
nom &lanu 1, opSti moguéi raspored projekcijskih i momentnih osa ¢e obu-
hvatati rasporede od svih pojedinih tela iz sistema, tako da i za sve te ose
ravnoteZne jednaline ostaju nezavisne. Time se i skup eckvivalentnih sistema
ravnoteZnih jednadina kod sistema slobodnih tela viSestruko proSiruje. Na taj
nadin, kao zakljufak rezultuje ovakva

Teorema 1. Kod sistema od vise slobodnih krutih tela opsti raspored
projekcijskih i momentnih osa, za koje Ce se sdstavljati sigurno nezavisne rav-
noteZne jednaline o projekcijama i o momentima sila, pri svim mogucéim kom-
binacijama tih dveju njihovih vrsti (prema teoremi 1 iz ¢lana 4), saéinjava
skup pojedinih opstih rasporeda osa za svako od tela. Za posebne sisteme sila
na pojedinim telima opsti raspored osa se suZava na saobrazan nacin.

2) Sistem neslobodnih tela. — Primenjuju¢i metodu geometrijske statike,
neka se sva neslobodna tela u sistemu smatraju kao slobodna, uz dodavanje
direktno napadnim silama i sila od medusobnih veza. Tada, za opste raspo-
rede projekcijskih i momentnih osa, u pogledu na koje ¢e se sastavljati si-
gurno nezavisne ravnoteZne jednaline, vredi isto ono §to je prethodnom teore-
mom ustanovljeno za sistem slobodnih tela. Prema tome, za 51stem neslobod-
nih tela neposredno se izvodi ovakva

Teorema 2. Kod sistema od vise krutih tela potéinjenim medusobnim
vezama, kada se sva neslobodna tela smatraju kao slobodna uz uvodenje unutra-
Snjih sila veze, opsti raspored projekcijskih i momentnih osa, za koje de se
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sastavljati sigurno nezavisne ravnoteZne jednaline o projekcijama i o momentima
svih sila, kako direktno napadnih sila tako i sila veze, odreden je po prethodnoj
teoremi 1 kao da su sva tela slobodna.

Teorema vredi i za sistem tela sa spoljasnjim vezama.

— RavnoteZne jednadine sastavljene za projekcijske i momentne ose po
teoremi 2 sadrZavade nepoznate unutras$nje sile veze bez ikakvih ograniCenja.
Ako se hoce, pak, da se ravnoteZne jednadine sastavljaju odmah ili u pravom
obliku ili bar $to je najviSe moguce bez sila veze, onda su, prema teoremi 3
iz ¢lana 4, od njihovih dveju vrsti pojedine uslovljene prirodom postojeéih
veza. Zajedno sa takvim uslovljavanjem i sloboda u izboru projekcijskih i mo-
mentnih osa ograniava se u odgovaraju¢oj meri. Ta ogranidenja u izboru osa
kod sistema neslobodnih tela jesu zapravo posledica stanja stvari kod jednog
neslobodnog tela, te je stoga metodicki celishodno da se podrobnosti razjasne
na takvom elementarnom slucaju.

Kao §to je re€eno jo§ prilikom izvodenja formulacije ravnoteznih uslova
pod 5°, kod jednog neslobodnog krutog tela ravnoteZne jednacine po svojim
dvema vrstama postaju odredene prirodom postojeéih veza. Ali, takva odrede-
nost povlaéi nuZzno za sobom odgovarajuée ograniCenje opStih rasporeda dveju
vrsti osa, za koje se ravnoteZne jednaline mogu sastaviti kao nezavisne. Na
primer, ako je telo vezano za jednu nepomiCnu taku bez trenja, onda tri
prave nezavisne ravnoteZne jednadine o momentima sila mogu biti sastavljene
samo u pogledu na tri momentne ose, koje prolaze kroz tu nepomiénu tacku
i ne leZe u jednoj ravni; ili, ako je telo vezano za jednu nepomidnu osu bez
trenja, onda se jedina prava ravnoteZna jednafina o momentima sila mora
sastaviti samo u pogledu na momentnu osu uzetu po toj nepomiénoj osi; ili,
ako je telo prinudeno da se obrée oko jedne nepomiéne ose i da klizi duZ nje,
i to oboje bez trenja, onda od dveju pravih nezavisnih ravnoteZnih jednagina
jedna o momentima sila mora se sastaviti u pogledu na tu nepomiénu osu
kao momentnu a druga o projekcijama sila opet za tu osu kao projekcijsku;
i tako dalje za drugadije veze, posebno za one ostale tri tipi¢ne iz tabele II
u ¢lanu 1.

Kod sistema neslobodnih tela, posto se izabere jedan njihov poredak,
svako od tela, izuzev prvog, moZe se smatrati da je prinudeno na veze sa
predhodnim telima, kao kada bi ova bila nepomi¢na. Time se problem o op§tim
rasporedima projekcijskih i momentnih osa kod sistema neslobodnih tela svodi
na odgovaraju¢i problem kod jednog neslobodnog tela, koji je sada razmotren:
dakle, ti opsti rasporedi osa kod sistema neslobodnih tela safinjavaée skupove
opStih rasporeda osa za pojedina tela smatrana vezanim za predhodna, kao
kada bi ova bila nepomidna. Sto se ti¢e eventualno slobodnih tela u sistemu
i prvog tela u izabranom poretku neslobodnih tela, jasno je da su opsti ras-
poredi osa za njih odredeni predhodnom teoremom 2, koja se odnosi na
sistem slobodnih tela.

Rezimirajuéi prednja utanadenja, dobija se ova

Teorema 3. Kod sistema od visfe krutih tela potlinjenih medusobnim
vezama opiti raspored projekcijskih i momentnth osa, za koje ce se sastavijati
sigurno nezavisne ravnoteine jednadine o projekcijama i o momentima sila,
saobrazne vezama, sadinjava skup opitih rasporeda osa:
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sa jedne strane, za eventuaino slobodna tela u sistemu i za prvo telo u
svakom izabranom poretku neslobodnih tela, koji su odredeni teoremom 2; i

sa druge strane, za ostala neslobodna tela, kada se svako od njih, u svakom
izabranom njihovom poretku, smatra vezano za prethodna tela, kao da su ova
nepomicnd.

Pro$irenje teoreme na sistem neslobodnih tela i sa spoljainjim vezama
jeste oCevidno.

— Prelazeéi na primenu analiticke metode, nije tesko uvideti da sloboda
u izboru dveju vrsti virtuelnih pomeranja -— translacija i rotacija — potpuno
odgovara slobodi u izboru dveju vrsti osa — projekcijskih i momentnih —,
analogno korespondenciji geometrijske 1 analititke metode koja se imala pri
odredivanju kombinacija dveju vrsti ravnoteZnih jednacina o projekcijama i o
momentima sila pomoéu teoreme 4 iz predhodnog &lana.

Zaista, kod slobodnih tela korespondencija izmedu osa virtuelnih tran-
slacija i rotacija, sa jedne strane, i projekcijskih i momentnih osa, sa druge
strane, neposredno proizilazi iz tamo$njih rasudivanja o transformisanju sis-
tema translacija i rotacija po istim pravilima teorije vezanih vektora koja
vrede i za sisteme sila i spregova sila. Kod sistema medusobno neslobodnih
tela, pak, dovoljno je o takvoj korespondenciji osvedoditi se podrobn’je opet
samo na elementarnom slucaju jednog neslobodnog tela. Na primer, ako je
telo vezano za jednu nepomiénu tacku bez trenja, tri rotacione ose mogu
biti ma koje tri ose, koje prolaze kroz nepomitnu taku i ne leZe u jednoj
ravni; ili, ako je telo prinudeno da se obrée oko jedne nepomiéne ose bez
trenja, jedina rotaciona osa je ta nepomifna osa; ili, ako je telo prinudeno
da se obrée oko jedne nepomicne ose i da klizi duZ nje, oboje b2z trenja, jedina
rotaciona osa i jedina translaciona osa jeste ta nepomi¢na osa u isti mah; i tako
dalje za ostale veze,—sve u punoj korespondenciji sa projekcijskim i moment-
nim osama kod istih neslobodnih tela. To onda vredi i za sistem neslobodnih
tela, kada se svako od njih smatra vezano za prethodna, kao da su ova nepomi¢na.

Odatle kao zakljucak sledi da ¢e takode postojati puna korespondencija
izmedu opstih rasporeda osa za virtuelne translancije i rotacije i opstih raspo-
reda projekcijskih i momentnih osa, kako kod slobodnih tako i kod neslobod-
nih tela. Takav zakljuak dopuSta da se postavi ovakva

Teorema 4. Kod sistema od vise krutih tela potéinjenih medusobnim
vezama opsti raspored osa virtuelnih translacija i rotacija, za koje e se, prema
metodi analiticke statike, sastaviljati nezavisne prave ravnoteine jednacine, jeste
korespondentan opstem rasporedu projekcijskih i momentnih osa, koji odreduje
teorema 3.

Kao teorema analitiCke statike, ona pogotovo vredi za sisteme neslobod-
nih tela i sa spoljainjim vezama.

Primer.— Radi ilustracije teorema 2, 3 i 4 vratimo se ponovo na sistem od &etiri
tela prikazan na slici 5.

Po teoremi 2, kad se sva Cetiri tela smatraju kao slobodna uz uvodenje unutrasnjih
sila veze, opsti raspored projekcijskih i momentnih osa, za koje de se sastavljati sigurno
nezavisne ravnoteZne jednaline o projekcijama i o momentima svih sila, kako direktno napad-
nih sila tako i sila veze, safinjavade skup pojedinih opStih rasporeda osa za svako od tela,
pri svakoj mogucoj kombinaciji tih dveju vrsti ravnoteZnih jednacina (ne vodeéi pri tom
raéuna o poretku tela, buduéi da je on ovde indiferentan). Razmatranjima u primeru iz
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predhodnog &lana 4 kod posmatranog sistema tela naznadene su, za ukupni maksimalni broj
nezavisnih ravnote?nih jednadina od 24, sve kombinacije dveju njihovih vrsti u granicama
izmedu 12 jednafina o projekcijama i 24 jednatine o0 momentima. Sada preostaje da se sagleda
opsti raspored osa kod &itavog sistema tela pri svim tim mnogim kombinacijama. Evo
celishodnog postupka. Posto se kod svakog od Cetiri tela, smatranog kao slobodno, izabere
jedna od <cetiri moguée kombinacije dveju vrsti ravnoteznih jednadina, dobice se odgovara-
jucéa njihova kombinac.ja za Citav sistem. Potom se kod svakog tela za svaku izabranu kom-
binaciju ravnoteZnih jednatina odredi odgovarajuéi opsti raspored projekcijskih i momentnih
osa (prema odnosnim teoremama u monografiji [1]). Skup tih op$tih rasporeda osa za svako
telo dace onda opsti raspored osa za Citav sistem pri izabranoj kombinaciji ravnoteznih jedna-
Cina. A skup svih tih skupova opstih rasporeda osa za sve kombinacije ravnoteznih jedna¢ina
safinjavace, najzad, traZeni opSti raspored osa za posmatrani sistem Cetiri tela. Kako se vidi,
ispunjenost prostora osama takvog opsteg rasporeda njihovog veé za sistem od svega cCetiri
tela veoma je gusta; za sisteme sa vecim brojem tela opsti rasporedi biée jo§ daleko bogatiji
osama, pa 1 ispunjenost prostora njima srazmerno gu$ca. Sa posebnim sistemima sila na
pojedinim telima, pak, op§ti raspored osa za posmatrani sistem od Cetiri tela, kao i uopite,
suzava se na saobrazan nadin.

Po teoremi 3, kada se prihvati poredak tela sa slike 5, prvo telo K, treba smatrati
kao slobodno, dotim su ostala tri tela K,, K,, K, neslobodna. Tada: kod prvog tela K, ima-
ée se, za Cetiri moguce kombinacije dveju vrsti ravnoteznih jednalina, odgovarajuéi opsti
raspored projekcijskih i momentnih osa; kod drugog tela K, op§ti raspored osa ¢e se sve-
sti na jednu jedinu momentnu osu po veznoj osi O,; kod treceg tela K; opsti raspored osa
ée se sastojati od dve momentne ose P, P, i P, Ps; i kod Cetvrtog tela K, opsti raspored osa ¢e
se opet svesti na jednu jedinu momentnu osu P,P; Skupljeni zajedno svi ti pojedinalni
op§ti rasporedi osa za svako telo dade op$ti raspored osa za Citav sistem pri izabranom
poretku tela. Pri drugadijem poretku tela ispao bi i promenjen opsti raspored osa. Recimo,
pri poretku tela K,—K,—K;—K,, razgledanom takode u primeru iz ¢lana 4, opsti raspored
osa bio bi sastavljen iz ovakvih opitih rasporeda kod pojedinih tela: kod tela K; bice to
opsti raspored osa jednog slobodnog tela (kao kod tela K, pri predhodnom poretku); kod
tela K, opsti raspored osa salinjavace svi trijedri momentnih osa sa poetkom u veznoj tacki
P,; 1 jo§ kod tela K, opsti raspored osa se svodi na jednu jedinu momentnu osu, koja
prolazi kroz veznu tatku P; paralelno veznoj ozi O,; do¢im opsti raspored osa kod tela K, ne
sadrzi nikakvua osu. Tada, skup svih opstih rasporeda osa za sve mogurce poretke tela pred-
stavljace traZeni opsti raspored osa kod posmatranog sistema od Cetiri tela.

Po teoremi 4, opiti raspored osa virtuelnih translacija i rotacija bide u potpunosti
korespondentan opstem rasporedu projekcijskih i momentnih osa, odredenom sada po teoremi 3.
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Peszwowme
YPABHEHUSI PABHOBECUS] HECKOJIBKUX TBEP/bIX TEJI

b. Jluauy

1. B Havane BOCHIPOMU3BOAATCS YPAaBHEHUN paBHOBecus sl OJHOTO TBEPHOTO Teia,
[oJty4aeMble ABYMA CMOCODAMM — FeOMETPHYECKHM M aHanuTu4eckuM. O030p pas3/IHuHEIX CHCTEM
HE3aBHCHMBIX YDaBHEHHUH paBHOBECHS I XapaKTEPHAIX CUCTEM CHIT, IPUIIOKEHHBIX K C60000HOMY
TBEpOOMY TeNy, maH B Tad. I; nns meceoboowozo TBepHOro Tejla YypaBHEHHSI PaBHOBECHS
HaudoJjlee TUITHYECKMX CBf3ed ykasaHsl B Tad. II.
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2. Hepexolm K M3YYCHHMIO DABHOBECHS CHUCTEMBbI, COCTOAIILIEH M3 HECKOJIBKHX TBEPOBIX
TCJ, pa3jiMiacM TaKXe: CHCTCMBIL CBODOJHBIX M CHCTEMBI HECBODOIHBIX TEJL.

IIpu cucreme CBOGONHBIX TBEPHbIX TENl HEMOCPEACTBEHHO YCTaHABIAMBaeM (OpMyTupo-
BKY YCJIOBHM COCTOsIHHMA paBHOBecHsa 1°, 2° u 3°.

IIpu cucreMe HeCBOOOLHBIX TBEPABIX TeJ CHJIbl PACIPENeNIAIOTCA HA OCHOBAHHH ABYX
M3BECTHBIX MPUHIMIIOB: C OOHOM CTOPOHBI, HA HENOCPEACTBEHHO NPHIOKEHHBIE CHIIbI M CHIIBI
cBa3eil, a, C APYroi — Ha BHEIUHHE W BHYTPEHHUE CHIIBL. 3aTeM, Ha OCHOBAHUH PACCYXIACHHIA,
AHAJIOTMYHBIX CJIYYa¥0 CHCTEMBI HECBOOOMHBIX TOYEK, BBIBOAKTCS (GOPMYIMDPOBKA YCIOBMiA
COCTOsIHMSL paBHOBecus 4°.

TTOCKOMBKY CHIIBI CBsI3¢i HNOSIBIIFOTCA B BHAC HEH3BCCTHBIX BEJIMYMH, UCKITFOYEHHUE KOTO-
PBIX M3 YpaBHEHHWH paBHOBECHS BOODINE CBA3aHO C BECbMa TPYNOEMKHMH DaCYETHBLIMH Omepa-
UMsIMH, BBIABUHYTO TpeDoBaHWe HaliTi Cocodbl, Jaromiue HENOCPEACTBEHHO ACHCTBUTENIBHBIC
ypaBHEHMs paBHOBECHUS, B KOTOPble Obl BXOJMIH JIMIIb J° UCTBUTENBHBIE NPUIOKEHHBIE CHIbI
yXe npd MX cocTasneHuu. I[TomoOHBIN crocod, OCHOBBIBalOINUIiCS Ha DIATOUPHATHLIM BBIOODE
oceil IpoeKkuuii ¥ MOMEHTOB, H IPH MOMOMIM KOTOPOrO HEKOTOPHIC YUCIO ypaBHEHHH paBHO-
BECHA BO3MOXKHO HalUCATL B IEHCTBUTENBbHOM (POopMe, MOXHO BpICKA3aTh IIPH MOMOILH ClE/-
yiomeir GOpMyNMpOBKH YCIOBMIL paBHOBECHSI:

5° YUmobwr cucmema meepdvix mea, NOBUHYIOWUXCA G3AUMHBIM C8A3AM, Gblid € DAGHOE-
ecuu, HeoOxXoouMo u O00CMAMOYHO, COeaa8 8vibop UX NOPAJKA, GHINOAHUMb YCAOBUR PAGHOBECUA:

nepeoe meao cuumams C8050OHBIM,
a 6ce nocaedymujue meaa, CoOGPAIHO CO CEAIAMU C NPEOBIOYWLMU MeAaMU, CHUmams
Henoo eUKHBIMU.

TIo yxa3zaHHOMY TpeDOBaHHIO YINOBICTBOPSICT HOMHOCTBIO LPYro#i cnocod, OCHOBHIBAIO-
muiics Ha OPUHUHAIC BHPTYENbHBIX PadoT, KOTOPOMY COOTBETCTBYET Cleayiomias GopMYyIHPOBKA
YCIIOBM PaBHOBECHS:

6° Umobbl cucmema meepovlx med, NOBUHYIOWUXCA B3AUMHBIM CEA3ZAM Oe3 mpenua Ovlaa
@ pasmogecuu, HeoGxo0uMo U 0OCMAamouHo, Ymodbsl, ecau CUCeMY COGUHYMb BUPMYCALHON CUAOL
€co00pa3Ho €O CBA3AMU, CYMMA GUDMYEAbHOU DAbOMbl HENgcpeOCMEEHHO NPUACKEHHbIX Cua Oblaa
pasHa Hyo.

-— Ilpu v3yyeHWH ypaBHEHHH paBHOBeCHS Uil HECKOJBKHMX TBEPHABIX TeNl TakKxke, Kak H
B CIyYac OIHOTO TBEpHOro Tesa, MOABIAAIOTCSL TPH OCHOBHBIX 3ajauyM: HEpBas, YCTAHOBHUTH
MakCHMajdbHOe YHCJIO He3aBHCHMBIX CKAJIIpHBIX YPaBHEHHMHM COCTOSHHS DaBHOBECHA, BTOpas,
HaiiTH BCe KOMOMHAUHMN M3 ABYX BHUIOB YPAaBHCHHH DaBHOBECHS — UIA MPOEKIMH CHJI Ha OCAX
¥ IOJ9 MOMEHTOB CHJ IO OTHOIIEHHIO K OCAM; H TPEThf, YKa3aTh OOIIHME IOJOXEHUS
OPOEKIMOHHBIX © MOMEHTHBIX OCeH, IUIs KOTOPBIX MOXHO C YBEpPEHHOCTBIO COCTABHTH HE3aBH-
CHMBIC ypaBHEHHSI PaBHOBECHSL.

Bce Tpm 3amayl IS CHCTeMB! CBODOMHBIX TeNl PemaloTCs, Tak CKas3aTh, HEMOCPeACTBE-
BHo. Ilompoduelit pa3bop HX miIs CHCTEMBI HECBOOOIHEIX Tell M ABJILETCS B JajibHeHdmeM
TIaBHOU UenkI0 HacTosmeit paboTsl.

3. OnpelefleHe MakCHMalbMOTIO 4KC/Ia HE3aBHCUMBIX YpaBHEHMH paBHOBeCHs MOJIyYaeT
ocoDoe 3HauCHHE B CONPOTUBICHHMH MATEPUAJIOB JJIS TaK HA3BIBAEMBIX CTATHYECKM Heompe-
JEEHHBIX CHCTEM CO BHEHIHUMH CBA3SMH.

OCHOBBIBAsICh HA METONE TEOMETPHYECKONW CTATHKM IPH OlpencicHUM YUCAA OCHCTBA™
TENBHBIX HE3aBUCHMBIX YPABHEHHH! PaBHOBECHS JUIA CHCTEMBI HECBODOMHEIX TEJI, MOXHO BBHIBECTH
CIIEAYIOMYIO TEOPEMY:

TeopeMa 2. Hdia cucmembl, cocmoawjeii U3 HECKOAbKUX meepoblx meA, NOOYUHAIO-
WUXCA @3AUMHBIM CGA3AM, MAKCUMAALHOE HUCAO0 OelCMEUMEeAbHbIX HEe3A8UCUMBIX  CKAAAPHBLX
YpaeHenuii pAGHOGECUA NOAYYUM, 8bI0UDPAA NPOU3BOALHBII NOPAJOK med; 3ameM, K nepeoMy meay
omuecem uucao 6, a KO 6CAKOMY ROCACOYIOUeMY mMeay — HYUCAO COOMBENICmEYIouee C8AIAM MexQY
HUM U npedvlOyWuMU meaaMu, CuUmas Ux HenoOSUIKHbIMU, HAKOHey, NOAYYeHHble maKuMm odpasom
uucaa 044 8cex mea CAOKUM.

Ionp3ysAch Ke METONOM AHATMTHYECKOM CTAaTHKM MMEEM CIAEOYIOUIYIO TEOpeMy:
Teopema 3. as cucmemsl, cocmoauels u3 HeCKOAbKUX MBEPObIX MeA, NOOYUHAIOWUXCA

63aUMNBIM CEA3AM, MAKCUMAABHOE HYUCAO OeliCMmeumeatHbX HE3AGUCUMBIX CKAAAPHBIX YDAGHEHUI
PpasHogecus PABHO HUCAY cmeneHell €80000bl QBUKEHUA CUCHEMDbL.

— JIns WUIIOCTPHPOBAHMS IIPHMEHEHHMS YKa3aHHBIX TeOopeM pa300paHO HEeCKOJIBKO
XapakTepHbIX MPUMEPOB CHCTEM HECBOOOINHBIX TeJ, MPEACTABICHHBIX Ha PHC. 1—6.
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4, Hanee, koMOMHauMM ABYX BHIOB YPaBHCHHII DaBHOBECHS IS IPOEKNMHA M MOMEHTOB
CHII IO I'COMETPHYECKOMY METOAY OMpPEAENseT

Teopema 2. Hua cucmemslr, cocmoAweli U3 HeCKOAKUX MEeDObIX Mmed, NOOYUHAIO-
WUXCA G3AUMHBIM CBA3ZAM, 6Ce 803MOXHble KOMOUHAUUL 06YX 6U008 OellCmeumeabHblx He3aeuUcl-
MbIX CKAAADHBIX YDABHeHUl pAeHOBecusn (04 NpOeKyuil cua Ha OCU U 04a MOMEHMOE CUA No
omHoOWenU0 K 0CAM) noayuaeM Gopmupys ux (no meopeme 1), kax ecan b6vr ece meaa Svrau
C80BOOHVIMU, NDUOAGAAA GHYMPEHHUE CUAbl CEA3el K GHEUHUM HENnOCPeOCHI@eHHO NDPUAOKEHHbIM
CUAAM; nocAe 3MO20 GHYMPEHHUE CUAbL C8AJell U3 HUX UCKAIOYAIOMCA.

ITo Teopeme 3, momonHsIOWIEH TeopemMy 2, IJsl Ciydasi, KOTJa YpaBHEHUS DPaBHOBECHS
COCTaBIIAIOTCH COODPA3HO C XapaKTEPOM CYyHIECTBYIOHIMX CBSI3eH, KOMOMHHUpOBaHHE NBYX BHIOB
MX BO3MOXKHO NOJIYYHTH IPH YCIOBHM CYIIECTBOBaHHSA CBODOJHBIX T€N B CHUCTEME, WIH XK€
7 TIEPBOro Teila B KaXAOM BBIOPAHHOM paclopsAke HeCBOOOIHBIX Tell.

TIpuMeHss Ke aHAIUTHYeCKuit cnocod mo Teopeme 4, KOMOMHALMH ABYX BHIOB ypaBHE-
HHI paBHOBECUS MOJIYYA€M COCTABJIEHMEM BCEX BO3MOXHEBIX KOMOMHANME BUPTYalBHBEIX HOC-
TYHATENbHBIX OBHXEHHU M BPAIleHHd BO3MOXHO CBODOAHBIX TE€JI B CUCTEME M UIA IIEPBOTO
Tejla BO BCAKOM BHIOpaHHOM INOPSOKE HECBOOONHBIX TeJl, — YTO COBEPUIEHHO AHANOTMYHO C
Teopemoif 3.

5. HakoHel, oOmmiAi pacmopsimok occif, AJIst KOTOPBIX OyHeT COCTaBNEHO MaKCHMalbHOE
YUCIO 3aBEeJOMO HE3aBHCHMBIX YDaBHCHHU paBHOBECHS, ONpEAessSeTCS NPU MOMOINY oDILEro
PacnonoXeHust OCeil I OTHEIBHBIX TEI.

Tak, no Teopeme 2 (pa3gena 5), koraa Bce Tejla CYHTAIOTCS CBODOIHBIMH IIPH BBEICHHH
BHYTPEHHHX CHJI CBA3M, OOLIUM pacmopsnok ocel mpencraBnsieT, Kak M AJis CHCTEMEI CBODO-
[HBIX TeJI, MHOXECTBO ODIIHUX PacHOpANKOB OCefl i Kaxmoro Teia; MIA OTASNIBHEIX CHCTEM
CUJl, IPWIOKEHHBIX K OTHEeNBHBIM TejlaM, OOLIMH pacnopsigok OCeli COOTBETCTBCHHO YMEHB-
maeTcs.

Kornga, onsite 10 TeOMETPHYECKOMY CHOCODY, YpaBHEHUS DPaBHOBECHS COCTABIISIOTCS
COTJIACHO CYHICCTBYIOIUM CBA3SAIM MEXIAy TenaMHM, TOTAa, mo TeopeMe 3, oDIuil pacmopsamok
ocell MpenCcTaBlAET MHOXECTBO OOLIMX pPacIOpANKOB OCeH: ¢ OOHOW CTOPOHEBI, [JIsi BO3MOXHO
CBODOIHEIX TEI B CHCTEME M JJIA IIEPBOrO Tejla B KAXKIAOM BHIODAHHOM paclOpsigke HecBoDO-
OHBIX TEN;, W, C OPYroit — Ay OCTanbHBIX T COODPA3HO CO CBSI3SIMH.

AHaIMTHYECKHM X€ CIOCODOM YCTaHABIMBACTCH ClIeAyOIIast

Teopema 4. [Jaa cucmemer Hec80b00HbIX mea obwuil pacnopadok ocell GUDMYALbHO20
NOCMYRamenbHO20 nepeMeljeHus U 8pawjenus, 048 KOmopelx mpeSyemca cocmagums oelicmeu-
meabHble HE3a8UCUMBIE YPABHEHUA PABHOGECUA, COOMEEMCMEyem odueMy pacnopaoky NpOeKuUOHHbLX
u MoMenmuvlx oOceli (HaldeHHbIX N0 meopeMe 3).

6. HakoHell, MOXHO NONYEPKHYTh, YTO DYKOBOASAIUEK MBICIBIO HCCICAOBAHUA ObLIOY

Onupasicb Ha O6CODEHHOCTH PaBHOBECHSA TBEPHOro TeNa, CBODOAHOIO M HECBODOIHOTO,
NPH M3YYeHHH DABHOBECHSA HECKOJIBKMX TBEDABIX TEJI MCHO/b30BATh IPEMMYINECTBA Kak reoMe-
TPHYECKOTO, TAK H aHAJTMTHYECKOrO CIIOCODOB, IPH MX OHHOBPEMEHHOM BO3MOXKHO §0lee TeCHOM
THOBS3LIBAHHH.



