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1. PODSECANJE NA RAVNOTEZNE JEDNACINE ZA JEDNO KRUTO TELO

U proucavanju ravnoteze jednog krutog tela poglavito se upotrebljavaju
dye metode.

Jedna metoda poCiva na teoriji vezanih vektora. Po svome pojmovnom
saddaju ona je stoga bitno geometrijska. Njome se sluzi takozvana geome-
trijska statika.

Druga metoda se zasniva na principu virtuelnih radova, koji je pak
bitno analitickog karaktera. To je metoda analiticke statike.

Prva metoda prirodno vodi otkrivanju svih potrebnih podrobnosti 0
ravnotezi sila na slobodnom krutom telu; doCim druga metoda se pokazuje
podesnija za ustanovljavanje ravnoteznih uslova kod krutog tela potCinjenog
raznim vezama, budu6i da se njome iz razmatranja eliminisu sile veze.

- Uslovi za ravnotezu jednog slobodnog krutog tela mogu se formu-
lisati na vise naCina. Takva mogu6nost potice od dvojakog karaktera ravno-
teznih uslova: 0 projekcijama sila na ose i 0 njihovim momentima u pogledu
na ose. Od kombinacija jednih i drugih ravnoteznih uslova zavisi6e onda i
njihove formulacije. Pri tome, ukupan broj nezavisnih ravnoteznih uslova bi6e
razliCit za razne sisteme sila na krutom telu.

pregled razliCitih sistema nezavisnih ravnoteznih jednaCina sastavljenih
prema moguCim formulacijama ravnoteznih uslova pruza naredna tabela I. [1]

Izbori momentnih i projekcijskih osa za razliCite formulacije ravno-
teznih uslova jesu slobodni u sirokim granicama. OpSti rasporedi tih osa
daju se ustanoviti posebnim teoremama. [1]

- Kod neslobodnog krutog tela broj ravnoteznih uslova, u kojima inter-
venisu sarno direktno napadne sile a ne i sile veze, redukuju se saobrazno
vezama kojima je telo potCinjeno. Sa kinematickog glediSta, taj broj ravno-
teznih uslova odgovara broju stepeni slobode kretanja tela.

U narednoj tabeli II navedene su ravnotezne jednaCine za najtipicnije
veze jednog tela. Ravnotezne jednaCine se odnose na pravougle trijedre osa
Oxyz izabrane saobrazno vczama tela, pri cemu su u pogledu na te ose
glavni vektor i glavni momenat samo direktno napadnih sila na telu ozna-- -ceni sa R (Rx, Ry, Rz) i MO (Mx, My, Mz). [2]
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TABELA II

Ravnotdne jednacine
Broj

ravnotdnih
jednacina

Telo sa jednom nepomicnom tackom 0

-= -=
1

Telo sa jednom nepomicnom osom Oz I
--

Telo se obrce oko ose Oz i klizi duz nje 2

Priroda veza

Telo
pociva na
ravni Oxy:

IOu jednoj tacki 0

2° u vise tacaka na osi Ox

3° u viSe tacaka ne na
jednoj pravoj

Mx=My=Mt~O

Mt=O

5

4

Rt ~ Mt = 0

Rx~Ry~Mx=My=Mt ~O

Rx~Ry~Mx=My ~O

3

2. OPSTE METODE ZA PROUCAVANJE RAVNOTEZE VISE KRUTIH TELA

U dosadasnjoj mehanickoj literaturi ravnoteza vise krutih tela nije pro-
ucena sa pozeljnom iscrpnoscu. Pitanje 0 ravnotezi vise krutih tela podvodjeno je
redovno pod opsta razmatranja 0 ravnotezi proizvoljnog sistema materijalnih
tacaka u analitickoj mehanici; ali, ne mogu se naci neka podrobnija proucavanja
o ravnotezi vise krutih tela, koja bi otkrivala posebna svojstva takve ravnoteze.
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- Pri uspostavljanju opstih metoda za proucavanje ravnoteze vise kru-
tih tela moze se rukovoditi rasudivanjima 0 ravnotezi sistema materijahiih tacaka.
Pri tome, kao kod sistema materijalnih tacaka, i ovde kod sistema krutih
tela treba razlikovati dva slucaja: sistem slobodnih krutih tela i sistem neslo-
bodnih krutih tela.

1) Sistem slobodnih krutih tela.- Uslovi za ravnotezu sistema slobodnih
krutih tela, analogno uslovima za ravnotezu sistema slobodnih materijalnih
tacaka, mogu se formulisati neposredno na ovaj nacin:

10 Da bi sistem slobodnih krutih tela bio u ravnoteZi, potrebno je i dovoljno
da svako telo ponaosob bude u ravnotezi.

Umesto da se utvrduje ravnoteza svakog krutog tela u sistemu, moze
se ravnoteza sila na jednom od tela zameniti ravnotezom sila koje dejstvuju
na citav sistem tela, smatrajuCi ovaj sistem kao jedno kruto telo. Zaista, pos-
matrajuCi, prvo, sistem od svega dva tela, ravnoteza ce biti ocevidno obezbe-
dena, kada su ispunjeni uslovi za ravnotezu sila na jednom od dvaju tela i za
ravnoteZu sila sto napadaju na oba tela kao da ona saCinjavaju jedno kruto
tela; jer, uslovi za ravnotezu sila na oba tela sarno su potrebni uslovi, a za
dovoljne us love potrebno je da se njima pridruze jos i uslovi za ravnotezu
sila na jednom od dva tela. Isto tako, kod sistema od tri kruta tela ravno-
teza ce biti obezbedena, kada su ispunjeni uslovi za ravnotezu sila na svakom
od dva ma koja tela ponaosob i za ravnotezu sila na posmatranom sistemu
od sva tri tela, smatrajuCi ga kao jedno kruto telo. I uopste, matematickom
indukcijom se zakljucuje da ce ravnoteza sistema od n tela biti obezbedena, kada
su ispunjeni uslovi za ravnotezu sila na svakom od ma kojih (n - 1) tela
ponaosob i uslovi za ravnotezu sila na Citavom sistemu od svih n tela,
smatrajuCi ga kao jedno kruto telo. Na taj naCin, dolazi se do ovakve opstije
formulacije uslova za ravnotezu sistema slobodnih krutih tela:

2° Da bi sistem od n slobodnih krutih tela bio u ravnotezi, potrebno je i
dovoljno da budu ispunjeni uslovi za ravnoteiu sila na svakom od ma kojih (n -])
tela ponaosob i uslovi za ravnoteiu sila na citavom sistemu od svih n tela,
smatrajuCi ga kao jedno kruto telo.

Ravnoteini uslovi za sistem slobodnih krutih tela mogu se i dalje
uopstiti, time sto se utvrduje ravnoteza pojedinih grupa tela, na koje se Citav
sistem zamislja da je podeljen. Zaista, neposredno se uvida da se u dvema
prednjim formulacijama 1° i 2° ravnoteznih uslova pojedina tela n sistemu
mogu zameniti proizvoljnim njihovim grupacijama. Tako se dobija ovakva
uopstena formulacija ravnoteznih uslova za sistem od vise slobodnih krutih tela:

3° Da bi sistem od n slobodnih krutih tela bio u ravnotezi, potrebno je i
dovoljno da, kada se sistem podeli na p grupa tela, budu ispunjeni uslovi:

ili za ravnoteiu svake grupe tela
ili za ravnotezu svake od (p -

]) grupa tela izabranih proizvoljno, za
ravnotezu sila na svakom telu - izuzev jednog - u poslednoj p-toj grupi tela
i za ravnoteiu sila na citavom sistemu od svih n tela, smatrajuCi ga kao jedno
kruto telo.

Prednje dye formulacije 1° i 2° pokazuju se onda kao posledice ove
poslednje uopstene formulacije 3°.
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2) Sistem neslobodnih krutih tela. - Kod sistema neslobodnih krutih
tela, kao i kod sistema neslobodnih materijalnih tacaka, sve sile koje dejstvuju
na njega mogu se razvrstati u dye kategorije:

U prvu kategoriju spadaju direktno napadne i1i date sile, pa ih stoga
treba smatrati kao sile merodavne za ravnotezu, delom poznate delom nepo-
znate; a u drugu kategoriju dolaze sile veze, koje poticu od veza nametnutih
pojedinim telima u sistemu, pa ih stoga treba smatrati sve kao nepoznate sileo

Pri tome jos, direktno napadne sile su po pravilu spoljasnje sile za
sistem. Sile veze, pak, mogu biti kako spoljasnje tako i unutrasnje sile: spo-
ljasnje sile veze poticu od materijalnih tela izvan posmatranog sistema tela,
doCim unutrasnje sile veze proizvode medu sobom sarna tela iz posmatranog
sistema. Za spoljasnje sile veze vredi uglavnom ono sto je rcceno 0 silama
veza kod jednog krutog tela u predhodnom clanu 1; zbog toga, sem izvesnih
mestimicnih nagovestaja 0 spoljasnjim silama veze, u daljem izlaganju ce se
imati u vidu poglavito unutrasnje sile veze.

Posle takvih utanacenja, kod sistema krutih tela potCinjenih medusobnim
vezama moze se rezonovati na analogan nacin kao u slucaju sistema neslobod-
nih materijalnih tacaka. Nairne, razlikujuCi sile na spoljasnje direktno napadne
sile i unutrasnje sile veza izmedu tela, neposredno se izvodi ovakva formula-
cija ravnoteznih uslova za sistem neslobodnih tela:

4° Pri ustanovljavanju u~lova za ravnotezu sistema neslobodnih krutih tela,
svako telo se moze smatrati kao slobodno pod dejstvom svih sila koje se javljaju
na njemu, kako spoljasnjih direktno napadnih sila tako i unutrasnjih sila veza
izmedu tela.

Uvodenjem u razmatranje i sila veze problem 0 ravnotezi sistema neslo-
bodnih krutih tela uspeva se, dakle, prevesti na problem 0 ravnotezi sistema
slobodnih krutih tela, koji je u osnovi resen predhodnim formulacijama rav-
noteznih uslova pod 1°, 2° i 3°.

Medutim, sHe veze se pojavljuju kao nepoznate velicine, koje se tek
imaju odrediti iz ravnoteznih jednaCina sastavljenih prema ravnoteznim uslo-
virna za sistem neslobodnih krutih tela, kada se ona smatraju kao slobodna
uz dodavanje tih nepoznatih sila veze. Zbog toga se pokazuje neophodnim da
se iz sastavljenih ravnoteznih jednacina eliminisu nepoznate sHe veze, te da
se namesto njih dobiju jednacine sa sarno direktno napadnim silama, jednaCine
koje ce stvarno i predstavljati prave ravnotezne jednaCine za posmatrani sistem
neslobodnih krutih tela. Eliminisanje tih sila veze zahteva uopste veoma
zametne racunske operacije,koje, dakako, ozbiljno kompromituju primenu
metode po formulaciji 4°, inace vrlo jednostavne i intuitivne. lpak, ako se ne
moze izbeci po toj metodi, Citav eliminacioni po stupak se moze sistematizovati
po sledecoj semi, koja ce se pokazati korisna i za dalja opsta razmatranja.

Posmatrajmo, nairne, proizvoljan sistem od n krutih tela, koja su pot-
cinjena medusobnim vezama. Najpre, u tome sistemu od n tela uoCimo jedno
koje bilo telo, pa ga smatrajmo kao potpuno slobodno uz dodavanje svih
sila veze kojima ostala tela u sistemu dejstvuju na njega; ravnotezne jednacine
za uoceno telo, po broju najvise jednakom sest, sadrZavace stoga kako
poznate direktno napadne sile tako i nepoznate sile veze, koje se sve javljaju
na njemu. Zatim, lzmedu preostalih (n-l) tela u sistemu uoCimo bilo koje
drugo telo, pa i njega smatrajmo kao potpuno slobodno uz dodavanje svih
sila veze kojima ostala tela u sistemu dejstvuju na njega, podrazumevajuCi
tu i prvo uoceno tela; ravnotezne jednacine za ovo drugo telo, po broju
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takode najvise jednakom sest, sadrzavace opet kako direktno napadne sile tako
i sile veze, koje se sve javljaju na njemu; medu sadanje sile: veze dolaze i
one sto poticu od prvog uocenog tela, - dakle, sile veze jednake i direktno
suprotne onima kojima drugo telo dejstvuje na prvo, na osnovu zakona 0
jednakosti akcije i reakcije; stoga se te sile veze izvucene lZ ravnoteznih
jednaCina za drugo telo mogu smeniti u ravnote.znim jednaCinama za prvo telo,
pa time i eliminisati iz Citavog sistema ravnoteznih jednaCina, naravno pod
pretpostavkom da je takva eliminacija po broju sila veze moguca. Posle toga,
od preostalih (n - 2) tela uocimo bilo koje trece telo, pa smatrajmo i njega
kao potpuno slobodno uz dodavanje odnosnih sila veze; sastavljajuci i za
njega najvise sest ravnote.znih jednaCina, moCi cemo pomocu njih na analogan
naCin eliminisati sile veze koje se javljaju izmedu njega i prethodna dva uocena
tela. I tako dalje do poslednjeg n-tog tela; smatrajuCi ga kao slobodno, sasta-
vicemo i za njega najvise sest ravnoteznih jednacina, pa cemo pomocu njih
eliminisati sile veze koje se javljaju izmedu njega i ostalih tela u sistemu.
Na taj naCin, u dobijenom sistemu ravnoteznih jednaCina bice eliminisane sve
nepoznate unutrasnje sile veze, a ostace sarno spoljasnje direktno napadne sile
koje dejstvuju na posmatrani sistem neslobodnih tela. Sto se tice naznacene
pretpostavke 0 mogucnosti eliminisanja sila veze izmedu dva i dva tela, treba
dodati da ce ona biti svagda zadovoljena kada se radi 0 vezama izmedu tela
Cije se sile daju odrediti pomocu samih ravnoteznih jednacina sto ih pruza
statika krutih, neelasticnih tela; takve veze, po poznatom analognom terminu,
mogu se nazvati staticki odredene veze.

- lako sistematizovano na opisani naCin, eliminisanje nepoznatih unu-
trasnjih sila veze iz ravnoteznih jednaCina, sastavljenih za sistem neslobodnih
tela kada se ona smatraju kao slobodna uz dodavanje tih sila spoljasnjim
direktno napadnim silama, jos uvek ostaje veoma zametno po racunskim ope-
cijama koje se imaju svrsiti. Stoga se prirodno postavlja zahtev da se ustanove
metode koje ce neposredno davati prave ravnote.zne uslove sa sarno direktno
napadnim silama na posmatranom sistemu neslobodnih tela.

Jedna takva direktna metoda se zasniva na podesnom izboru projekcijskih
i momentnih osa, za koje se sastavljaju ravnotezne jednaCine 0 projekcijama
i 0 momentima sila. 0 takvom podesnom izboru osa i odnomih ravnoteznih
jednaCina kod sistema neslobodnih tela, pak, sugerira njihov izbor kod jednog
neslobodnog tela saobrazno njegovim vezama, na naCin kako to za razliCite
tipicne veze podseca tabela II u clanu 1. Na primer, u sistemu neslobodnih
tela, ako je za prvo uoceno telo, smatrano kao da je slobodno i nepomicno,
vezano drugo uoceno telo jednom tackom bez trenja, onda tri momentne rav-
notezne jednaCine napisane za tri nekomplanarne momentne ose kroz tu tacku
nece sadrZavati sile koje poticu od takve tackaste veze; iIi, ako je za prvo telo
vezano drugo telo jednom osom, oko koje se ovo moze obrtati bez trenja,
onda momentna ravnotezna jednacina napisana za tu osu nece sadrZavati sile
od takve osne veze; iIi, ako je za prvo telo vezano drugo telo jednom osom,
oko koje se ovo moze obrtati i jos duz nje kliziti bez trenja, onda jedna ravnotezna
jednaCina 0 momentima i jedna ravnotezna jednaCina 0 projekcijama za tu osu
nece sadrZavati sile od takve obrtno-klizne osne veze; i tako dalje za druga-
Cije veze, posebno za one ostale tipicne veze iz tabele II. To sto je primerice
receno za veze izmedu prvog i drugog uocenog tela u sistemu vredi uopste za
svako dalje telo u izabranom njihovom poretku: ravnotezne jednaCine sastav-
ljene saobrazno vezama sa predhodnim telima, smatranim kao da su nepomi-
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ena, nece sadrZavati siIe od tih veza. Medutim, buduci da se u ravnoteznim
jednaeinama kod jednog tela pojavljuju uopste siIe od veza sa drugim daljim
telima, to ce se kod ovih drugih tela morati sastaviti ravnotezne jednaCine
koje ce upravo sadrZavati iste sile veze, kako bi se pomocu tih drugih jedna-
Cina mogle eliminisati ove sile veze iz prvih jednaCina. Na primer, pri tac-
kastoj vezi izmedu prvog i drugog uocenog tela u ravnoteinim jednacinama
prvog tela javice se i tri sile od takve veze; zato je onda potrebno da se kod
drugog tela napisu jos tri ravnotezne jednacine, koje ce sadriavati iste sile veze,
da bi se ove eliminisale iz prvih jednaCina. Na taj naCin, dolazi se do jedne
metode, kojom se delimican broj ravnoteznih jednaCina moze odmah sastaviti
u pravom obliku Hi bar bez sto je najvise moguce nepoznatih sila veze. Ta
metoda ce biti sadrZana u ovakvoj formulaciji ravnoteznih uslova:

5° Da bi sistem krutih tela potcinjenih medusobnim vezama bio u ravno-
teii, potrebno je i dovoljno, posto se izabere njihov poredak, da budu ispunjeni
ravnoteini us/ovi:

za prvo telo smatrano
a za svako dalje telo

kao da su nepomicna.

Postavljenom zahtevu da se ravnotezene jednaCine sastavljaju neposredno
u pravom obliku, to jest bez nepoznatih s~la veze, potpuno udovoljava jedna
druga metoda, koja pripada analitiekoj statici. Do takve direktne metode
dolazi se na osnovu principa virtuelnih radova, ali ovoga puta jedino uz ogra-
nieenje da su veze ostvarene bez trenja. Nairne, posmatrajmo opet proizvoljan
sistem od vise krutih tela, koja su podCinjena medusobnim vezama ostvarenim
bez trenja; napose, veze mogu biti one tipicne, koje su za jedno tela navedene
u elanu 1. Tada se, kao sto je poznato, za takav sistem tela pod nazivom
principa virtuelnih radova izvodi sledeca formulacija ravnoteznih uslova:

6° Da bi sistem krutih tela, koja su potCinjena medusobnim vezama bez
trenja, bio u ravnoteii, potrebno je i dovoljno da, ako se sistemu nametne ma
kakvo virtuelno pomeranje saobrazno sa vezama, zbir virtuelnih radova direktno
napadnih sila bude jednak nuli.

Primena ovakve formulacije ravnoteinih uslova na svaki posebni s:stem
od vise neslobodnih krutih tela iziskuje izvodenje dveju operacija:

u prvoj operaciji treba odrediti najopstije virtuelno pomeranje sistema
saobrazno sa vezama;

a u drugoj operaciji treba izraziti onda zbir virtuelnih radova direktno
napadnih sila na tome najopstijem virtuelnom pomeranju sistema.

Sprovodenje tih dveju operacija takode dosta komplikuje metodu za
proucavanje ravnoteze po sadanjoj formulaciji 6°. Znaei da nastojanje na
neposrednom uklanjanju nepoznatih sila veze, koje se javljaju u ravnoteinim
jednaCinama kada se primenjuje metoda po formulaciji 5c, nije moglo proci
bez odgovarajuCih reperkusija u komplikovanju metode po formulaciji 6°. Ipak,
buduCi da se radi 0 sistemu krutih tela, i kod ove druge metode obe opera-
cije se mogu sematizovati.

Tako, u prvoj operaciji, odredivanje najopstijeg virtuelnog pomeranja sis-
tema od n neslobodnih krutih tela moze se sprovesti po sledecoj semi.
Najpre, u sistemu od n tela uoCi se jedno bilo koje telo; sa gledista najops-
tijeg virtuelnog pomeranja sistema, to se telo moze smatrati kao potpuno

kao da je slobodno,
saobrazno vezama sa prethodnim telima smatranim
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slobodno; stoga ce u pogledu na jedan nepomican trijedar osa Oxyz ono
raspolagati sa tri translacije u pravcu osa i sa tri rotacije oko osa. Zatim,
od ostalih (n - 1) tela uoci se bilo koje drugo telo; s obzirom na eventualne
veze izmedu prvog i drugog tela, ovo drugo telo vec nece biti uopste slobo-
dno; stoga njegovo najopstije virtuelno pomeranje mora biti saobrazeno sa
tim vezama; ovo ce sacmjavati opet izvesne translacije i rotacije, sarno uops-
te u brojevima manjim ponaosob od trio Posle toga, od ostalih (n - 2) tela
uoCi se bilo koje trece telo; njegovo najopstije virtuelno pomeranje mora
biti saobrazeno sa eventualnim vezama izmedu prvih dvaju tela i njega, saci-
njavajuCi takode izvesne translacije i rotacije uopste ponaosob ispod broja
trio I tako dalje do poslednjeg n-tog tela; njegovo najopstije virtuelno pome-
ranje ce biti saobrazeno sa eventualnim vezama izmedu svih prethodnih
(n - 1) tela i njega, saCinjavajuCi takode izvesne translacije i rotacije uopste
ponaosob ispod broja trio

- Razume se da proizvoljnost u izboru poretka uocavanih tela katkad
moze olaksati odredivanje najopstijeg virtuelnog pomeranja citavog sistema.

8to se tice druge operacije, kojom treba izraziti zbir virtuelnih radova
na najopstijem virtuelnom pomeranju sistema, ona je uslovljena prvom ope-
racijom. Nairne, buduci da su virtuelna pomeranja pojedinih tela u sistemu
sve izvesne njihove translacije i rotacije, to se virtuelni radovi direktno na-
padnih sila imaju izraziti za takva pomeranja. Tako se izrazi za virtuelne
radove pojedinih direktno napadnih sila mogu sematizovati prema poznatim
formulama. Posebno za tipicne veze izmedu tela, navedene u clanu 1, sema-
tizacija izraza za virtuelne radove jos se dalje uproscava.

Tri osnovna problema. - Posto su ustanovljene opste metode za prou-
cavanje ravnoteze sistema od vise krutih tela, moze se preci na razmatranje
samih ravnoteznih jednaCina, koje se sastavljaju po tim metodama. Kao i
kod jednog krutog tela, u vezi sa ravnoteznim jednaCinama za vise krutih
tela takode se postavljaju tri osnovna problema:

prvo, odrediti maksimalni broj nezavisnih skalarnih jednaCina ravnote1e;
drugo, ustanoviti sve kombinacije dveju vrsti ravnote1nih jednaCina: 0 pro-

jekcijama sUa na ose i 0 momentima sUa u pogledu na ose;

i trece, naznatiti opste rasporede projekcijskih i momentnih osa, za koje
se sastavljaju ravnotezne jednaCine takve da budu sigurno nezavisne.

Prema tome, na redu je da se zasebno i podrobno rasprave sva ta tri
problema 0 ravnoteznim jednaCinama za vise krutih tela. Pri tome, kako
izlozene opste metode upucuju, kod svakog od njih treba razlikovati dva
slucaja: sistem slobodnih tela i sistem neslobodnih tela.

3. MAKSIMALNI BROJ NEZAVISNIH SKALARNIH JEDNACINA RAVNOTEZE

Odredivanje maksimalnog broja nezavisnih skalarnih jednacina ravnoteze
kod sistema od vise krutih tela ima osobitu vaznost u nauci 0 otpornosti
materijala za takozvane staticki neodredene sisteme. Kod staticki neodredenih
sistema u prvom redu se postavlja pitanje 0 stepenu njihove staticke neodre-
denosti u pogledu nepoznatih spoljasnjih reakcija, pri cemu ove reakcije u
uopstenom smislu mogu biti kako sile tako i spregovi sila Pod stepenom
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staticke neodredenosti, pak, podrazumeva se razlika izmedu broja tih nepoz-
natih spoljasnjih reakcija kao skalarnih velicina i maksimalnog broja neza-
visnih skalarn.'h jednacina ravnoteze, koje pruza statika krutih, neelasticnih
tela. Za visak reakcija bice onda potrebno da se pored ravnoteznih jedna-
cina sastave i jednacine elasticnosti, koje pruza teorija elasticnosti odnosno
otpornost materijala. Dakle, utvrdivanje stepena neodredenosti kod staticki
neodredenog sistema nuzno iziskuje da se poznaje maksimalni broj nezavisnih
skalarnih jednacina ravnotde u pravom smislu, to jest bez nepoznatih sila veze.

- Saobrazno izlozenim opstim metodama za proucavanje ravnoteze vise
krutih tela, u resavanju problema 0 maksimalnom broju nezavisnih skalarnih
jednaCina ravnoteze stoje na raspolaganju dva gledista: glediste geometrijske
statike i glediste analiticke statike. Radi potpunosti korisno je upotrebiti
oba gledista.

1) Sistem sIobodnib tela.- Problem je ovde sasvim jednostavan sa gledista
obeju statika.

Geometrijska statika neposredno utvrduje da za svako slobodno kruto telo
maksimalni broj nezavisnih skalarnih jednaCina ravnoteze iznosi sest, ma kak-
vog inace one bile karaktera - 0 projekcijama ili 0 momentima sila.

Isto tako, sa gledista analiticke statike najopstije virtuelno pomeranje
jednog slobodnog krutog tela u pogledu na kakav nepomican trijedar osa Oxyz
saCinjavace: tri translacije u pravcima osa i tri rotacije oko osa. Drugim reCima,
slobodno kruto telo ima sest stepeni slobode. Toliki ce onda biti i maksimalni
broj nezavisnih skalarnih jednaCina ravnoteze za jedno slobodno kruto telo.

Sledstveno tome, kada se radi 0 sistemu od n slobodnih krutih tela
neposredno se ustanovljava ovakva

T e 0 rem a 1. Kod sistema od n slobodnih krutih tela maksimalni broj
nezavisnih skalarnih jednaCina ravnoteie iznosi 6 n.

2) Sistem neslobodnib tela.- Problem je ovde slozeniji takode sa gledista
metoda obeju statika. Ipak, sematizacije naznacene uz obe metode u prethod-
nom clanu 2 dopustice da se rezonovanja znatno skrate.

Prema metodi geometrijske statike moze se rezonovati na sledeci naCin.
U posmatranom sistemu od n neslobodnih tela, na prvom uocenom telu imace
se uopste sest nezavisnih ravnotdnih jednaCina, koje ce sadrZavati i sile od
veza sa ostalim telima. Na drugom uocenom telu imace se toliko daljih pra-
vih nezavisnih ravnoteznih jednacina koliko ih od sest uopste mogucih ostaje
kada se eliminisu sile od veza sa prvim uocenim telom; a to pak, saobrazno
formulaciji ravnoteznih uslova pod 5°, znaCi da ce ih biti toliko koliko ih odgo-
vara vezama izmedu prvog i drugog uocenog tela, kada se prvo telo smatra
kao nepomicno. Na trecem uocenom telu imace se onda toliko daljih pravih
nezavisnih ravnoteznih jednacina koliko ih odgovara vezama izmedu njega i
predhodna dva uocena tela, kada se ova dva tela smatraju kao nepomicna. I
tako dalje do poslednjeg n-tog tela u sistemu; na njemu ce se imati jos toliko
poslednjih pravih nezavisnih ravnoteznih jednacina koliko ih odgovara vezama
izmedu njega i ostalih tela, kada se ova sva smatraju kao nepomicna. Na taj
naCin, 0 broju pravih nezavisnih ravnoteznih jednacina za sistem qd vise neslo-
bodnih tela izvedena je ova
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T e 0 rem a 2. Kod sistema od vise krutih tela potCinjenih medusobnim
vezama maksimalni broj pravih nezavisnih skalarnih jednaCina ravnoteze dobija
se kada se proizvoljno izabere jedan poredak tela; pa se potom prvom telu pri-
da broj sest, a svakom narednom telu onaj broj koji odgovara vezama izmedu
njega i predhodnih tela, smatrajuCi ova predhodna tela kao nepomicna; i najzad
se tako odredeni brojevi za sva tela saberu.

Prema'metodi analiticke statike, pak, rezonovanje postaje daleko elegant-
nije. Zaista, kod posmatranog sistema od vise neslobodnih tela broj nezavisnih
skalarnih jednacina ravnoteze jednak je broju stepeni slobode sistema. Problem
se ovde, dakle, svodi na odredivanje broja stepeni slobode sistema, za koje je
u prethodnom clanu 2 vec naznacen jedan sematizovan postupak. Prema tome,
kao zakljucak ce se imati ovakva

T e 0 rem a 3. Kod sistema od vise krutih tela potCinjenih medusobnim
vezama maksimalni broj pravih nezavisnih skalarnih jednaCina ravnoteze jednak
je broju stepeni slobode kretanja sistema.

- Maksimalan broj nezavisnih skalarnih jednacina ravnoteze kod pos-
matranog sistema od vise tela smanjice se na odgovarajuCi nacin u slucaju
kada na pojedina tela, pa bila ona slobodna ili neslobodna, umesto opstih
prostornih sistema sila dejstvuju izvesni posebni sistemi sila, kakvi su oni
naznaceni u clanu I. Na primer, ako na prvo uoceno telo dejstvuje ravan
sistem sila, za njega ce se racunati tri nezavisne ravnotezne jednacine umesto
sest, koliko bi ih bilo sa opstim sistemom sila; ako je, potom, drugo uoceno
telo vezano za prvo telo jednom tackom bez trenja i ako se sile na drugom
telu redukuju na jednu silu, koja prolazi kroz tu tacku veze, onda za drugo
telo ne treba racunati nijednu nezavisnu ravnoteznu jednaCinu, docim bi ih
bilo tri sa opstim sistemom sila; i tako dalje.

Isto tako, maksimalan broj nezavisnih skalarnih jednaCina ravnoteZe
smanjice se i u slucaju kada je posmatrani sistem tela, bilo slobodnih bilo
medusobno neslobodnih, potcinjen izvesnim spoljasnjim vezama. Na primer,
ako je prvo uoceno telo iz sistema vezano za izvesno spoljasnje telo jednom
tackom bez trenja, za njega ce se racunati svega tri nezavisne ravnotezne jed-
nacine (jer je saobrazno takvim vezama 6 - 3 = 3); ako je, potom, drugo
uoceno telo vezano za prvo telo jednom tackom bez trenja i uz to oslonjeno
na izvesno spoljasnje telo u jednoj tacki bez trenja, za njega ce se racunati
jedna nezavisna ravnotezna jednaCina (jer je saobrazno takvim dvema vezama
6-3-2= I); i tako dalje.

Po sebi se razume da ce obe navedene okolnosti, kada se zajednicki
nadu na pojedinim telima u posmatranom njihovom sistemu, ponaosob uticati
na smanjenje maksimalnog broja nezavisnih ravnoteznih jednacina: kako po-
sebni sistemi sila tako i veze sa spoljasnjim telima.

Primeri. - Kao primeri za odredivanje maksimalnih brojeva nezavisnih ravnoteZnih
jednacina mogu se zamisliti mnogi sistemi sa razlicitim brojem tela potCinjenih razlicitim
vezama. Radi postupnosti u rasudivanjima podesno je razgledati prvo sisteme tela sa istoro-
dnim vezama, pa potom i sisteme sa raznorodniJI: vezama.

Od dveju ustanovljenih metoda za odredivanje maksimalnog broja nezavisnih ravnote-
znih jednacina u primenama se kao ekspeditivnija pokazuje ona iz analiticke statike. lpak,
radi ilustracije citave izlozene teorije mi cemo upotrebljavati obe metode naporedo.
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a. Sistemi tela sa istorodnim vezama. - 1) Neka je sistem sastavljen od tela Ki (i = 1,
2, . . . , n), koja su uzastopno vezana po jednom tackom Pj (j= 1, 2, . . . ,n-1) be2-
trenja (sl. 1); takav sistem tela mogao bi se nazvati lanac. Za njega je lako izvesti opstu

formulu 0 broju nezavisnih pravih ravnoteznih jednacina. Zaista,
gledano po obema metodama, prvo telo ee nositi sest ravnote-
znih jednaCina a svako sledeee po tri, tako da ee njihov uku-
pan broj iznositi

SI. 1

N=6+ 3(n-1)=3{n+ 1).

Zamislimo da se u prednjem lancu poslednje telo Kn
veZe za prvo telo K, takode jednom tackom Pn bez trenja
(sl. 2); to znaci da ee se umesto otvorenog lanca sada imati
zatvoreni lanac. Rezonovanje kod ovog zatvorenog lanca biee
isto sve do poslednjeg tela Kn> koje upravo menja predasnju
situaciju. Nairne, poslednje telo Kn> time sto je vezano za prvo
telo K, tackom Pn, gubi svoje tri ravnotezn:: jednacine, tako
da ee ukupni broj ravnoteznih jednaCina sada biti

N~3(n+1)-3~3n.

Ta cinjenica postaje kinematicki ocevidna na zatvorenom lancu od svega tri tela (sl. 3).
Doista, prvo tela K, imaee tri translancije i tri rotacije; drugo telo K2 i treee telo K3 imaee
po jednu rotaciju oko osa PlP2 i P2P3, a oba zajedno imaju jednu rotaciju oko ose PlP3;
tako ee se dobiti broj ravnoteZnih jednacina 6 + 2 + 1 ~ 9, u sagla-
snosti sa prednjom opstom formulom.

2) Neka je sistem sastavljen od tela Ki (i = 1, 2, . . ., n),
koja su uzastopno vezana po jednom osom OJ (j~ 1,2, . . ., n-l)
bez trenja; po posebnom slucaju kada su sve ose OJ paralelne, pa
bi sva tela vrsila sarno paralelna ravna kretanja, takav sistem tela
bi se mogao nazvati ravan lanac. Arialognim rasudivanjem kao kod
prostornog lanca, ovde se za broj nezavisnih pravih ravnoteZnih
jednacina izvodi opsta formula

N=6+(n-1)~n+5.

Kod zatvorenog ravnog lanca tela, takode analognim rasu-
divanjem kao kod zatvorenog prostornog lanca, dolazi se do opste
formule SI. 2

N=(n+5)-2~n+3;

jer, poslednje telo Kn> vezano za pretposlednje telo Kn-, osom 0n-l i za prvo telo Kl osom
On> postaje nepomicno zajedno sa pretposlednjim telom u odnosu na sva ostala tela Ki
(i~ 1, 2,..., n-2) smatrana kao nepomicna.

Ta je cinjenica ocevidna kod zatvorenog ravnog lanca od tri
tela, kada on zapravo postaje jedno kruto tela sa 6 stepeni slobode kre-
tanja, u saglasnosti sa prednjom opstom formulcm.

3) Kad se tela Ki iz prednjeg primera 2 mogu ne sarno
obrtati oko osa OJ nego i kliziti duz njih bez trenja, dobiee se
sistem tela, kome bi" se mogao dati naziv aksijalnog lanca. Analognim
rasudivanjem 'kao kod sistema iz prednja dva primera, za broj neza-
visnih pravih ravnoteznih jednacina kod otvorenog aksijalnog lanca
izvodi se opsta formula

SI. 3

buduei da pri obrtanju oko ose i klizanju duz nje postoje dye ravnoteZne jednacine odnosno
dva stepena slobode kretanja (jedna rotacija i jedna translacija).

Kod zatvorenog aksijalnog lanca, pak, imaee se opsta formula
N~2(n+ 2) -2=2 (n+ 1).

Ova formula postaje opet ocevidna kod zatvorenog aksijalnog lanca od tri tela sa 8
stepeni slobode kretanja: kod prvog tela tri translacije i tri rotacije, a kod drugog i treeeg
tela po jedna translacija.

- Sa primerima istorodnih veza izmedu tela, bar onih tipicnih veza naznacenih u
clanu 1, moglo ili se nastaviti. Ti primeri, pak, ne bi doneli neceg novog u idejnom pogledu,
te ih neeemo dalje ni razgledati.
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b) 8istemi tela sa raznorodnim vezama. - Ovi sisteml mogu biti znatno slozeniji u
kinematicko-statickom pogledu, sto otezava onda i odredivanje broja nezavisnih ravnoteznih
jednacina. Do uproscavanja dovodi eventualno moguce rastavljanje sistema na delove sa
jednorodnim vezama, za koje se, kako smo videll, mogu
izvesti i opste formule. Buduci da kod sistema sa ramoro-
dnim vezama trazenje kakve opste Cormule gubi prakticni
smisao, ogranicicemo se na primeru jednog posebnog sistema.

4) Neka je pred nama ovakav otvoreni meso viti lanac
od cetiri tela (sl. 4): prvo telo KI vezano je osom 01 bez
trenja za drugo telo K2; ovo tela je vezano tackom PI bez
trenja za trece telo K.; a ovo telo je vezano takode tackom
P2 bez trenja za cetvrto telo K4' Racunajuci brojeve pravih
ravnoteznih jednacina, bilo neposredno bilo posredno preko
brojeva stepeni slobode kretanja, za svako telo u istom pore-
tku, dobija se ovaj ukupni broj ravnoteZnih jednacina:

N=6+ 1 +3 +3~ 13.
81. 4

Potom, neka se takav otvoreni lanac zatvori tako sto se telo K4 veZe za telo K} tackom
Pa bez trenja (sl. 5). Tada telo K4 u zajednici sa telom K. gubi tri stepena slobode kretanja
(kao u primeru 1), pa se broj ravnoteznih jednacina smanjuje na

Do istoga broja dolazi se, naravno, i kada se tela u sistemu predu u
obrtnom poretku KI-K4-K.-K2:

N=6+3+3+3-3-2=10;

jer, bez osne veze O} izmedu tela KI i K2 imao bi se broj stepeni
slobode 6 + 3 + 3 + 3, a sa tom vezom tela K. i K2 gube 3 + 2 stepeni
slobode (kretanje tela K. postaje odredeno, a telu K2 ostaje sarno
rotacija oko ose PIP2).

Najzad, neka se isti otvoreni lanac zatvori tako sto se telo K4 veze za telo KI osom
O2 bez trenja, umesto tackom kao kod prethodnog zatvaranja (sl. 6). U tome slucaju tela K4
i K. gube 3+ 2 ~ 5 stepeni slobode (kako je sada bas 6bjasnjeno), tako da se ovog puta broj
ravnoteznih jednacina smanjuje na

81. 5

N=13-5~8.

Taj se broj brze odreduje neposredno sa samog zatvorenog lanca, a ne
preko zatvaranja otvorenog lanca. Kako je sadanji zatvoreni lanac si-
metrican u pogledu na tela KI' svejedno je u kome se poretku tela prelaze.
Nairne, birajuci poredak tela saobrazno indeksima, pored 6 stepeni
slobode kretanja tela K"

jos telo K2 raspolaze rotacijom oko ose O}
a telo Ka rotacijom oko ose PIP2, doCim je kretanje tela K4 onda
odredeno, te se tako dobijaju opet 8 ravnoteznih jednacina.

c) Proizvoljan sistem tela. - U prednjim primerima razgledani
su sistemi od vise neslobodnih tela, kako sa jednorodnim tako i sa
raznorodnim vezama, ali sarno u posebnim slucajevima kada su ih
sacinjavali lancani nizovi tela. Takvi lancani nizovi tela, medutim, imaju osnovni znacaj za
razmatranje opsteg slucaja ma kakvog sistema neslobodnih tela. Doista, svaki ma kako slozen
sistem neslobodnih tela moze se uvek rastaviti na vise odvojenih lancanih nizova tela, te se
tako razmatranje citavog sistema svodi na razmatranje ovih pojedinih lancanih nizova. Pri
tome, kada se izabere izvestan poredak lancanih nizova, onda se prvi niz u tome poretku
moze smatrati kao slobodan u odnosu na ostale ni:wve; drugi niz u poretku bice tada neslo-
bodan u odnosu na prvi niz, a slobodan u odnosu na sledece nizove; treCi niz, potom, blce
neslobodan u odnosu na prva dva niza, a slobodan u odnosu na sledece nizove; i tako dalje
do poslednjeg niza, koji ce biti neslobodan u odnosu na sve predhodne nizove.

81. 6
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4. KOMBINACIJE RAVNOTEZNIH JEDNACINA

Kao posledica stanja stvari kod jednog krutog tela, skalarne ravnote.zne
jednaCine kod sistema od vise krutih tela jesu takode dvojakog karaktera: 0
projekcijama sila na ose i 0 momentima sila u pogledu na ose. Kod jednog
krutog tela bile su moguce razliCite kombinacije brojeva jedne i druge vrste
skalarnih ravnoteznih jednaCina do ukupnog maksimalnog broja njihovog, za
koji su one jos nezavisne. Zbog toga, treba ocekivati da ce i kod sistema od
vise krutih tela takode biti moguce razlicite kombinacije tih dveju vrsti ska-
larnih ravnoteznih jednaCina do odredenog maksimalnog broja njihovog, za
koji one opet ostaju nezavisne.

U rasudivanjima, koja treba da dovedu do ustanovljavanja svih moguCih
kombinacija dveju vrsti ravnoteznih jednaCina kod sistema od vise krutih tela,
kao pouzdana metodicka osnova sluzice i ovde, razume se, vec poznate takve
kombinacije kod jednog slobodnog krutog tela. Saobrazno tome, pocece se
opet sa razmatranjem sistema od vise slobodnih krutih tela.

1) Sistem slobodnih tela.- Kod jednog slobodnog krutog tela pregled
svih mogucih kombinacija dveju vrsti ravnoteznih jednacina, kako za opsti
sistem sila tako i za glavnije posebne sisteme sila, dat je u tabeli I iz clana 1.
Kada se prede na razmatranje jednog sistema od n slobodnih krutih tela, sve
te kombinacije ravnoteznih jednaCina ostaju da vrede za svako kruto telo
uzeto odvojeno od ostalih tela u sistemu, tako da se broj moguCih kombinacija
za Citav sistem umnozava na saobrazan naCin. Odatle bez daljeg sledi ova opsta

T e 0 rem a 1. Kod sistema od n slobodnih krutih tela za maksimalni broj
od 6 n nezavisnih skalarnih jednaCina ravnoteie moguce su sve kombinacije dveju
njihovih vrsti - 0 projekcijama sila na ose i 0 momentima sila u pogledu na
ose - u granicama izmedu 3 n jednaCina prve vrste i 6 n jednaCina druge vrste.
Za posebne sisteme sila na pojedinim telima ta tri broja smanjuju se na sao-
brazan naCin.

2) Sistem neslobodnih tela.- Na posmatrani sistem od n krutih tela
potcinjenih medusobnim vezama primenimo, najpre, metodu geometrijske statike.
Radi toga, sva neslobodna tela u sistemu smatrajmo kao slobodna, s tim sto
se direktno napadnim silama dodaju i sile od medusobnih veza. U pogledu
kombinacija dveju vrsti ravnoteznih jednacina problem 0 neslobodnim krutim
telima svodi se na problem 0 slobodnim krutim telima. Razlika izmedu takva
dva sistema tela sastoji se onda jedino u tome sto kod sistema neslobodnih
tela, posle sastavljanja 6 n nezavisnih skalarnih jednacina ravnoteze po jednoj
od moguCih kombinacija dveju njihovih vrsti, preostaje da se svrsi jos zamasan
racunski posao na eliminisanju nepoznatih unutrasnjih sila veze, kako bi se
doslo do pravih nezavisnih ravnoteznih jednacina. Pri tome se razume da ce
se ove krajnje prave ravnotezne jednaCine dobijati razliCitih sastava, u zavis-
nosti od polazne kombinacije dveju vrsti ravnoteznih jednaCina. Na taj naCin,
moze se postaviti ovakva

T e 0 rem a 2. Kod sistema od vise krutih tela potCinjenih medusobnim
vezama sve moguce kombinacije dveju vrsti pravih nezavisnih skalarnih jednaCina
ravnoteie - 0 projekcijama sila na ose i 0 momentima sila u pogledu na
ose - dobijaju se kada se one sastave po teoremi 1 kao da su sva tela slobod-
na uz dodavanje unutrasnjih sila veze spoljasnim direktno napadnim silama, pa
se potom unutrasnje sile veze iz njih eliminisu.
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Ova teorema se moze neposredno prosiriti i na slucaj sistema od vise
krutih tela, kada su ona potCinjena ne sarno unutrasnjim vezama medu sobom
vec i spoljasnim vezama sa telima izvan njih. U tome slucaju, iz polaznih
kombinacija ravnoteznih jednaCina imaju se eliminisati kako unutrasnje tako
i spoljasnje sile veze.

- Eliminacioni postupak sa silama veze, pak, moze se znatno uprostiti
vec postavljanjem samih polaznih ravnoteZnih jednacina, na naCin kako je to
naznaceno pri izvodenju formulacije 5° ravnotdnih uslova u clanu 2. Prema
toj formulaciji izbor vrsti ravnoteznih jednaCina za sva neslobodna tela izuzev
prvog u izabranom njihovom poretku uslovljen je prirodom postojeCih veza,
tako da se izvestan broj ravnoteznih jednacina sastavlja ili odmah u pravom
obliku ili bar bez sto je najvise moguce nepoznatih sila veze. Mogucnosti za
kombinovanja dveju vrsti ravnoteznih jednaCina preostaju onda jos samo kod
stvarno slobodnih tela u sistemu i kod prvog tela u izabranom poretku
neslobodnih tela, - mogucnosti, dakle, koje su sada znatno suzene. Na taj
nacin, kao dopuna prednjoj teoremi 2 imace se ova

T e 0 rem a 3. Kod sistema od vise krutih tela potCinjenih medusobnim
vezama kombinovanje dveju vrsti nezavisnih skalarnih jednaCina ravnoteie - 0
projekcijama sila na ose i 0 momentima sila u pogledu na ose - postize se
kod eventualnih slobodnih tela i kod prvog tela u svakom izabranom poretku
neslobodnih tela, doCim je za ostala neslobodna tela sastavljanje ravnoteznih jed-
naCina odmah ili u pravom obliku ili bar bez sila veze sto je najvise moguce
uslovljeno prirodom postojeCih veza.

Ova teorema se takode neposredno prosiruje na sisteme sa spoljasnjim
vezama.

- Predimo, zatim, na primenu metode analiticke statike. Po toj metodi
dYe vrste ravnotdnih jednaCina 0 projekcijama i 0 momentima sila dobijaju
se za dYe vrste virtuelnih pomeranja krutih tela: translacija i rotacija. Pri
tome, mogucnosti za kombinovanja virtuelnih translacija i rotacija potpuno
odgovaraju mogucnostima za kombinovanja dveju vrsti ravnoteznih jednacina
u pravom obliku, bez sila veze, kako je to objasnjeno pri sematizaciji formu-
lacije 6° ravnoteznih uslova u clanu 2.

Stavise, po ovoj metodi postoji takode mogucnost da se kod eventualnih
slobodnih tela i kod prvog od neslobodnih tela, smatranog kao da je slobodno,
zamenjuju translacije sa rotacijama, kako je to moguce neposredno izmedu
ravnoteznih jednaCina 0 projekcijama i 0 momentima. Ovde je mesto, zapravo,
da se takva Cinjenica podrobnije. razjasni. Kao sto je poznato iz kinematike
krutog tela, proizvoljan sistem translacija i rotacija, kojima je potCinjeno
jedno kruto telo, transformise se po istim pravilima teorije vezanih vektora
kao i sistem sila i spregova sila, koji napada na jedno kruto tela; pritom,
rotacije odgovaraju silama, a translacije - buduCi da se jedna translacija
daje svagda zameniti spregom rotacija - odgovaraju onda spregovima sila
(videti [2], str. 73-77). Odatle proizilazi, posle analognih rasudivanja kao
za torzer - redukcionu silu i redukcioni spreg sila - na krutom telu (videti
[1], poglavlje II), da se opste kretanje jednog slobodnog krutog tela moze
predstaviti sa ovakva cetiri sistema translacija i rotacija, u pravcima i oko
osa Ciji rasporedi podlezu izvesnim odredbama:

tri translacije i tri rotacije,
dye translacije i cetiri rotacije,

2
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jedna translacija i pet rotacija,
sest rotacija.

Dakle doista, kod slobodnog krutog tela moguce su cetiri kombinacije dveju
vrsti osnovnih kretanja - transJacija i rotacija -, analogne kombinacijama dveju
vrsti ravnoteznih jednaCina - 0 projekcijama i 0 momentima sila -, i to
opet svagda u maksimalnom ukupnom broju od sest njih. - Sto se tice neslo-
bodnih tela, translacije i rotacije su uslovljene prirodom njihovih medusobnih
veza, takode u punoj analogiji sa odgovarajucim ravnoteznim jednaCinama 0
projekcijama i 0 momentima sila.

Prema tome, kao zakljucak se izvodi
T eo rem a 4. Kod sistema od vise krutih telapotCinjenihmedusobnim vezama

razne kombinacije dveju vrsti ravnoteinih jednaCina - 0 projekcijama sUa na
ose i 0 momentima sUa u pogledu na ose - dobijaju se, prema metodi analiti-
eke statike, kod eventualnih slobodnih tela i kod prvog tela u svakom izabranom
poretku neslobodnih tela za po eetiri kombinacije njihovih virtuelnih translacija
i rotacija u maksimalnom broju od sest njih, doCim su ravnotezne jednaCine za
ostala neslobodna tela uslovljene njihovim virtuelnim translacijama i rotacijama
saobraznim prirodi postojeCih veza, - sve u punoj analogiji sa teoremom 3.

I ovde se takode uvida da se teorema neposredno prosiruje na sisteme
tela sa spoljasnjim vezama.

Primer.- Da bismo ilustrovali teoreme 2, 3 i 4, razmotrimo sistem od cetiri tela
prikazan na slici 5.

Po teoremi 2, sva cetiri tela K1, K., K3, K4 u sistemu mogu se smatrati kao slobodna,
stirn sto se spoljasnjim direktno napadnim silama dodaju unutrasnje sile od jedne osne
veze 01 i tri tackaste veze PI, p., P3. Maksimalni broj nezavisnih skalarnih jednacina ravno-
teze, koje ce sadrZavati i te unutrasnje sile veze, iznosice tada 6 x 4 = 24; a pod tim stalnim
brojem moguce su sve kombinacije dveju vrsti ravnotemih jednacina 0 projekcijama i 0
momentima u gmnicama izmedu 3 x 4= 12 jednacina 0 projekcijama i 6 x 4=24 jednacina 0
momentima. Medutim, maksimalni broj nezavisnih skalarnih jednacina ravnotde u pravom
smislu, bez sila veze, smanjuje se na 10, kako je to odredeno u primeru 4 iz clana 3;
a pod tim stalnim brojem sve kombinacije dveju vrsti ravnotdnih jednacina dobijaju se kada
se u prethodnim njihovim kombinacijama eliminiSu sile veze. Naravno, kada se na pojedinim
telima javljaju posebni sistemi sila, prednji brojevi, odredeni za opste sisteme sila, smanjuju
se u odgovarajucoj meri.

Po teoremi 3, ravnotdne jednacine se sastavljaju saobrazno vezama. Posto su sva
cetiri tela u sistemu neslobodna, kombinacije dveju vrsti ravnotdnih jednacina postizu se
sarno kod prvog tela, srnatrajuci ga kao slobodno, koje se inace moze izabrati po volji.
A prema tabeli I u clanu 1, kod jednog slobodnog tela rnoguce su sarno cetiri kornbinacije
dveju vrsti ravnotdnih jednacina. Ravnotdne jednacine za ostala tri tela uslovljena su onda
navedenim vezama. - BirajuCi razlicite poretke tela, dobijace se i raznovrsne kombinacije
ravnoteznih jednacina. Tako, za poiedak naznaeen na slici 5 imace se ovakve ravnotezne
jednacine: kod prvog tela K1 kao slobodnog cetiri kombinacije njihovih dveju vrsti; a onda
kod tela K. jedna momentna jednacina za osu 01; kod tela K3 dye momentne jednacine za
ose P1P. i P1P3; i kod tela K4 jedna momentna jednacina za osu P2P3. Za poredak tela
K3-K4-K1-K2, pak, vrste ravnotemih jednacina ce biti: kod tela K3 kao prvog i slobodnog
cetiri kombinacije jednaCina; kod tela K4 tri momentne jednacine za tri ose, koje prolaze
kroz tacku P2 i ne Ide u jednoj ravni; kod tela K1 jedna mornentna jednaCina za osu koja
prolazi kroz tacku p. paralelno osi 01; a kod tela K2 onda nijedna jednacina, buduCi da je
njegov polozaj odreden polozajima prethodnih triju tela.

Po teoremi 4, razne kombinacije dveju vrsti ravnotdnih jednaCina dobijaju se takode
sarno kod proizvoljnog prvog tela, smatrajuci ga kao slobodno, kada se one sastave za
cetiri moguce kombinacije njegovih virtuelnih translacija i rotacija. Os tala tri tela imace
potom sarno izvesne rotacije saobrazne vezama, tako da ce se za njih sastaviti sarno izvesne
jednacine 0 momentima direktno napadnih sila respektivno na svakom od njih. - Za razli-
cite poretke tela i ovde ce se dobijati raznoVrsne kombinacije ravnotemih jednacina, saobrazno
napred ustanovljenoj korespondenciji teorema 3 i 4.
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5. RASPOREDI OSA

Ostaje jos da se raspravi treci i poslednji problem 0 opstim raspored-
ima projekcijskih i momentnih osa, za koje treba sastavljati ravnotezne jed-
naCine 0 projekcijama i 0 momentima sila, pa da one ispadnu sigurno neza-
visne. Naime, kao posledica stanja stvari kod jednog krutog tela, takode i
kod sistema krutih tela bilo slobodnih Hi neslobodnih, posto se odredi mak-
simalni broj nezavisnih ravnoteznih jednaCina i izabere jedna kombinacija
dveju njihovih vrsti 0 projekcijama i 0 momentima sila, jos ce se raspola-
gati slobodom da se projekcijske i momentne ose, za koje ce se one sastavljati,
biraju u izvesnim granicama odredenim opstim moguCim rasporedima nji-
hovim.

Kod sadanjeg problema, isto kao i kod prethodna dva, pokazuje se
takode metodickim da se prvo razmotri sistem slobodnih tela, pa potom
sistem neslobodnih tela.

1. Sistem slobodnih tela. - Kod jednog slobodnog krutog tela, kada se
izabere jedna kombinacija dveju vrsti ravnoteinih jednaCina 0 projekcijama i 0
momentima sila u maksimalnom broju od sest njih, jos se raspolaze slobodom
da se biraju projekcijske i momentne ose iz najopstijeg moguceg rasporeda
njihovog, za koje ce se te ravnotezne jednacine sastaviti kao sigurno nezavi-
sne, kako se na to podsetilo u clanu l. Takva sloboda u izboru projekcijskih
i momentnih osa prenosi se onda kao posledica i na sistem od vise krutih
tela, kada su ova slobodna Hi se smatraju kao takva.

Za svako slobodno telo u sistemu, pri svakoj kombinaciji dveju vrsti
ravnoteznih jednaCina, projekcijske i momentne ose mogu se slobodno birati
iz odnosnog opsteg rasporeda njihovog, tako da one ispadnu sigurno nezavisne.
Za Citav sistem slobodnih tela onda, pri svakoj kombinaciji dveju vrsti rav-
noteznih jednaCina iz skupa mogucih kombinacija prema teoremi 1 u prethod-
nom clanu 1, opsti moguci raspored projekcijskih i momentnih osa ce obu-
hvatati rasporede od svih pojedinih tela iz sistema, tako da i za sve te ose
ravnoteine jednaCine ostaju nezavisne. Time se i skup ekvivalentnih sistema
ravnoteznih jednacina kod sistema slobodnih tela visestruko prosiruje. Na taj
nacin, kao zakljucak rezultuje ovakva

T e 0 rem a 1. Kod sistema od vise slobodnih krutih tela opsti raspored
projekcijskih i momentnih osa, za koje ce se sastavljati sigurno nezavisne rav-
noteine jednaCine 0 projekcijama i 0 momentima sila, pri svim moguCim kom-
binacijama tih dveju njihovih vrsti (prema teoremi 1 iz clana 4), saCinjava
skup pojedinih opstih rasporeda osa za svako od tela. Za posebne sisteme sila
na pojedinim telima opsti raspored osa se suzava na saobrazan naCin.

2) Sistem neslobodnih tela. - Primenjujuci metodu geometrijske statike,
neka se sva neslobodna tela u sistemu smatraju kao slobodna, uz dodavanje
direktno napadnim silama i sila od medusobnih veza. Tada, za opste raspo-
rede projekcijskih i momentnih osa, u pogledu na koje ce se sastavljati si-
gurno nezavisne ravnotezne jednacine, vredi isto ono sto je prethodnom teore-
mom ustanovljeno za sistem slobodnih tela. Prema tome, za sistem neslobod-
nih tela neposredno se izvodi ovakva

T e 0 rem a 2. Kod sistema od vise krutih tela potCinjenim medusobnim
vezama, kada se sva neslobodna tela smatraju kao slobodna uz uvodenje unutra-
snjih sila veze, opsti raspored projekcijskih i momentnih osa, za koje ce se

2*
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sastavljati sigurno nezavisne ravnotezne jednaCine 0 projekcijama i 0 momentima
svih sila, kako direktno napadnih sila tako i sila veze, odreden je po prethodnoj
teoremi 1 kao da su sva tela slobodna.

Teorema vredi i za sistem tela sa spoljasnjim vezama.

- Ravnotdne jednaCine sastavljene za projekcijske i momentne ose po
teoremi 2 saddavace nepoznate unutrasnje sile veze bez ikakvih ogranicenja.
Ako se hoce, pak, da se ravnotezne jednaCine sastavljaju odmah ili u pravom
obliku ili bar sto je najvise moguce bez sila veze, onda su, prema teoremi 3
iz clana 4, od njihovih dveju vrsti pojedine uslovljene prirodom postojeCih
veza. Zajedno sa takvim uslovljavanjem i sloboda u izboru projekcijskih i mo-
mentnih osa ogranicava se u odgovarajucoj meri. Ta ogranicenja u izboru osa
kod sistema neslobodnih tela jesu zapravo posledica stanja stvari kod jednog
neslobodnog tela, te je stoga metodicki celishodno da se podrobnosti razjasne
na takvom elementarnom slucaju.

Kao sto je receno jos prilikom izvodenja formulacije ravnotdnih uslova
pod 5°, kod jednog neslobodnog krutog tela ravnotezne jednaCine po svojim
dvema vrstama postaju odredene prirodom postojeCih veza. Ali, takva odrede-
nost povlaCi nuzno za sobom odgovarajuce ogranicenje opstih rasporeda dveju
vrsti osa, za koje se ravnotezne jednaCine mogu sastaviti kao nezavisne. Na
primer, ako je telo vezano za jednu nepomicnu tacku bez trenja, onda tri
prave nezavisne ravnotezne jednacine 0 momentima sila mogu biti sastavljene
sarno u pogledu na tri momentne ose, koje pro laze kroz tu nepomicnu tacku
i ne leze u jednoj ravni; iIi, ako je telo vezano za jednu nepomicnu osu bez
trenja, onda se jedina prava ravnotezna jednaCina 0 momentima sila mora
sastaviti sarno u pogledu na momentnu osu uzetu po toj nepomicnoj osi; iii,
ako je telo prinudeno da se obrce oko jedne nepomicne ose i da kIizi duz nje,
i to oboje bez trenja, onda od dveju pravih nezavisnih ravnoteznih jednaCina
jedna 0 momentima sila mora se sastaviti u pogledu na tu nepomicnu osu
kao momentnu a druga 0 projekcijama sila opet za tu osu kao projekcijsku;
i tako dalje za drugacije veze, posebno za one ostale tri tipicne iz tabele II
u clanu 1.

Kod sistema neslobodnih tela, posto se izabere jedan njihov poredak,
svako od tela, izuzev prvog, moze se smatrati da je prinudeno na veze sa
predhodnim teIima, kao kada bi ova bila nepomicna. Time se problem 0 opstim
rasporedima projekcijskih i momentnih osa kod sistema neslobodnih tela svodi
na odgovarajuci problem kod jednog neslobodnog tela, koji je sada razmotren:
dakle, ti opsti rasporedi osa kod sistema neslobodnih tela sacinjavace skupove
opstih rasporeda osa za pojedina tela smatrana vezanim za predhodna, kao
kada bi ova bila nepomicna. Sto se tice eventualno slobodnih tela u sistemu
i prvog tela u izabranom poretku neslobodnih tela, jasno je da su opsti ras-
poredi osa za njih odredeni predhodnom teoremom 2, koja se odnosi na
sistem slobodnih tela.

RezimirajuCi prednja utanacenja, dobija se ova

T e 0 rem a 3. Kod sistema od vise krutih tela potCinjenih medusobnim
vezama opsti raspored projekcijskih i momentnth osa, za koje ce se sastavljati
sigurno nezavisne ravnoteine jednaCine 0 projekcijama i 0 momentima sila,
saobrazne vezama, saCinjava skup opstih rasporeda osa:
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sa jedne strane, za eventualno slobodna tela u sistemu i za prvo telo u
svakom izabranom poretku neslobodnih tela, koji su odredeni teoremom 2; i

sa druge strane, za ostala neslobodna tela, kada se svako od njih, u svakom
izabranom njihovom poretku, smatra vezano za prethodna tela, kao da su ova
nepomicna.

Prosirenje teoreme na sistem neslobodnih tela i sa spoljasnjim vezama
jeste ocevidno.

- PrelazeCi na primenu analiticke metode, nije tesko uvideti da sloboda
u izboru dveju vrsti virtuelnih pomeranja - translacija i rotacija - potpuno
odgovara slobodi u izboru dveju vrsti osa -- projekcijskih i momentnih -,
analogno korespondenciji geometrijske i analiticke metode koja se imala pri
odredivanju kombinacija dveju vrsti ravnoteznih jednacina 0 projekcijama i 0
momentima sila pomocu teoreme 4 iz predhodnog clana.

Zaista, kod slobodnih tela korespondencija izmedu osa virtuelnih tran-
slacija i rotacija, sa jedne strane, i projekcijskih i momentnih osa, sa druge
strane, neposredno proizilazi iz tamosnjih rasudivanja 0 transformisanju sis-
tema translacija i rotacija po istim pravilima teorije vezanjh vektora koja
vrede i za sisteme sila i spregova sila. Kod sistema medusobno neslobodnih
tela, pak, dovoljno je 0 takvoj korespondenciji osvedoCiti se podrobnje opet
sarno na elementarnom slucaju jednog neslobodnog tela. Na primer, ako j~
telo vezano za jednu nepomicnu tacku bez trenja, tri rotacione ose mogu
biti ma koje tri ose, koje prolaze kroz nepomicnu tacku i ne Ide u jednoj
ravni; iIi, ako je telo prinudeno da se obrce oko jedne nepomicne ose bez
trenja, jedina rotaciona osa je ta nepomicna osa; iIi, ako je telo prinudeno
da se obrce oko jedne nepomicne ose i da klizi duz nje, oboje b~z trenja, jedina
rotaciona osa i jedina translaciona osa jeste ta nepomicna osa u isti mah; i tako
dalje za ostale veze,-sve u punoj korespondenciji sa projekcijskim i moment-
nim osama kod istih neslobodnih tela. To onda vredi i za sistem neslobodnih
tela, kada se svako od njih smatra vezano za prethodna, kao da su ova nepomicna.

Odatle kao zakljucak sledi da ce takode postojati puna korespondencija
izmedu opstih rasporeda osa za virtuelne translancije i rotacije i opstih raspo-
reda projekcijskih i momentnih osa, kako kod slobodnih tako i kod neslobod-
nih tela. Takav zakljucak dopusta da se postavi ovakva

T e 0 rem a 4. Kod sistema od vise krutih tela potCinjenfh medusobnim
vezama opsti raspored osa virtuelnih translacija i rotacija, za koje ce se, prema
metodi analiticke statike, sastavljati nezavisne prave ravnoteine jednaCine, jeste
korespondentan opstem rasporedu projekcijskih i momentnih osa, koji odreduje
teorema 3.

Kao teorema analiticke statike, ona pogotovo vredi za sisteme neslobod-
nih tela i sa spoljasnjim vezama.

Primer.- Radi ilustracije teorema 2, 3 i 4 vratimo se ponovo na sistem od cetiri
tela prikazan na slici 5.

Po teoremi 2, kad se sva cetiri tela smatraju kao slobodna uz uvodenje unutrasnjih
sila veze, opsti raspored projekcijskih i momentnih osa, za koje ce se sastavljati sigurno
nezavisne ravnoteZne jednacine 0 projekcijama i 0 momentima svih sila, kako direktno nap ad-
nih sila tako i sila veze, sacinjavace skup pojedinih opstih rasporeda osa za svako od tela,
pri svakoj mogucoj kombinaciji tih dveju vrsti ravnoteZnih jednacina (ne vodeci pri tom
racuna 0 poretku tela, buduCi da je on ovde indiferentan). Razmatranjima u primeru iz
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predhodnog clana 4 kod posmatranog sistema tela naznacene su, za ukupni maksimalni broj
nezavisnih ravnotemih jednacina od 24, sve kombinacije dveju njihovih vrsti u granicama
izmedu 12 jednacina 0 projekcijama i 24 jednacine 0 momentima. Sada preostaje da se sagleda
opsti raspored osa kod citavog sistema tela pri svim tim mnogim kombinacijama. Evo
celishodnog postupka. Posto se kod svakog od cetiri tela, smatranog kao slobodno, izabere
jedna od cetiri moguce kombinacije dveju vrsti ravnotdnih jednacina, dobice se odgovara-
juca njihova kombinac:ja za citav sistem. Potom se kod svakog tela za svaku izabranu kom-
binaciju ravnotemih jednacina odredi odgovarajuci opsti raspored projekcijskih i momentnih
osa (prema odnosnim teoremama u monografiji [1]). Skup tih opstih rasporeda osa za svako
telo dace onda opsti raspored osa za citav sistem pri izabranoj kombinaciji ravnotdnih jedna-
cina. A skup svih tih skupova opstih rasporeda osa za sve kombinacije ravnotdnih jednaCina
sacinjavace, najzad, trazeni opsti raspored osa za posmatrani sistem cetiri tela. Kako se vidi,
ispunjenost prostora osama takvog opsteg rasporeda njihovog vec za sistem od svega cetiri
tela veoma je gusta; za sisteme sa veCim brojem tela opsti rasporedi bice jos daleko bogatiji
osama, pa i ispunjenost prostora njima srazmerno gusca. Sa posebnim sistemima sila na
pojedinim telima, pak, opsti raspored osa za posmatrani sistem od cetiri tela, kao i uopste,
suza va se na saobrazan nacin.

Po teoremi 3, kada se prihvati poredak tela sa slike 5, prvo telo K1 treba smatrati
kao slobodno, docim su ostala tri tela K2, K3, K4 neslobodna. Tada: kod prvog tela K1 ima-
ce se, za eetiri moguce kombinacije dveju vrsti ravnotdnih jednacina, odgovarajuCi opsti
raspored projekcijskih i momentnih osa; kod drugog tela K2 opsti raspored osa ce se sve-
sti na jednu jedinu momentnu osu po veznoj osi 01; kod treceg tela K3 opsti raspored osa
ce se sastojati od dye momentne ose PI P2 i PI P3; i kod cetvrtog tela K4 opsti raspored osa ce
se opet svesti na jednu jedinu momentnu osu P2P3. Skupljeni zajedno svi ti pojedinacni
opsti rasporedi osa za svako telo dace opsti raspored osa za citav sistem pri izabranom
poretku tela. Pri drugaCijem poretku tela ispao bi i promenjen opsti raspored osa. Recimo,
pri poretku tela K3-K4-K1-K2, razgledanom takode u primeru iz clana 4, opsti raspored
osa bio bi sastavljen iz ovakvih opstih rasporeda kod pojedinih tela: kod tda K3 bire to
opsti raspored osa jednog slobodnog tela (kao kod tela K1 pri predhodnom poretku); kod
tela K4 opsti raspored osa sacinjavace svi trijedri momentnih osa sa pocetkom u veznoj tacki
P2; i jos kod tela K1 opsti raspored osa se svodi na jednu jedinu momentnu osu, koja
prolazi kroz veznu tacku P3 paralelno veznoj ozi 01; doeim opsti raspored osa kod tela K2 ne
sadrZi nikakvu osu. Tada, skup svih opstih rasporeda osa za sve mogl'.ce poretke teJa pred-
stavJjace trazeni opsti raspored osa kod posmatranog sistema od cetiri tela.

Po teoremi 4, opsti raspored osa virtuelnih translacija i rotacija bice u potpunosti
korespondentan opstem rasporedu projekcijskih i momentnih osa, odredenom sada po teoremi 3.
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YPABHEHlUI PABHOBECIUI HECKOJIbKMX TBEP.l(bIX TEJI

E. JIUAUtI

1. B Ha'IaJIe BocnpOH3BOIUITCH ypaBHeHHH paBHOBeCHH II.JIH OIl.Horo TBeplI.oro TeJIa,
IIOJIy'laeMbIe II.BYMHcIIoco5aMH - reOMeTpH'IeCKHM H aHaJIHTH'IeCKHM. 0530P pa3JIH'IHbIX CHCTeM

He3aBHCHMbIX ypaBHeHHH paBHOBeCHH II.JIHxapaKTepHblX CHCTeM CHJI, IIpHJIOJKeHHbIX K c606odnoMY
TBeplI.OMY TeJIY, lI.aH B Ta5. I; II.JIH nec606odno2o TBeplI.OrO TeJIa ypaBHeHHH paBHoBecHH
HaH50JIee THIIH'IeCKHX cBH3eH YKa3aHbI B Ta5. II.
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2. lIepexoP;H K H3Y'IeHHIO paBHOBeCHH CHCTeMbl, COCTOHIl\di H3 HeCKOJIbKHX TBepP;blx
TeJI, pa3JIH'IaeM TaKJKe: CHCTeMbl CBOOOP;HblX H CHCTeMbl HecBooop;HblX TeJI.

lIpH CHCTeMe CBOOOP;HblX TBepp;blX TeJI Henocpep;CTBeHHO YCTaHaBJIHBaeM <POPMYJIHPO-
BKY YCJIOBHH:COCTOHHHH paBHoBecHH 10, 2" H 30.

lIpH CHCTeM~ HecBoooP;HblX TBepp;blX TeJI CHJIbl pacnpep;eJIHIOTCH Ha OCHOBaHHH P;BYX
H3BeCTHbiX npHHlI,lInOB: C OP;HOH:CTOpOHbl, Ha Henocpep;cTBeHHo npHJIOJKeHHble CHJIbl H CHJIbl
CBH3eH:, a, C P;PyroH: - Ha BHeruHlle H BHYTpeHHHe CHJIbl. 3aTeM, Ha OCHOBaHHH paccYJKP;eHHH:.
aHaJIOrH'IHbIX CJIY'IalO CHCTeMbl HecBoooP;HblX TO'leK, BbIBOP;IITCH <POPMYJIHpOBKa YCJIOBHH:
COCTOHHHHpaBHOBeCHH 40.

lIoCKOJIbKY CHJIbl CBH3eH: nOHBJIHIOTCH B BHp;e HeH3BeCTHbiX BeJIH'IHH, HCKJIIO'IeHHe KOTO-
pblX H3 ypaBHeHHH: paBHOBecHH BOOOIl\e CBH3aHO C BeCbMa Tpyp;oeMKHMH paC'IeTHbiMII onepa-
II,HHMH, BblP;BHHYTO TpeooBaHHe HaH:Tli cnocoobl, p;alOIl\He Henocpep;cTBeHHo P;CMCTBIITeJIbHb[e
ypaBHeHHH paBHOBeCHH, B KOTopble Ob[ BXOP;HJIH JIHrub p;cMCTBHTeJIbHble npHJIOJKeHHble CHJIbl
YJKe npH HX COCTaBJIeHHH. lIoP;ooHblM cnocoo, OCHOBblBalOIl\HMCH Ha oJIarOnpmlTHblM Bbloope
oceH: npOeKII,nH: H MOMeHTOB, H npH nOMOIl\H KOToporo HeKOTopble '�HCJIO ypaBHeHHM paBHO-
BeCHH B03MOJKHO HanHcaTb B p;eMCTBHTeJIbHOM <popMe, MOJKHO BblCKa3aTb npH nOMOIl\H CJIep;-
YIOIl\eH: <POPMYJIHPOBKH YCJIOBHH paBHoBecHH:

5° qmoobl cucmeMa m6epoblx meJl, n06UIIYIOUjUXCfI 63aUMllblM C6f13I1M, OblJla 6 pa61106-
ecuu, lIeOOXOOUMO U oOCmamO'lIlO, COeJla6 6biOOP UX nopllOKa, 6bInOJlIIUmb YCJl06UII pa61106eCUII:

nep60e meJlo C'lumamb C600001lb1M,
a 6ce nocJleoYIOUjue meJIa, cooopa3110 co C6f13f1MU C npeOblOYUjUMU meJlaMU, C'lUmamb

lIen006U)[(lIbIMU.

lIo YKa3aHHOMY TpeOOBaHHIO yP;OBJIeTBOpHeT nonHOCTblO P;PyrOH cnocoo, OCHOBblBalO-
Il\HMCHHa npHHII,Hne BHpTyenbHblX paOOT, KOTOPOMY COOTBeTcTByeT cnep;YIOIl\aH <POPMYJIHpOBKa
ycnOBHH: pa,BHoBecHH:

6° qmoobl cucmeMa m6epoblx meJl, n06UIIYIOUjUXCII 63aUMHblM C611311Moe3 mpelluJ/ OblJla
6 pa61106ecuu, lIeOOXOOUMO U oOCmamO'lIlO, 'lmOObl, eCJlu cucmeMY c06uIIymb 6upmyeJlbllOii CUJloii
cooopa3110 co C611311MU, CYMMa 6upmyeJlbHOU paoombl lIenocpeocm6elmo npUJlO)[(ellllblX CUJI OblJla
pa6l1a IIYJlIO.

- lIpH H3Y'IeHHH ypaBHeHHH paBHOBeCHH )];JIH HeCKonbKHX TBepp;blX TeJI TaKJKe, KaK H
B CJIY'lae op;Horo TBepP;oro TeJIa, nOHBJIHIOTCH TPH OCHOBHblX 3ap;a'fH: nepBaH, YCTaHOBHTb
MaKCHMaJIbHOe '�HCJIO He3aBHCHMbiX CKamlpHbIX ypaBHeHHH COCTOHHHH paBHOBeCHH; BTopaH,
HaHTH Bce KOMOHHall,HH H3 P;BYX BHP;OB ypaBHeHHM paBHOBeCHH - P;JIH npOeKII,HH: CHn Ha OCHX

H P;JIH MOMeHTOB CHJI no OTHOllleHHIO K OCHM; H TpeTbH, YKa3aTb OOIl\He nOJIOJKeHH!!
npOeKII,HOHHblX H MOMeHTHblX oceH, P;JIH KOTOpbIX MOJKHO C YBepeHHOCTblO COCTaBHTb He3aBH-
CHMble ypaBHeHHH paBHOBeCHH.

Bce TPH 3ap;a'lH P;JIH CHCTeMbI CBOOOP;HbIX TeJI perualOTcH, TaK CKa3aTb, Henocpep;CTBe-
HHO. lIOP;POOHbIM pa300p HX P;JIH CHCTeMbl HeCBOOOP;HbIX TeJI H HBJIHeTCH B p;aJIbHeHllIeM
rJIaBHOH lI,eJIblO HaCTO!!Il\eH paooTbl.

3. Onpep;eJIeHHe MaKCHMaJIbMoro 'fHCJIa He3aBHCHMbiX ypaBHeHHH paBHOBeCHH nOJIY'faeT
ocoooe 3Ha'feHHe B conpOTHBJIeHHH MaTepHaJIOB P;JIH TaK Ha3blBaeMbiX CTaTH'feCKH Heonpe-
p;eJIeHHbIX CHCTeM co BHellIHHMH CBH3HMH.

OCHoBblBaHcb Ha MeTop;e reOMeTpH'feCKOH CTaTHKH npH onpep;eJIeHHH 'fHCJIa p;eHcTBH-
TeJIbHbIX He3aBlIClIMbiX ypaBHeHHH paBHOBeCHH P;JIHCHCTeMbI HecBooop;HblX TeJI, MOJKHO BbIBeCTH
ClIeP;YIOIl\YIO TeopeMY:

T e 0 p e M a 2. /(JlII cucmeMbI, cocmollUjeii U3 lIeCKOJlbKUX m6epoblx meJl, nOO'lUIlIlIO-
UjUXCII 63aUMllblM C6113J/M, MaKCUMaJlbHoe 'lUCJlO oeiiCm6UmeJlbllblX lIe3a6UCUMblX CKaJlllpllblX
ypa611elluii pa61106eCUII nOJlY'lUM, 6bloupall npOU360Jlbllblii nopllOOK meJl; 3ameM, K nep60MY meJlY
omlleceM 'lUCJlO 6, a KO 6CIIKOMY nOCJleoYIOUjeMY me,1Y - 'lUCJlOcoom6emcm6YIOUjee C6J/311MMe)[(oy
IIUM U npeobloYUjUMU meJlaMU, C'lumall ux lIen006U)[(lIbIMU; HaKolleu" nOJlY'lellllble maKUM 00pa30M
'lUCJla OJlII 6cex meJl CJlO)[(UM.

lIOJIb3YHCb JKe MeTop;OM aHaJIlITH'feCKOH: CTaTHKH lIMeeM cnep;YIOIl\YIO TeopeMY:

T e 0 p eM a 3. /(JlII cucmeMbl, cocmollUjeii U3 lIeCKOJlbKUX m6epoblx meJl, nOO'lUIlIlIOUjUXCIi
63aUMllblM C611311M,MaKCUMaJlbllOe 'lUCJlO oeiiCm6UmeJlbllbX He3a6UCUMblX CKaJlJ/pllblX ypa611eHuii
pa61106eCUIl pa6110 'lUCJlY cmenelleii <:60000bl 06U)[(e1lUIi cucmeMbl.

- )J;JIH HnJIIOCTpHpOBaHHH npHMeHeHHH YK'a3aHHblX TeopeM pa300paHO HeCKOJIbKO
xapaKTepHblX npllMepOB CHCTeM HeCBOOOP;HbIX TeJI, npep;CTaBneHHblX Ha pHC. 1-6.
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4. .L(aJIee, KOMoHHal\JUI: jlBYX BHjlOB ypaBHeHHH paBHoBecHH jlJIH npOeKl\HH H MOMeHTOB
CHJI no reOMeTpHqeCKoMY MeTOjlY onpejleJIHeT

T e 0 p e M a 2. /(Ilf/ cucmeMbl, COcmof/Ufeu U3 HeCKOllbKUX m6epoblx mell, nOO'lUHf/IO-
UfUXCf/ 63aUMHbiM C6f/3f/M, 6ce 603MOJKHbie KOMOUHall,UU06YX 6U006 oeucm6umellbHbix He3a6UCU-
MblX CKallf/pHbiX ypa6HeHuu pa6H06eCUf/ (Ollf/ npOeKlI,UU CUll Ha ocu U Ollf/ MOMeHm06 CUll no
omHOlUeHUIO K OCf/M) nOIlY'IaeM rjJOPMUPYf/ ux (no meopeMe 1), KaK eCllu Obi 6ce mella OblllU
C60000Hb1MU, npUOa61lf/f/ 6HympeHHue CUllbl C6f/3eU K 6HelUHUM Henocpeocm6eHHO npUIlOJKeHHblM
CUllaM; nocile 3mozo 6HympeHHue CUllbl C6f/3eU U3 HUX UCKIlIO'IalOmCf/.

110 TeopeMe 3, jlonOJIHHIOll\eii: TeopeMY 2, jlJIH CJIyqaH, Korjla ypaBHeHHH paBHOBeCHH
COCTaBJIHIOTCH cooopa3Ho C xapaKTepoM cYll\eCTBYIOll\HX cBH3eR, KOMOHHHpoBaHHe jlBYX BHjlOB
HX B03MOJKHO nOJIyqHTb npH YCJIOBHH CYll\eCTBOBaHHH CBOOOjlHbIX TeJI B CHCTeMe, HJIH JKe
jlJIH nepBoro TeJIa B KaJKjlOM BbIopaHHoM pacnOPHIIKe HeCBOOOjlHbIX TeJI.

I1pHMeHHH JKe aHaJIHTHqeCKHii: cnocoo no TeopeMe 4, KOMOHHal\HH jlBYX BHjlOB ypaBHe-
HHH paBHoBecHH nOJIyqaeM COCTaBJIeHHeM Bcex B03MOJKHbIX KOMOHHal\HH BHpTyaJIbHbIX noc-
TynaTeJIbHbIX jlBHJKeHHH H Bpall\eHHH B03MOJKHO CBOOOjlHbIX TeJI B CHCTeMe H jlJIH nepBoro
TeJIa BO BCHKOM BbIopaHHoM nopHn:Ke HeCBoOOjlHbIX TeJI, - qTO cOBepIIIeHHO aHaJIOrHqHO C

TeopeMoH 3.

5. HaKoHen:, OOll\HR paCnOpHjlOK oceH, jlJIH KOTOpbIX oYjleT COCTaBJIeHO MaKCHMaJIbHOe
qHCJIO 3aBejlOMO He3aBHCHMbIX ypaBHeHHR paBHoBecHH, onpejleJIHeTCH npH nOMOll\H oOll\ero
pacnOJIOJKeHHH oceH jlJIH OTjleJIbHbIX TeJI.

TaK, no TeopeMe 2 (pa3j1eJIa 5), KOrjla Bce TeJIa CqHTalOTCH CBOOOjlHbIMH npH BBejleHHH
BHYTpeHHHx CHJI CBH3H, OOll\Hii: paCnOpHjlOK oceR npejlCTaBJIHeT, KaK H jlJIH CHCTeMbI CBOOO-
jlHbIX TeJI, MHOJKeCTBO OOll\HX pacnopHLlKoB oceR jlHH KaJKp;OrO TeJIa; jlJIH OTjleJIbHbIX CHCTeM
CHJI, npHJIOJKeHHbIX K OTAeJIbHbIM TeJIaM, OOll\HR paCnOpHjlOK oceR COOTBeTCTBeHHO YMeHb-
IIIaeTCH.

KorAa, onHTb no reOMeTpHqeCKOMY cnocooy, ypaBHeHHH paBHOBeCHH COCTaBJIHIOTCH
COrJIaCHO cYll\eCTBYIOll\HM CBH3HM MeJKjlY TeJIaMH, TOrjla, 110 TeopeMe 3, OOll\HH pacnopHAoK
oceR npejlCTaBJIHeT MHOJKeCTBO OOll\HX pacnopHAJ<oB oceii:: C OjlHOH CTOpOHbI, AJIH B03MOJKHO
CBOOOAHbIX TeJI B CHCTeMe H jlJIH nepBoro TeJIa B KaJKjlOM BbIopaHHoM paCnOpHjlKe HecBooo-
jlHbIX TeJI; H, C jlpyrOR - AJIH OCTaJIbHbIX TeJI cooopa3Ho co CBH3HMH.

AHaJIHTHqeCKHM JKe cnocoooM YCTaHaBJIHBaeTCH CJIejlYIOll\aH

T e 0 p e M a 4. /(Ilf/ CllcmeMbl Hec60000HbiX mell OOUfuU pacnOpf/OOK oceu 6upmyaJlbHOZO
nocmynamellbHOZO nepeMeUfeHUll U 6paUfeHUll, Ollf/ KomopblX mpeoyemcf/ cocma611mb oeucm6u-
mellbHble He3a6UCUMbie ypa6HeHUf/ pa6Ho6ecUf/, coom6emcm6yem oOUfeMY paCnOpf/OKY npOeKlI,UOHHblX
U MOMeHmHblX oceu (HauoeHHblx no meopeMe 3).

6. HaKoHen:, MOJKHO nOjlqepKHYTb, qTO PYKoBOjlHll\eR MbICJIblO HCCJIeAOBaHHH ObIJIO:

OnHpaHcb Ha ocooeHHocTH paBHoBecHH TBepjloro TeJIa, CBOOOjlHOro H HeCBOOOjlHOrO,
npH H3yqeHHH paBHOBeCHH HeCKOJIbKHX TBepjlbIX TeJI HCnOJIb30BaTb npeHMYll\eCTBa KaK reOMe-
TpHqeCKOrO, TaK H aHaJIHTHqeCKOrO cnocoooB, npH HX oAHoBpeMeHHoM B03MOJKHO oOJIee TeCHOM
nOBH3bmaHHH.


