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Sadrzaj

U &anku se izvodi jedna topolo$ka formula za determinantu impedansne i admitansne
matrice jedne elektri¢ne mreze, sastavljene od svih vrsta dvokrajnih elemenata i jednog
para induktivno spregnutih kalemova.

Shvatajuéi determinantu mreZe kao polinom drugog stepena po impedansi od-
nosno po admitansi medusobne indukcije, pokazuje se da je moguéno njegove koefi-
cijente interpretirati kao funkcije definisane na grafu mreZe u kojoj ne bi postojala
medusobna induktivnost.

Ovim se omogudava topolosko razvijanje determinante mreZe koristeé¢i u sustini
samo Kirchhoff-Maxwellova pravila za obitne RLC — mreZe.

1. Prema Kirchhoff-Maxwellovim pravilima, razvijanje determinante admi-
tansne odnosno impedansne matrice RLC — mreZa pomodu grafa (topolosko
razvijanje determinante) svodi se u krajnjoj liniji na odredivanje svih moguénih
stabala odnosno komplemenata stabala grafa mreZe [4, 2].

U sluéaju mreZa koje
sadrZe i medusobne induktiv-
nosti ova pravila ne vaZe, pa
su, u cilju topoloskog razvi-
janja determinante ovakvih
mreZa, uvedeni specijalni gra-
fovi kojima su uzimane u
obzir i medusobne induktiv-
nosti [2]. Medutim, posto
ovakvi grafovi nisu viSe geo-
metrijski lik date mreZe, to su
i pravila za topolofko razvi-
janja determinante mreZe slo-
Zenija od Kirchhoff-Maxwel-
lovih pravila.

U ovom radu uéinjen
je pokusaj da se, za sludaj SL 1.
jedne mreZe koja sadrZi dvo-
krajne elemente i jedan par induktivno spregnutih kalemova, izvede jedna formula
za determinantu impedansne i admitansne matrice, za ¢ije tumadenje su dovoljna
samo Kirchhoff-Maxwellova pravila za obifne mreZe. Formulu éemo izvesti
samo za slu€aj impedansne matrice mreZe, dok ¢emo za slu¥aj admitansne mat-
rice koristiti osobine dualnosti.
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2. Neka je data jedna linearna elektridna mreZa koja je sastavljena od svih
vrsta dvokrajnih elemenata. Smatra¢emo da je mreZa povezana. Ukoliko bi ona
imala vi§e odvojenih delova, spojili' bi po jedan &vor iz svakog odvojenog dela
u jedan zajedni&ki &vor, &ime bi mreZa postala odvojivo-povezana sa istim
elektri¢nim osobinama kao prvobitna mreZa.

Pretpostavimo da izmedu grana B, i §, postoji induktivna sprega (sl. 1).
Kao koordinatni sistem uze¢emo sistem petlji tako da grans B, i §; budu
respektivno obuhvaéene Celijama ., 2y 1 e, pg. Ove Cetiri Celije ¢emo orijentisati
u istom smeru, na primer u smeru satne kazaljke. Orijentiuéi obe grane od
kraja koji je oznalen talkom, matrica skupa nezavisnih petlji je

S B By —

Ha {
tp B

e
wd

a matrica impedansi grana, pisana u operatorskom obliku:

B . Bg . ﬂh R ‘
T .
Bg Zg . Zgh
2 Z,- . ,
B Zgy Zy

gde je Z,—impedansa medusobne indukcije izmedu grana B, i B, (Zgs=pLans
EE— ). U matricama (1) 1 (2) ozaleni su samo elementi koji se odnose na dve
% :

posmatrane grane.
Impedansna matrica mreZe je

R R
a .' Zgp -Zgn
iy Zgh Zgn

(3) Zn=BZ,B'- . ;

He Zgpy -Zgn
Bd Zgp Zgp

u kojoj su takoder, radi lak3eg pisanja, izostavljeni svi elementi osim onih
koji zavise od Z,,. Sva ostala nepotpunjena mesta u ovoj matrici predsiavljaju
sopstvene i medusobne impedanse izmedu pojedinih petlji koje se pi§u prema
pravilu za pisanje impedansne mairicc mreZe bez medusobne induktivnosti.
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Posmatraju¢i matricu Z,, vidi se da je u njoj impedansa medusobne
indukcije zastupljena u najop$tijem sludaju na osam mesta. Ova mesta ce nalaze
na presecima vrsta i kolona koje odgovaraju svim kombinacijama po dve éelije,
od kojih se u jednoj nalazi grana B,, a u drugoj — grana §,. Znak ispred Z,,
je pozitivan ako su pozitivni smerovi obe celije upereni ka krajevima oznace-
nim sa tatkom ili na neoznalenim krajevima, u protivhom sluaju znak je
negativen. Ako se obe spregnute grane nalaze u jednoj istoj Celiji, na preseku
vrste i kolone koja odgovara ovoj Celiji treba pisati +2 Z,, pri éemu se znak
odreduje na isti nacin.

3. Iz oblika impedansne matrice mreZe uofava se da ¢e njena determi-
nanta biti polinom drugog stepena po Z,,. Stoga, ako se determinanta razvija
po Mac-Laurinovoj formuli dobiée se

dA° 1 d°A° .
4 A=AN+7Z + Z%p - — — .
@ A Z g 2 dzey,
U ovoj formuli: A=det Z,,, A° predstavlja determinantu impedansne matrice
. . . . dA° . dPA® L. - .
mreZze bez medusobne induktivnosti, a 1 oznaCavaju - prvi 1 drugi
: Zgh dZ gh '

izvod det:rminante A po Z,, u kojima treba posle diferenciranja staviti-Zg, = 0.
Prema pravilu o diferenciranju determinanata [1], imamo
dA®

= Aoca- AOda'_Ach + AOnlb + Aoac_ Aobc—" Aoad+ Aobda
dz,,

gde A°; oznafava prvi kofaktor i—te vrste i j—te kolone determinante A°.
Kako je determinanta A° simetri¢na, gornja jednadina postaje

dAO o] o] (o] ‘
(5) : =2 (A% —A% 0y — A%+ A%y).
dZ,,
Na isti nadin dobijamo i drugi izvod
d2Ao o] [ [ o
* = :Z(Aoac,ca*“A ac,da—A ac,cb+A ac,db+A ac,bd ™
dZ%,,

o
A cat A%hedat D% cr—B%be,an+ Ahe,aa—
(6) —A° ot A uddat A% aucr— A% aaap+ A ad e+
o
F A% ca—A%a,a0— Db co+ A%a,ap+ A%d,ac)»

gde A°;y oznadava drugi kofaktor i-te i k-te vrste i j-te i /-te kolone.

Kofaktori determinante A° u jednalinama (5) i (6) koji imaju po jedan
zajedni¢ki indeks na istom poloZaju mogu se sabrati u parovima prema rela-
cijama [3]:

(7) AOacv_AObc = AO(a+b) c= _AO(IH—H) c

AoachAoad = Aoa (c+d) = _Aoa d+)e
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U ovim relacijama A°,4p . oznaava prvi sloZeni kofaktor koji se dobija
iz determinante A° na taj nadin §to se elementi a-te vrste dodaju elementima
b-te vrste, izostavlja se a-ta vrsta i c-ta kolona i ovako dobijena determinanta
pomnoZi sa (—1)*+°. Na isti nalin se obrazuje i kofaktor A°; ;4 samo $to
se na mesto vrsta sabiraju odgovarajuée kolone.

Primenjujuéi uzastopno relacije (7) ma sve parove prostih i sloZenih
kofaktora koji imaju po jedan zajednitki indeks na istom poloZaju, prvi i drugi
izvod determinante u jednadinama (5) i (6) mogu se izraziti saZeto u obliku
jednog sloZenog kofaktora:

dA°

® =2A%G1 by et
iz, |
d?A°
(9) = _2 AO (a+b) (a+b)> (ct+d) (c+d) ’
az2,

gde (@+b) i (c+d) oznafavaju sloZene indekse obrazovane prema gornjem
postupku od indeksa a i b odnosno ¢ i d. UnoSenjem poslednja dva izraza
u jednacinu (4), dobija se konaéno

(10) A=A°+22Z4 A0ts) (c+d)—ZZghAc(a+b) (a+b)s (c+d) (c+d)-

Pokaza¢emo sada da se svakom &lanu u ovoj determmanu moZe dati prosto
topolodko tumadenje. Ako mre¥a ima m nezavisnih petlji, prvi &lan A°, kao deter-
minanta impedansne matrice mreZe bez medusobne induktivnosti, predstavlja
zbir proizvoda impedansi od po m grana jednog komplementa stabla (ko-stabla).
Ovaj zbir oznaéen je sa L(Z) [2]

Iz samog nalina obrazovanja sloZenog kofaktora A°wis)(ats) (c+d) (c+d)
neposredno se zaklju€uje da on predstavlja determinantu 1mpedansne matrice
one mreZe koja se izvodi iz date mreZe, kada se Celija p, zameni petljom
we+ws, a Celija u, — petljom w4 py. Kako ove dve petlje ne sadrZe induktivno
spregnute grane, jasno je da A°,ip) (atby (c+d) (c+d) Mora predstavljati zbir
proizvoda impedansi od po m—2 spojnica date mreZe u kojoj su grane
Be 1 By uklonjene. Ovaj zbir ¢emo oznaliti sa Lapy (cay(Z).

Dokazacemo da koeficijent uz 2 Z,, u determinanti (10) predstavlja bro-
jitelj prenosne admitanse izmedu grana @, i B, kada one nisu induktivno
spregnute.

Zaista, ako u mreZi na sl. 1. smatramo da ne postoji medusobna induk-
cija i da u grani B, deluje naponski izvor elektromotorne sile e,, &iji se pozi-
tivni smer poklapa sa orijentacijom ove grane, jednaline ravnoteZe mreZe u
ranije usvojenom koordinatnom sistemu su

[O,p.;éa,b
=1, 2,..,m)

Y a
L . ¥ @b=1, 2,..,m)
-eg, u=b

an

IYE]
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gde su i (v=1, 2,.., m) struje petlji, a Z,, — sopstvene (x=v) i medusobne
(v # v) impedanse pojedinih petlji. Refavanjem ovog sistema jednacina, dobijamo

© = A ac'—A be
-
(12)
i = A ad"‘Aobd
- A0 € »
tako da je struja u grani B,
(13) fmie — i = A% — A% — A%y + A%y €= A%t by (c+d) e .
A0 A°

§to potvrduje naSe tvrdenje.

Na osnovi ove konstatacije, i prema Kirchhoffovom pravilu [4], zaklju-
Cujemo da A%,y s (+a) predstavlja algebarski zbir proizvoda impedansi m—1
grana raznih subgrafova koje treba ukloniti iz date mreZe da bi obe grane,
B, 1 Bs, bile sastavni deo jedne petlje. Prema nalinu odredivanja znaka ¢la-
nova u ovom zbiru, moZemo utvrditi da ¢ée proizvod od m—1 impedansi
grana biti pozitivan ako je pozitivni smer obilaska petlje usmeren u obema
granama prema kraju oznalenom sa talkom ili prema neoznalenom kraju.
U protivnom slu€aju znak je negativan U posebnom sluaju kada spregnute
grane imaju jedan zajednitki kraj, svi €lanovi u A%g4)¢c+a) bice 1stog znaka.
Ovaj kofaktor éemo oznaliti sa L,y (Z).

Sa gore uvedenim funkcijama grafa, determinantu mreZe moZemo pisati
u obliku

(14) A=L(Z)+2 ZewLon (Z)— 2% Liaty ety (),

§to predstavlja traZenu topolosku formulu. Prvi i treéi &lan u ovoj formuli
su uvek razli¢iti od nule. Medutim, drugi ¢lan moZe biti jednak nuli ako je
graf mreZe odvojiv 1 svaka od spregnutih grana se nalazi u po jednom odvo-
jenom delu.

Na isti nadin se moZe izvesti i topolo§ka formula za simetriCne prve
kofaktore Ay (k=1,2,.., m). Razvijanjem kofaktora Ag po formuli (4) i
koriste¢i potom jednadina (5) i (6) lako se dobija

2
(15) Apge = A%+ 2 Zgh A%, (at 5 (c+dy—Zigh Akkes (at+ ) (a+b)> (c+d) (c+d)

Ako se koordinantni sistem tako izabere da petlja p; ima jednu granu
zajedni¢ku sa referentnom petljom p,, jednadinu (15) moZemo izraziti u obliku

(16) Atie= Litoy (Z2) + 2 ZenLikoy 1 (Z)— Zah Likoy (aty e (Z)s

gde funkcije Loy (Z), Lieoygn (Z) i L(ko) (aby ey (Z) 1maju isti smisao kao odgo-
varajuée funkcije u jednaini (15), ali s tom razlikom $to se posmatraju na
grafu mreZe sa prekinutom petljom pg.



18 Mirko M. Mili¢

4. Na sli¢an nafin se moZe razviti i determinanta admitansne matrice
mreZze, D. Za pisanje admitansne matrice mreZe, Y,, potrebno je prethodno
uvesti na mesto sopstvenih impedansi grana Z, (v#g,h) — nphove admi-
tanse Y,=Z,~l. Pri tome sopstvene admitanse spregnutih grana i admitansa
medusobne indukcije se odreduju iz jednadina [2]

17 Yg:ir; Y, = Zg_z; gh=JT.
Z,Zy—Zgh Z,Z,—Zg, Z.Z,—Zg

Ako se za matricu skupa nezavisnih preseka uzme matrica preseka oko
¢vorova, tada Yy, zauzima u matrici Y, isti poloZaj kao Z,; u impedansnoj
matrici mreZe Z,,. To znali da ¢e i formula za razvijanje determinante D biti
istog oblika kao (10), tj.

2
(18) D=D"+2Yu D oigyr 40— Yer Dt ) o+ @s b ) (r 4 9) »

gde p i g odnosno r i s respektivno. oznalavaju indekse &vorova vy, v, i
Yr, Ys izmedu kojih su vezane grane 8, i 8, (sl 1).

U ovom izrazu D° predstavlja determinantu admitansne matrice mreZe
bez medusobne induktivnosti. Ova determinanta je jednaka zbiru proizvoda
admitansi od po n grana jednog stabla, gde je n ukupni broj ¢évorova u mreZi
umanjen za jedan.

D%t gy (0403 (r+5)  +5) predstavl]a determinantu admitansne matrice one
mreZe koja se dobija iz date, medusobnim sjedinjavanjem parova &vorova Y,
g 1 ¥r, vs 1 odstranjivanjem iz mreZe spregnutih grana. Stoga je ova deter-
minanta jednaka zbiru proizvoda admitansi od po n—2 grana jednog stabla
ovako dobijene mreZe.

Kofaktor D%, g+ jednak je algebarskom zbiru proizvoda admitansi
od po n—1 grana raznih subgrafova koji ne sadrZe ni jednu petlju, pri demu
kada se grane jednog takvog subgrafa kratko-spoje, ostaje jedan par &vorova
izmedu kojih se grane B, i B, nalaze vezane paralelno. Znak nekog &lana u
zbiru je pozitivan, ako se nakon paralelnog sjedinjavanja grana B, i B,, kra-
jevi oznaleni sa taCkom -vezuju u jedan &vor, u protivnom sluéaju znak je
negativan. U ovo tvrdenje se uveravamo na isti nadin kao ranije, pokazujuéi
da D%, 44 +s Dredstavlja brojitelj prenosne impedanse izmedu grana ;1P
u odsustvu medusobne indukcije.

Stavljajuéi T(Y) = D, T (Y) = Doty r+) 1 Tipay ) = Dot g) (ot r9) (rsps
dObl_]a se topoloska formula za razyijanje determinante admitansne mairice
mreZe

(19) D=T(Y)+2 Yo Ton (Y)—Yer T (py 5y (¥) -

Simetriéni kofaktori ove determinante Dy (k=1,2, .., n), izraunavaju
se tada po formuli

(20) Die = Tetoy (¥) + 2 Ygn Ty g1 (¥)— Y Tako oy ) (¥) -
gde funkcije Tooy(¥) s Tekoy ey (¥) 1 Tkoy ogy s (Y)  Predstavljaju respektlvno

iste funkcue kao u jednadini (19) s tom razlikom 3to se odnose na graf mreZe
u kojoj je &vor v, sjedinjen sa referentnim €vorom mreZe v, .
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I ovde moZemo primetiti da prvi i treéi €lan u jednadinama (19) i (20) su
uvek razliditi od nule, dok drugi &lan je identicki jednak nuli ako se svaka
od spregnutih grana nalazi u po jednom odvojenom delu mreZe.

5. Gore izvedene topolo§ke formule primeni¢emo na odredivanje ulazne
admitanse mreZe sa jednim parom krajeva prema slici 2.

Zbir proizvoda impedansi svih ko-stabala mreZe je

L(Z)=Z.ZyZ,+ ZZ0Z g+ ZuZyZp+ ZoZ Z, +
4 ZoZ Zpt ZyZuZ + ZoZaZy+ ZoZ o Zp +
+ZyZ,Zg+ ZyZZo - ZyZaZo+ ZoZaZs+
4 ZpZoZp+ ZoeZaZ o+ ZeZaZs+ ZoeZo 7.

Uzimajuéi sistem petlji: p,= (Z,,Z5,2Z,); °
b=ZnZ0Zp) i 1=Z0Zp, 20,
izvodimo i ove dve funkcije:
Loa (Z2)=Z2,Z;—Z.2Z.,
Laney(@)=Z,+Z.+Z,.+Z4.

Prema jednadini (14) determinanta mreZe je

AN=L(Z)+2Zyi(ZoZ; —Z.Z)~Zpa(Za+ Zc+ Zo+ Zp),
gde je Zyy=pLyy. Isto tako neposredno odredujemo i sledeée funkcije na grafu
mreZe sa prckinutom petljom p,:
Luy(Zy=ZyZ.:+ZyZy+ZpZ; + Z 2+ ZZp + 242+ ZyZy + 2, Zy;
Lapsa(Z)=Z; i Lapanen @)=1,

tako da je Ay =Ly(Z)+2Zp4Z; —Z%. Stoga je ulazna admitansa mreZe

Yul=é1_1-
A
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Summary
A TOPOLOGICAL EXPANSION OF THE NETWORK DETERMINANT

Mirko M. Mili¢

The paper deals with the evaluation of a topological formula for the
determinant of the loop-impedance and node-admittance matrices of a network,
that may include all kinds of two-terminal elements and a pair of mutually
coupled branches.

The loop determinant is expanded as a polynomial of the mutual impe-
dance between the coupled branches, and it is proved that the coefficients of
this polynomial can be interpreted as functions associated with the network
graph without mutal inductance.

Thus, explicit topological formulas for the loop determinant (eq. 14) and
first symmetrical cofactors (eq. 16) may be obtained that involve only Kirchoff-
Maxwell rules for ordinary RLC—networks.

Dual topological formulas for the node determinant and its first symme-
trical cofactors are also possible (eqs. 19 and 20).



