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1. Soit m, n EN, OU N designe l'ensemble de tous les nombres naturels.
Un theoreme bien connu conduit a l'identite suivante

(*) (x=r!=Ol\x=r!=I),

OU les Adk=I,2,...,m) et les B1U=I,2,...,n) sont des constants a
determiner.

Nous allons demontrer les formules suivantes

(I)

(2)

AI<= (m+~=~-k)

(m+n-l-l )B1= m-l
que la decomposition

m (m+n-I-k) n (m+n-I-l)
-L~~+L~~

xm(1-x)n k~1 xk 1=1 (l-x)1

est valable pour tous les nombres naturels m et n.
L'identite (*) peut etre ecrite sous la forme

(k= 1,2,.. .,m),

(l=1,2,...,n),

c'est-a-dire

(3) (x=r!=
°

I\x=r!=l)

m n

~- = LApxm-p + xm L ~-'L-.
(l-x)n p=1 q=1 (l-x)q

On en deduit, pour k = I, 2,. .., m,

{
_~

}

(m-k)

=Adm-k)!+x({>k(X),
(l-x)n

ou la fonction ({>k(x) prend une valeur finie pour x = 0. En posant x =
°dans l'egalite precedente, on obtient

(m-k)

I

Ak=
1

{
~

}

=n(n+l)...(n+m-k-l)
(m-k)! (l-x)n x=o (m-k) !

= (n+m-k-l )= (m+n-k-l )m-k n-l (k=I,2,...,m).
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Nous avons donc demontre les formules (1). On en deduit immediate-
ment la validite des formules (2) en remarquant que les constants BI jouent
Ie role des constants Ak dans l'identite obtenue de (*) par la substitution
x = I-t.

Notons une autre demonstration de la formule (3). Designons par (Pv)
l'assertion que les formules (1) sont vraies pour la valeur v du nombre n et
pour toute valeur du nombre m. D'apres la remarque par laquelle s'acheve
la premiere demonstration, il suffit de demontrer

(Pv) (VvEN).

Comme l'on a, pour tout mEN,

m-I m
1

= ~ 1-xm
+ ~ = ~ L: xk+ ~ = L: ~ + ~

xm(1-x) xm 1-x 1-x xm k=O 1-x k=1 xk 1-x

m (m+I-I-k ) 1 (m+I-I-l\
= L:

I-I + L:
m-I)

k=1 xk 1=1 1-x
(x#O/\x#I),

(PI) est vrai. Si l'on suppose la validite de (Pv), c'est-a-dire de l'identite
suivante

pour tout mEN, on aura, pour tout mEN,

(x~O /\ rl.x~ 1).

Apres la derivation par rapport au parametre rI., on obtient

(4)
m (m+v-k )v

= L: (m+ 1-k)am-k v-I +...
xm(1-cu)v+1 k=1 xk

Etant donne que

m+ 1-k (m+v-k )= (m+v-k ),
v v-1 v

l'identite (4) pour a= 1 devient

1
m (m+(v+O-I-k)

= L:
(v+I)-1

+ . . .
xm(1-x)v+1 k=1 xk

ou les trois points remplacent Ja partie de l'expression ne contenant pas les

f
. 1

ractIOns ---;;; (k= 1, 2, ... , n).

(x~O /\ x~ 1),
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Nous avons donc demontre

(VvEN),

d'ou
(VvEN), c. q. f. d.

x-a
2. En remplayant dans (3) x par - (a*b), on obtient

b-a

(5)
{

m (m+n-k-I ) n (m+n-'-I
)}1

- ~

(-I)n
-- 2:

(b-a)k n-I
+ ') (a-b)' m-I

(x-a)m(x-b)n (b-a)m+n k~1 (x-a)k t;;;;:1 (x-b)'

En faisant x = 0, on en tire la formule sommatoire que voici:

m

( b )
k

(m+n-I-k ) ~ ( a )' (m+n-I-l )-
(b-a)m+n

2: 1--- + ~ 1-- -(-l)m
k~1 a n-I t:::1 \ b m-l am bn

3. L'identite (3) peut servir comme une source de formules sommatoires
et autres.

3.1. En posant x= 1/2, I'identite (3) prend la forme simple suivante

m

(m+n-I-k ) ~ (m+n-I-l )') 2k+ L., 2'=2mp.
k7:1 n-I

'=1
m-I

Pour x = -I, on obtient

3.2. On a

x'" (I-x)n

{I-(I-~)}
m+n

(I--; r

=
min

(-I)IL (m+n )(I-~ )
IL-n

IL~o
[L X

(6)

=
In (_')IL(m+n)lLin(-')V ([L-n )~+...,

lL~n+1 [L
v=O V X

ou les trois points designent la partie de I'expression qui ne contient
1

fractions ---;k (k = 1, 2, .. . , m).

En confrontant les identites (6) et (3), on arrive a

pas les

(k = I, 2, .., , m; m, n EN).
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3.3. Partons maintenant de la formule suivante

+00 ("'+I-r»

J
x'" m+l !-I

dx=(-l) 1t
( 1 + xr>) m .

~sin 1t "'+
I

o r>

"'+1(~>O/\-I<IX<~m-l; r;-EEN/\mEN),

que l'on peut obtenir, apres Ie changement de variable x=t1Jr>, au moyen
d'integration complexe.

En mettant a profit la formule (5), on obtient Ie resultat que voici

(7)

=
(_l)n+l1t

{
a("'+I)/r>

~ (m+:=:-k) ("'+;-r» (~ -1 )
k

(a-b)m+n~sin1t"'+1 k=1 k-I a

r>

+b
(",+I)/r>

~I
(m+~=~-l)("'~~~r»(~ -I)'}

(a, b, ~ > 0 !\ a::l b !\ -1 < IX< ~-1; m, n E N).

La formule (12) conduit immediatement au resultat suivant

(8)

+00

J
1

dx
(ax" + 2bx+ c)m (ax" + 2bJC+d)n

-00

=

(-I)n+l1t

{ VaC-h" ~ (m+n-l-k)f-+ )(a(d-C» )
k

a (c-d) m+n k=l
n-l

'vc-l ac-b"

+~ad-b" i (m+n=I-I )
'

(
-+)(a (C-d» )

I

}1=1
m I

I-I ad-b"

(a> 0 A ac-b2 > 0 A ad-b2 > 0 A c::ld; m, n, EN).

Les integrales figurant dans (7) et (8) ne se trouvent pas indiquees
dans Ie recueil d'integrales suivant:

W. G rob n e r und N. H 0 fr e i t e r, Integraltafel, II Teil, Bestimmte
Integrale, dritte, verbesserte Auflage, Wien 1961.

4. Si l'on prend comme point de depart la fonction

(ku k20 . .. , kn EN),

on peut obtenir des resultats semblables a ceux indiques plus haut, mais ils
seront plus compliques.


