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1. Krive sa centrom

(1.1)

Za

Opsti oblik jednaCine krivih drugog reda je

AX2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = O.

krive drugog reda sa centrom je

( 1.2)

JednaCine
Axo+ BYo+D=O,

Bxo+ CYo+E=O,

pod uslovom (1.2), imaju jedinstveno rese.nje po Xo i Yo. Tacka 0 (xo, Yo) je
centar krive (1.1). Ako izvrsimo translaciju koordinatnog sistema tako da
novi koordinatni pocetak bude tacka 0 i oznacimo koordinate u novom sistemu
ponovo sa x i y, jednacina (1.1) dobija oblik

(1.3)

( 1.4)

gde je

AX2+ 2Bxy+ Cy2=F',

(1.5)
, ~

F=--
a

Ako je ~ = 0 =>F' = 0, jednacina (1.1) predstavlja dye prave Hi tacku.
Zato cemo pretpostaviti da je ~ =1= O.

Ako je B = 0, iz (1.4) mogu se direktno odrediti svi potrebni elementi.
Zato cemo pretpostaviti da je B =1= O.

. Ovaj clanak redigovao je D. Z. Dokovic na osnovu belehka sa predavanja koja je
skolske 1952/53 godine drzao prof. D. S. Mitrinovic na Elektrotehnickom fakultetu Univer-
ziteta u Beogradu.
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( 1.6)

Dokazimo da se tada jednacini (1.4) moze dati 0blik

A(Y_o(X)2 + (.I.(y---,~x)2 = 1,

gde je
(1.7) 0(~=-1.

( 1.8 )

( 1.9)

( 1.10)

Uporedivanjem (1.4) i (1.6) dolazimo do skupa jednacina

A0(2 + (.I.~2 =AIF',

Ao(+ (.I.~ = -BIF',

A+(.I.= CfF'.

Ako iz jednacina (1.8), (1.9), (1.10) eliminisemo A i (.I., dobijamo

1

:2 r -~
I

= 0 .
1 1 C

KoristeCi se jednakoscu (1.7) (odakle sleduje O(:f=~), nalazimo jedno za
drugim

(1.11)
I

IX2 IX + l'
IX 1
1 0

-il=o,

1

1 IX+1' A

I

o 1 -B = 0 ,
1 0 C

A-C
O(+~=--=-x.

B
Na osnovu (1.7) i (1.13) zakljucujemo da su 0( i ~ koreni

dratne jednacine po z:

(1.12)

( 1.13)

sledece kva-

(1.14)

Koreni ove jednacine su realni i razlicitog znaka. Dogovorimo se da je

(1.15) 0( > 0, ~< O.
Jednacine (1.9) i (1.10) imaju jedinstveno resenje po A i (.I.. Evo tog

reSenja

(1.16) A=-
B+C1' B+CIX

F'(IX-1')'
(.1.=

F'(IX-1')
.

Odavde sleduje
aA(.I.= .

(4+x2)F'2

Ovim je dokazano da se jednacini (1.4) zaista moze dati oblik (1.6) ako
je L\:f=0 i B:f=O. Konstante 0( i ~ odreduju se iz (1.14), a A i (.I.iz (1.16).

Rotirajuci koordin~tni sistem za ugao ()
= arctg 0( (0 < () < 1t/2), jedna-

cina (1.6) postaje
( 1.18) A(0(2+ 1H2 + (.I.(~2 + 1h2 = 1,
gde su ~ i Yj nove koordinate.

(1.17)
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Dakle, prave
( l.l9)

su ose simetrije krive (1.4).
Na osnovu (l.l8), (l.l7), (l.l0), (1.5) zakljucujemo da jednaCina (l.l)

odreduje

1° Elipsu ako je 0 > 0 i C A < 0;

2° Hiperbolu ako je 0 < 0 i A =1=0 ;
3° Skup dye prave koje se seku ako j~ a < 0 i A = 0;

4° Tacku ako je 0 > 0 i A = 0 .
Jednacina (1.1) nema geometrijskog tumaeenja u realnom podrucju ako

je 0 > 0 i CA > O.
lako je ova diskusija izvedena pod pretpostavkom B =1=0, lako se pro-

verava da ona vazi i kada je B = O.
Kvadrati duzina poluosa krive (1.1) odreduju se pomocu formula

( 1.20)

2. Krive bez centra

Za ove krive je

0=1; ~I=o,

Ako je A ili C jednako nuli, tada je B = 0, pa se neposredno vidi da
jednaCina (1.1) predstavlja parabolu i mogu se direktno odrediti njena osa,
teme i parametar. Zato cemo pretpostaviti da je AC =1=O.

StavljajuCi C=B2jA, jednacini (l.l) mozemo dati oblik

(Ax+By)2+A (2Dx+2Ey +F)=O.

(2.1 )

(2.2)

Dalje, umesto (2.2) mozemo pisati

(2.3) (Ax+BY+A)2=2A (A-D)x+2 (BA-AE)y +A2_AF,

gde je A konstanta koju cemo odrediti tako da prave

(2.4 )

(2.5)

Ax+BY+A=O,

2A (I--D)x+2(BA-AE)Y+A2_AF=0,

budu medusobno normalne. Uslov normalnosti ovih pravih glasi

A2(A-D) + B (AB-AE) = 0,
odakle sleduje

A=
A (AD+BE).

A2+ B2

Kako su prave (2.4) i (2.5), za ovu vrednost A, normalne i kako jedna-
cina (2.3) izrazava cinjenicu da je rastojanj~ tacke (x,y) od prave (2.5) pro-
porcionalno kvadratu rastojanja iste tacke od prave (2.4), zakljucujemo da
je (2.3) jednaCina parabole.

(2.6)
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Osa simetrije ove parabole je prava (2.4), a prava (2.5) je njena tan-
genta u temenu. Ako je ).,2- AF > 0, parabola se nalazi sa one strane prave
(2.5) gde je i koordinatni pocetak; a ako je ).,2- AF < 0, sa suprotne strane.

Postoji jedan izuzetak kada su koeficijenti uz x i y u (2.5) jednaki
nuli. Ako je ).,= D, bice

A2D+ABE-(A2 +B2)D ~ B (BD-AE) = 0,

te jednacina (2.3) postaje

(2.7) (Ax+By+D)2=D2-AF.

Dakle, jednacina (1.1) ako je 3 =
°

i B * ° predstavlja
1° Parabolu za BD-AE* 0;
2° Dve paralelne prave za BD-AE=O i D2-AF> 0;

3° Jednu dvostruku pravu za BD-AE=O iD2-AF=0.

Jednaeina ( 1.1) nema smisla u realnom podrucju za

3=0, B*O, BD-AE=O i D2-AF < 0.

(2.8 )

Ako je B = 0, ova diskusija ne vaii.

U slueaju 1° parametar parabole je

VA2 (A-D)2 + (BA-AE)2 IA (AE-BD) I
p=

A2+B2 = (A2+B2)312

3. Primerl

Primer 1. Za krivu
(3.1) 3x2+ 2xy + 3y2+ 6x-2y-5 = °
imamo

313

3=
1

3 1

1

=8 ~= 1 3-1 =-76.
1 3 '

3-1-5

Kako je 3*0, kriva ima centar cije su koordinate xo=-5{4, yo=3/4. U
caju je x=O, £'=19/2, a jednacina (1.4) glasi

19
3x2+2xy+3y2=- .

2

Konstante a. i ~ odreduju se iz jednacine

z2-1=0 :::> a.=I, ~~-1.

Prema tome, ose simetrije krive (3.1) su prave

3 5y - -=x+-,
4 4

y-
~

~ - (x+ ~),

1y+x~ --.
2

tj.

y-x~2,

ovom slu-
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DaIje je, prema (1.16), 1..=2/19, 11-=4/19. Dakle, data kriva je elipsa cije su poluose
odredene sa

2
19

a=-,
4

(3.2)

Primer 2. Posmatrajmo krivu cija je jednacina

9x2-24xy + 16y2-16x-12y-4 = O.

Za nju je I!=0, BD-AE= 150. Prema tome, ova kriva je parabola. Na osnovu (2.6)
dobijamo 1..=0. Koristeci (2.4) i (2.5), zakljucujemo da je prava

9x-12y=0, tj. 3x=4y

osa simetrije parabole (3.2), a prava

4x + 3y + 1 = 0

njena tangenta u temenu. Iz (2.8) dobijamo da je parametar ove parabole p=2/5. Kako je
A2-AF~ 36> 0, parabola (3.2) i koordinatni pocetak nalaze se sa iste strane prave
4x+ 3y+ 1 =0.

4. Primedba

U ovom clanku tretirano je jedno klasicno poglavlje analiticke geometrije.
U literaturi postoji vise postupaka koji se odnose na tretirana pitanja. Da Ii
je iznet postupak za krive sa centrom no v, nismo mogli utvrditi, ali je nesum-
njivo kratak i jednostavan i moze se korisno upotrebiti u nastavi analiticke
geometrije.

Za krive bez centra navedeni postupak nije nov, ali ipak tu ima novih
detalja. Videti:

A. Geary - H. V. Lowry - H. A. Hayden: Advanced Mathe-
matics for technical students, part I, London 1948, p. 213.

*
Prof. J. Ulcar (Skoplje) proCitao je ovaj clanak u rukopisu i uCinio jednu

korisnu primedbu koja je uzeta u obzir u definitivnoj redakciji clanka.

Resume

UN SIMPLE PROCEDE POUR LA DETERMINATION
DES AXES DE SYMETRIE ET DES ELEMENTS METRIQUES

DES COURBES PLANES DU SECOND DEGRE

D. S. Mitrinovic

En comparant l'equation (1.4) avec l'equation (1.6) sui vie de (1.7),
on arrive a un pro cede fournissant les equations des axes de symetrie des
courbes (1.1) a centre (AC -B2:;i= 0), ainsi que les elements metriques prin-
cipaux de ces courbes.

Le procede correspondant relatif a l'equation (l.l) pour AC -B2 = 0
est egalement indique.

Une traduction en fran~ais de cet article methodique paraitra dans un
journal specialise pour l'enseignement des matematiques aux grandes ecoles
et facultes.


