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SUR UNE INEGALITE DE HORNICH

Radomir Lucie

(Reeu Ie 13 janvier 1963)

H. Hornich a demontre au moyen du calcul differentielle theoreme suivant:
Si al,a2,.. "an; bl,b2,..

"
bm designent n+m vecteurs de l'espace Rk, lies par

(1) (m:> 1),

et soit c Ie vecteur-unite dans Rk> on a alors
n m

L (Iai + c I-I all) <; L (Ibj + c I-I bj I) + n + m - 2.
1=1 j=1

Aux cas ou n = 0, m = 1 ou n = 1, m = 1 la relation (2) est triviale. Pour
n = 0, m = 2 l'inegalite (2) exprime celle entre les cotes d'un triangle.

E. Hlawkal) a donne une demonstration purement algebrique du the-
oreme ci-dessus pour Ie cas particulier suivant
(3) n=2, m=1.

Dans cet article nous donnerons aussi une demonstration purement alge-
brique du theoreme ci-dessus en partant du resultat de Hlawka. La demon-
stration est plus courte que celle de Hornich.

Demontrons qu'i! s'ensuit du resultat de Hlawka que l'inegalite (2) est
valable dans Ie cas particulier suivant
(4) n= 1, m=2.

En effet, conformement au resultat de Hlawka on peut ecrire

(2)

Ial +cl-Iall + I-bl + c I-I-bll..;: Ib2+ c 1--1b21+ 1,
en supposant que al = bl + b2, c'est-a-dire al + ( -bl) = b2,

L'inegalite triangulaire mentionnee fournit

Ibll-Ibl-cl" Ibl +cl-Ibd.
L'addition de deux dernieres inegalites donne

Ial + c I-I all..;: Ibi + c I-I bi I+ Ib2+ c I-I b21+ 1,
ce qu'i! fallait demontrer.

1) H. H 0 r n i c h: Eine Ungleichnung fiir Vektorliingen, Matematische Zeitschrift,
Bd. 48 (1942), S. 268-274.
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Avant de proceder a la demonstration de l'inegalite (2), no us demon-
trerons les deux lemmes qui suivent.

Lemme 1. - Si l'inegalite (2) est valable pour n=r(;;.2)et m= 1, e/le
est aussi valable pour n = r + 1 et m = 1.

Demonstration. - II s'ensuit de la supposition du lemme que

(5)
,

"
L: (Ia;+ c I-I a;j) < I L: a;+ c I-I L: a;I+ r-1.
;=1 ;=1 i=1

L'in6galit6 (2) 6tant valable dans Ie cas (3), on aura

(6)
, ,

I L: a,+cl-l2; a, I+ la'H +cl-la'+11 <\ bi + c [-I bil + 1
;=1 ;=1

L'addition des inegalites (5) et (6) donne
,+1

L: (Ia; + c I-I a; \) < Ibi + c I-I bil + r,
i=1

,+1
(bi = L:

a;).
i=1

ce qui prouve Ie lemme 1.
Lemme 2. - Si l'inegalite (2) est valable pour n= 1

elle est aussi valabIe pour n = 1 et m = r + 1.
Demonstration. - Selon la supposition du lemme, on a

et m=r(;;. 2),

(7)
,

"IL: b} + c I-I L: b} I< L: (I b) + c I-I b} j) + r - 1.
}=I }=I }=I

L'in6galit6 (2) 6tant valable pour Ie cas (4), il en r6sulte

(8)
, ,

Ial + c 1-1 all < I L: b} + c I-I L: b} I+ Ib'+1 + c I-I b'HI + 1
}=I }=I

L'addition de (7) et de (8) conduit a

'+1
laI+cl-lail < L: (Ib}+cl-Ib}j)+r,

}=1
ce qui prouve Ie lemme 2.

Demonstration de l'inegalite (2). - En consequence des resultats pour
les cas (3) et (4) et des lemmes demontr6s, l'application du principe de l'in-
duction totale conduit aux inegalit6s suivantes

n n n

L: (Ia,+cl-Ia;\) <I L: a;+cl-I L: a;l+n-l (n;;. 0),
}=I }=1 }=1
m m m

IL: hJ+c I-I L: b}1 < L:(I b}+cl-lb}I)+m-l (m:> 1).
}=1 }=1 }=I

n m
Si L: a;= L: b}, par addition des dernieres inegalit6s, on trouve

;=1 }=I
n m

L: (la;+cl-la;l) < L: (lb}+cl-lbJI)+n+m-2 (n;;. O,m;;. 1),
;=1 }=1

ce qui prouve l'inegalit6 (2).


