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SUR UNE INEGALITE DE HORNICH
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(Regu le 13 janvier 1963)

H. Hornich a démontré au moyen du calcul differentiel le théoréme suivant:
Sia,a,,...,a,; byi,bs, ..., b, désignent n+m vecteurs de ’espace Ry, liés par

(1) Sa=>b (m>1),
i=1 j=1
et soit ¢ le vecteur-unité dans Ry, on a alors
2 > (a+el—la]) < 3 ([b+c|—|b; ) +n+m—2.
i=1 j=1

Aux cas ou n=0, m=1oun=1, m=1 la relation (2) est triviale. Pour
n=0, m=2 l'inégalité (2) exprime celle entre les cdtés d’un triangle.

E. Hlawka® a donné une démonstration purement algébrique du thé-
oréme ci-dessus pour le cas particulier suivant
(3) n=2, m=1.

Dans cet article nous donnerons aussi une démonstration purement algé-
brique du théoréme ci-dessus en partant du résultat de Hlawka. La demon-
stration est plus courte que celle de Hornich.

Démontrons qu’il s’ensuit du résultat de Hlawka que P’inégalité (2) est
valable dans le cas particulier suivant

Q) n=1, m=2.

En effet, conformément au résultat de Hlawka on peut écrire

|ay+c|—|ay|+|—b1+c|—|—by| <|ba+c|--|by| +1,

en supposant que a,=>b, + by, c’est-d-dire a,+ (—by) =b,.

L’inégalité triangulaire mentionnée fournit

lbll.—lbl_cl < lb1+CI—"Ibll.
L’addition de deux derniéres inégalités donne
lar+c|—[ay| <|by+ec|—|by|+|ba+c|—|by|+]1,

ce qu’il fallait démontrer.

) H. Hornich: Eine Ungleichnung fiir Vektorldngen, Matematische Zeitschrift,
Bd. 48 (1942), S. 268—274.
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Avant de procéder i la démonstration de Dinégalité (2), nous démon-
trerons les deux lemmes qui suivent.

Lemme 1. — Si l'inégalité (2) est valable pour n=r(>2)et m=1, elle
est aussi valable pour n=r+1 et m=1.

Démonstration. — 1l s’ensuit de la supposition du lemme que
r r r
> (a+c|—la<|> atec|—| > a|+r—1.
i=1 i=1 i=1

L’inégalité (2) étant valable dans le cas (3), on aura
r1
(b= Z a;).

&)

i=1

) | Za,+cl—| S @l +|arate| =@ | <|bi+c|—| by | +1
i=1 i=1

L’addition des inégalités (5) et (6) donne
r+1
> (Jai + c|—|a;]) <|by+c|—|by|+r,

i=1
ce qui prouve le lemme 1.
Lemme 2. — Si Plinégalité (2) est valable pour n=1 et m=r(>2),
elle est aussi valable pour n=1 et m=r+1.
Démonstration. — Selon la supposition du lemme, on a
r r r
) ]ij+cl—|2b,]<Z(lb,-+c|—|b,~})+r—1.
j=1 J=1 j=1
L’inégalité (2) étant valable pour le cas (4), il en résulte

r r r+1
(@) |ay+c|—la| <[> bjtel—| 3 bil+|brsr+e|—]bpyq|+1 (al— > b,-)_
i=1 = =

L’addition de (7) et de (8) conduit a
r+1
|as+cl—lay| < S (1 +el—| b)) +r,
=
ce qui prouve le lemme 2.
Démonstration de I’inégalité (2). — En conséquence des résultats pour
les cas (3) et (4) et des lemmes démontrés, ’application du principe de I’in-

duction totale conduit aux inégalités suivantes
n n n
Sa+cl—la)<| S atcl—| > al+n—1 (n>0),
j=1 i=1 j=1

S hytel—| S bl < ﬁl(|b,+c|—|b,.|)+m_1 (m>1).
= =1 i=

n m
a;= z b;, par addition des derniéres inégalités, on trouve
j=1

Siy

i=1

Satel—la)< S (g+cl—|bl)+n+tm—2 (n>0,m> 1),
=1 i=1

ce qui prouve l'inégalité (2).



