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FORMULE D' ADDITION DES POL YNOMES ULTRASPHERIQUES
PAR RAPPORT AU PARAMETRE

Letterio Toscano

(Recu Ie IS novembre 1962)

1. L~s p)Iyno:nes ultraspheriques p~rx)(x) peuvent s'introduire soit par
la reL:tiJn differentielle

p~rx) (x) =

(_1)n ~~ (l-x2) -rx+I/2
D~ (l-x2)

rx+n-I/2

n!2n (cx+l/2,n)

sdt par Ies reIatLns hypergeometriques

(rx) (2 ex,n) ( "1Pn (x)= 2F1 -n, 2cx+n, IX+-"
n! 2 '

I-X )2 '

p(rx)(x) =
(IX,n)

(2 x)n F (-~ I-n" -IX-n + 1.~ )n
n!

2 1
2' 2 ' 'X2 '

so it enfin par Ie developpe:nent en serie
00

(t2-2xt + 1)-rx
= 2n tn p~rx)(x)

o
(I tl< 1).

c~ d~veIoppement donne

~ I.
tn P ~rxl+rx.+... +rxm)

(x)

o

Apre3 identification des coefficients de tn, on obtient sans peine la
fvrmule d'additbn par rapport au parametre IX

(I) p~7.I+rx.+... +rxm)(x) = 2 p~~I) (x) P~:') (x)" . . p~~m) (x)

i1+i2+... +im=n (m> 1).



Formule d'addition des polyn6mes ultraspheriques rar rapport au para:11etre 5

2. Le cas OCI= ~ = . . . = OCm= 1/2 est remarquable parce que de (1) on
obtient la formule pour les polynomes de Legendre p~I/2)(x) = P" (x):

p~m/2)(x) = L: Pi, (x) Pi, (X). . . Pim(X).

Si m est un nombre nature! impair (m = 2 k + 1), on peut

p~k+1/2)(x) = L: Pi, (x) Pi, (x). . . Pi2k+1(x).

D'autre part, on a

Dx p~rx)(x) = 2 exp~~V) (x),

D~ p~rx)(x) = 2k (ex,k) p~~ick)(x),

. D~ Pn (x) = 2k (1/2, k) p~k.:}}/2)(x),

D~Pn+dx) = (2 k-l)!! p~k+1/2)(x),

d'ou l'on parvient a la formule

(2)

ecrire

(3)

D ~Pn+k (x) = (2 k-I)!! L: Pi, (x) Pi, (x). . . Pi2k+1 (x)

(il +i2+ . . . +i2k+l =n; k:;;. 1).

La formule (4) a ete demon tree par D. Djokovic seulement pour
k= 1, 2, 3 de fa~on compliquee (Nouvelle formule relative aux polynomes de
Legendre, ces Publications N!!66, 1961)*.

3. Si l'on pose exl= ~ = ex3= . . . = exm= ex, X = y ;"',l;' dans (1), il vient

(4)

(5)
ex-n/2p~mrx)(ylV~) = L: ex-i,/2p}~) (y/V~) ex-i,/2p~~) (y /V~)."ex-im!2 Pi~) (y /V~.

Pour la suite du raisonnement introduisons la formulc-limite

2nj2
lim ex-n/2 p~a.)(y

/ y~) = - Hn (y / y2)
rx-+GO n !

de passage des polynomes ultraspheriques a ceux d'Hermite, d0finis par

Hn (x) = (_1)n eX'/2D~ e-x'/2 .
De meme

ex-n/2 p~mrx)(y/y;)=(_l)n ex-n/2 (2moc,n) (I-y2/oc)-m,rx+I/2. n! 2n (moc+ 1/2, n)

x D;/VCi(I2-y2/ex)ma.+n-I/2'

(_l)n (2moc, n)
(1 2/ ) -ma. (' I 2/ ) 1/2

=- -my mex -y ex I

n!2n(mex+I/2,n) .

xD; (I-my2/mex)ma. (l-y2/exr-I/2 .

. La formule (4) a ete deja demontree par B. S. Popov (voir: D. S. M i t r i n 0 vie:
Zbornik matematitkih problema I, treee izdanje, Beograd 1962, p. 435 -436) (Remarque de
la Redaction).
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Faisant tendre or;vers l'lnfini, on obtient

lim IX
-n/2 P~ma.)(y/ Va) =

(-I)n
e(YV'm)'D; e -(yV'm)':

a.-+00 n!

Etant donne que

( l) n (y y'm)' D n -(yy'm)' ( l) n
(y V21ii}'/2 D n -(yV21ii)'/2

- e ye = - e ye

= (_l)n (2 m)n/2 e (YV'2m)'/2D ;V'2me -(yV'2m)'/2

= (2 m)n/2 Hn (yy2m) ,
on arrive Ii la formule

Hm IX-n/2 p~ma.)(y/ya)= ~(2mr/2 Hn (y y2m).
a.-+oo n!

Par suite, I'application des formules-limite dans (5) etablit la formule
d'addition connue (en rempla~ant y y'2 par y)

(6) mn/2Hn(yym)=L:
n!

Hi,(y)Hi,(y)...Him(y)
i1! i2!. . . im !

(i1 + i2+ . . . + im = n) .

4. Nous considerons enfin la relation (1) pour 2m parametr~s

Il resulte
p ~m)(x) = L: pf;') (x). . . p~~m>(x) p 5:-a.,)(x). . . pE..-a.m)(x)

(i1 + i2+ . . . im+ j1 + j2 + . . . + jm = n).

D'autre part, on a

(8) P ~m)(x) = P
~2m,1/2)(x) = L: Pr, (X). . . Pr2m(x)

et encore

(7)

P ~m)(x) =
p~I+I+ ... + I)

(x) = L: p~~)(X). . . p~~ (x)

formu]e qui, en raison de p~1) (cos 6) =
sin (~+ 1)6 , devient

Sin 6

(9) sin m6P !m)(cos6)= L: sin (S1+ 1)6 sin (SII+ 1)6. . . sin (sm + 1) 6.

Par rapprochement des (7), (8), (9) nous obtenons

(10) L: p~~')(x). . . P~:,m)(x) p2-a.,) (x). . . p~~-a.m)(x) = L: Pr, (x) . . . Pr2m (x)

(i1+ill+". +im+j1+jll+'" +jm=n; r1+rll+'" +rllm=n),

sin m6L: Pr, (cos 6) P r,(COS6). . . Pr2m(cos 6)

= L: sin (S1+ 1) 6sin (SII+ 1) 6. . . sin (sm+ 1)6

(11)


