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La surface p, bornée d’arcs-limites PyA,, P, A, (PyA,=P,A,) déqui-
distante 4,4, de la droite Py P, et du segment de cette droite entre les points
P, et P, est

p.=P, P, sha (sha= P:?lo).

Nous avons divisé cette surface par les arcs-limites P/I-:II, ceo P,,/_?«I,,_1
en parties (voir la fig. 1). Des points 4, k=0, 1, 2,..., n—1, on a tracé
les droites paralléles & la droite donnée P, P, jusqu’a l'intersection avec I'arc-
limite suivant au point A4;',,. De cette fagon-ci on a obilenu une suite de

. ‘ oge . ~ SN
quadrilateres curvilignes Py Pryq Ay +1A4;. Si PrAp =Py Agr1=1 et si

P Pryi=Ap A 1= —1g (1—ay) (0<ar< 1), alors la surface de ce quadrilatére
curviligne est égale au nombre a,. Par conséquent, les termes de la série

) Sa  (0<a<l)

]
]
, ! . ! - |
P. P4 Qq P, n-4 Q'n-i P, Q'n
Fig. 1

peuvent &tre considérés comme surfaces des quadrilatéres curvilignes formés
S~
de la fagon susmentionnée. De méme a,=A4," 4,.

Si P;.;io——— 1, il résulte évidemment de la figure

S ap< —lg TT (1—ay) = - pe).
kzlak< gg( a)=p (p lek)
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Il est également évident que les suites

{; ak], 1a —ak)]
=1 =1
sont équiconvergentes.

Si ’on représentait aussi les termes de la série
©) S by (0<by<1)
1
selon le procédé exposé ci-dessus dans la méme figure, alors la série
©) S a,—b,
1

représenterait la somme algébrique des surfaces de forme C, B, D, A,, dont
les surfaces, pour n=1, 2, 3,..., sont respectivement:

al(l—l—bl), (1_1~b1) (1_(1—a1) (l—az)),.“

1—a, 1—a, 1—b,

11 suit de la:

R R (=)

l—al l_al l—b]_

(1-tmat ot

La série (3), comme il résuite de la figure de fagon évidente, converge
si ’ensemble de points: 4,, 4,’, B,, B, converge vers un point situé sur
I’équidistante. Ce cas se produit si

n J—
im%_1, tim TTi=2%_1.
n—)oobn n—)ook=11—ak
De méme, la série (3) converge si
n 1 —by

limZ =1, lim —C (0<C<w),

n-»oo bn ﬂ—>°°k=11-—ak

car cette condition se réduit & la condition plus haut en ajoutant une con-
stante déterminée a la série (3). Si la suite

® =)
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a sur le segment fini plusieurs points d’accumulation dont 0<<lim«, la série

(3) est alors bornée et divergente, mais si lim o,=0ou si lim «,= o0 la série
n->co n—»oo

(3) diverge.

Si
1 1

=0(l), n— oo,

n—1

[1(-a) [J0-59
k=1 k=1

la série (3) converge alors absolument, car la surface du n-iéme quadrilatére
curviligne C,B, D,A, se comporte asymp.otiquement comme n-idéme terme
d’une série absolument convergente.

De ce qu'on vient d’exposer, il résulte ce

Théoréme. — Si les termes des séries divergentes (1) et (2) satisfont les
conditions:
(5) lim a, = limb,—0, lim 2»—1,
n-yoo n—yeco n-yoo bn
L Ty )
6) lim T =C 0<C< )

n-y® p_j 1-—‘ak

la série (3) converge. Cette série diverge si la condition (5) est remplie et la
suite (4) est une suite-nulle ou bien illimitée; elle est bornée et diverge si ses
termes satisfont la condition (5) et la suite (4) posséde sur le segment de lon-

gueur finie plusieurs points d’accumulation dont 0 < lim «,.
n->w

Le résultat suivant est facile & démontrer.
Si les termes de la série (3) satisfont les conditions:
bi

a,—b,>0, 1< lim J] e
n>o g l——ak

alors

i a,—b,<<lgC.
1

Dans les travaux [1] et [2] on traite un cas spécial du probléme de la
convergence des séries ayant la forme (3). Dans ces séries la constante arbi-
traire C doit avoir la valeur C=1.

Supposons que les séries (1) et (2) ont les formes spéciales suivantes

i%‘- (S,,=Z"dk——-)oo, n— 00; dk?O),
1 n 1
(7

d,’

i (s,,’= i dy' — 00, n—o0; di'> O);
1 1

Sp
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ou bien
0 cn @
Z_ rn=2 Ck_’oa. n— ] cn>0)a
T Iy k=n

(8)
z c’ll r X ’ I
Z_, r,,=ch -0, n— oo} c,,>0).
T Fn 1

Si les termes des séries divergentes (7) et (8) satisfont la condition (5),
ils satisfont alors la condition (6) & partir de k=2. La suite (4) ne peut,
dans ce cas-ci, que converger vers un nombre C=0.

D’aprés ce quon vient d’exposer ci-dessus, nous obterons le résultat
suivant:

Si les termes des séries divergentes (7T) satisfont les conditions:

’

lim f1’»”—= limc—i"—=0, lim—di=g 0 < g < )
n->e 5, ndre s, nywd,
alors la série
di  dy
25
converge.
Si les termes des séries divergentes (8) satisfont la condition

. C . r
lim 2=1m 2=¢ (0<t< o)
n—yo C,,' n-»o0 r,,'

alors la série

e c’l cn’
T rn Tn
converge. ‘
Si
. 4, . d . dys, . Caly
lim == lim ==0; lim—"=-=1; lim—**=1,
-- ne S, nrwS, n-ye dy' Sy nyw C, 1y

. . Sy’ ' , -
et si les suites {i} et {i} possédent sur le segment de longueur finie plu-
Sn rn )

sieurs points d’accumulation dont

I !

.S .r
lim =%>0 et lim 2 > 0,

n—yo §, n—>w r,
alors les suites
(5% o) ($e o)
T S» Sn’), e e

sont oscillatoires.
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. d, ! ¢, ¢
Si 2—">0et =—">0, alors
Sy Sn Fn T
® d, d/f dy .
2T clgtog (llm——g),
1 Sn n, 1 ""’°°Sn/
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